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Рассмотрены поверхностные волны, распространяющиеся вдоль границы раздела диэлектрика, обладающе-

го нелинейной восприимчивостью третьего порядка и топологического изолятора. Оптическая нелинейность

диэлектрика обеспечивает существование поверхностной волны. Для диэлектриков с положительной или

отрицательной линейной диэлектрической проницаемостью определена плотность спинового углового мо-

мента поверхностной волны. Показано, что вектор спинового углового момента имеет проекцию на нормаль

к поверхности раздела, что составляет отличие от случая обычных поверхностных поляритонов или плазмон-

поляритонов. Дискретный характер топологического числа проявляется в дискретности значений нормальной

и касательной компонент плотности спинового углового момента. Рост напряженности электрического поля

волны на границе раздела сред изменяет величину спинового углового момента и может привести к его

исчезновению.
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Введение

Угловой момент, переносимый электромагнитной вол-

ной, является характеристикой поля, которая обычно

меньше привлекала внимание, нежели импульс поля или

поток энергии. Возникший интерес к формированию

пучков света с фазовыми дефектами волнового фронта

излучения, изучение возможности передачи момента

вращения от поля к материальным телам и создание

оптических манипуляторов для задач нанотехнологии

возродил внимание к этой важной характеристике элек-

тромагнитного поля. В интегральной оптике и плаз-

монике роль пучков играют поверхностные волны. По

этой причине привлекают внимание различные харак-

теристики поверхностной волны, в частности угловой

момент. Полный угловой момент электромагнитного

поля J(r0) относительно точки с радиусом-вектором r0
можно представить в виде суммы J(r0) = L(r0) + Sin, в

которой первое слагаемое зависит от вектора r0. Вектор

L(r0) называется орбитальным угловым моментом поля

или моментом импульса. Второе слагаемое характе-

ризует внутренние свойства самого электромагнитно-

го поля и называется спиновым угловым моментом

поля [1–5].

В однородном изотропном пространстве спиновый уг-

ловой момент складывается из спиральностей фотонов.

Если число фотонов, имеющих различные спиральности,

одинаково, то волна линейно поляризована и спинового

момента не несет. В противном случае волна будет

эллиптически поляризована, и такая волна несет спино-

вый момент1. В пространственно неоднородной среде,

где фронт волны не плоский, волна может обладать

орбитальным и спиновым моментами.

Простейший случай неоднородной среды представля-

ет граница раздела двух однородных изотропных сред.

При определенных условиях вдоль границы раздела мо-

жет бежать поверхностная волна, у которой могут быть

продольные и поперечные компоненты напряженностей

электрического и магнитного полей. Аналогичная си-

туация имеет место в планарных (или в двумерных)
волноводах [6]. В этих случаях направленные волны

обладают спиновым моментом [7,8]. Исследованию пол-

ного углового момента поверхностных волн большое

внимание уделялось в работах [8–13]. Волны, поляризо-
ванные перпендикулярно направлению распространения

(ТЕ-волны), обладают только угловым орбитальным мо-

ментом. Для случая поверхностной ТМ-волны, распро-

страняющейся вдоль поверхности раздела вакуума и сре-

ды с отрицательной диэлектрической проницаемостью,

спиновый момент ненулевой. Как показано в [8,9], спино-
вый угловой момент направлен ортогонально волновому

вектору поверхностной волны и лежит в плоскости

раздела сред.

В приближении линейной оптики поверхностные вол-

ны ТМ-типа существуют, если диэлектрическая прони-

цаемость одной из сред отрицательная. Это условие

выполняется для поверхности металла, и тогда говорят о

1 Далее для краткости будет использоваться термин спиновый

момент вместо спиновый угловой момент.
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поверхностном плазмон-поляритоне [12,13]. Отрицатель-
ная диэлектрическая проницаемость может быть получе-

на в среде с диэлектрической проницаемостью, близкой

к нулю [14–19]. Также отрицательной диэлектрической

проницаемостью обладают гиперболические метамате-

риалы [20,21]. Топологический изолятор (ТИ) [22,23]
характеризуется поверхностным магнитоэлектрическим

эффектом, который приводит к повороту векторов на-

пряженностей магнитного и электрического полей при

пересечении границы раздела обычного диэлектрика

и ТИ. По этой причине поверхностные волны содержат

все три компоненты электрического и магнитного полей.

Такого рода поверхностные волны были рассмотрены

в [24–29].
В данной работе будет рассмотрена граница раздела

ТИ и нелинейной среды. Материалы, обладающие нели-

нейной восприимчивостью, есть среди сред с диэлек-

трической проницаемостью, близкой к нулю [19,30,31].
Нелинейную восприимчивость керровского типа могут

иметь металлы [32–36]. На границе раздела диэлектрика

с нелинейной восприимчивостью третьего порядка и

ТИ может существовать поверхностная волна, являю-

щаяся суперпозицией поперечной электрической (ТЕ)
и поперечной магнитной (ТМ) волн, если переносимая

ею мощность превышает определенное пороговое значе-

ние [27]. Для вычисления углового спинового момента

поверхностной волны будут использованы полученные

в [27] результаты. Присутствие ТИ приводит к тому,

что вектор плотности спинового момента направлен

нормально к направлению распространения и имеет как

нормальную, так и касательную проекции. Результатом

дискретности топологического числа, характеризующего

ТИ, является дискретность проекций плотности спино-

вого момента. Максимальное значение спинового мо-

мента зависит от интенсивности электрической волны на

поверхности раздела сред, что обусловлено нелинейной

восприимчивостью диэлектрика.

Поперечные распределения
электрических полей поверхностной
волны

Рассматривается плоская граница раздела топологи-

ческого диэлектрика и обычного диэлектрика, который

характеризуется кубической (керровской) нелинейно-

стью (нелинейной восприимчивостью третьего порядка).
Пусть ось координат X направлена нормально к поверх-

ности раздела двух сред. Оси Y и Z лежат в плоско-

сти раздела. Ось Z выбрана вдоль вектора постоянной

распространения поверхностной волны. В такой системе

координат из-за планарной симметрии напряженности

всех полей зависят только от переменных x , z и вре-

мени [6]. Для компонент напряженности электрического

поля Ey и Ez можно записать волновые уравнения, а

остальные компоненты выразить через Ey и Ez . Урав-

нения Максвелла приводятся к системе уравнений для

компонент Фурье напряженностей полей, зависящих от

пространственных переменных x , z и частоты ω:

∂2Ey

∂x2
+
∂2Ey

∂z 2
+ k2

0µDy = 0,

Hz = −
i

k0µ

∂Ey

∂x
, Hx =

i
k0µ

∂Ey

∂z
,

∂Ex

∂z
−
∂Ez

∂x
= ik0µHy , Dz =

i
k0

∂Hy

∂x
, Dx = −

i
k0

∂Hy

∂z
,

где k0 = ω/c . Из-за однородности среды вдоль оси z
напряженности полей и индукция могут быть пред-

ставлены в следующем виде: E(x , z ;ω) = e(x) exp(iβz ),
H(z , x ;ω) = h(x) exp(iβz ) и D(x , z ;ω) = d exp(iβz ), где
β — постоянная распространения [6]. Это поз-

воляет свести систему приведенных выше уравне-

ний к двум обыкновенным уравнениям относительно

ey(x , ω) и ez (x , ω). Остальные компоненты выража-

ются через ey (x , ω) и ez (x , ω). Векторный потенци-

ал A(x , z ;ω) = a(x ;ω) exp(iβz ) выбирается в кулонов-

ской калибровке: divA = 0. Его амплитуда связана с

электрическим полем в этом случае соотношением

e(x) = ik0a(x). В дальнейшем зависимость от частоты

ω можно не указывать.

Надо заметить, что волновые уравнения, определяю-

щие ey (x) и ez (x), не содержат комплексных величин

(потерями полностью пренебрегаем). Следовательно, ес-
ли ey,z (x) есть решения соответствующих уравнений,

то и eiψ1ey (x) и eiψ2ez (x) тоже являются решениями

при произвольных постоянных фазах ψ1 и ψ2. Однако

условия связи амплитуд полей при x = 0 фиксируют

разность этих фаз. Поскольку распределения электриче-

ского и магнитного полей и дисперсионное соотношение

были получены ранее [27–29], здесь можно использовать

выражения, которые нужны в данном исследовании для

вычисления плотности спинового момента поверхност-

ной волны.

Поперечные распределения напряженностей электри-

ческих полей и векторного потенциала имеют следую-

щий вид. В области x < 0 (ТИ)

e(1)
x = (β/iq)Beqx , e(1)

y = Aeqx , e(1)
z = Beqx , (1)

a (1)
x = −(β/k0q)Beqx , a (1)

y = (1/ik0)Aeqx ,

a (1)
z = (1/ik0)Beqx , (2)

где q2 = β2 − k2
0ε1 > 0. Постоянные фазы входят в опре-

деление амплитуд A и B , которые считаются ком-

плексными величинами. В области x > 0 (нелинейная
обычная среда)

e(2)
y =

A0 cosh (px0)

cosh [p(x − x0)]
, e(2)

z =
B0sinh (px0)

sinh [p(x − x0)]
,

e(2)
x =

β

i p2

∂e(2)
z

∂x
, (3)
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a (2)
y =

A0 cosh (px0)

ik0 cosh [p(x − x0)]
, a (2)

z =
B0sinh (px0)

ik0 sinh [p(x − x0)]
,

a (2)
x =

β

i p2

∂a (2)
z

∂x
, (4)

где p2 = β2 − k2
0ε2 > 0, x0 — положение максимума

напряженности компоненты электрического поля ey (x),
а комплексные амплитуды A0, B0 определены как

A0 =

√

2p2

k2
0|εk |

eiψ1

cosh (px0)
, B0 =

√

2p2

k2
0|εk |

(±1)eiψ2

sinh (px0)
.

Существенными переменными являются ey (x) и ez (x).

Поэтому необходимо определить как решения e(1)
y,z (x) (1)

переходят в e(2)
y,z (x) (3) при x = 0. Воспользовавшись

выражениями, которые связывают напряженности и ин-

дукции при x = 0 [22,23,27], можно получить условия

непрерывности касательных проекций напряженностей

электрических полей и разности производных для ey (x)
и ez (x) в точке x = 0:

e(1)
y (0) = e(2)

y (0), e(1)
z (0) = e(2)

z (0),

∂

∂x
e(1)

y (0) −
∂

∂x
e(2)

y (0) = ik0κe(1)
z (0),

ε1

q2

∂

∂x
e(1)

z (0) −
ε2

p2

∂

∂x
e(2)

z (0) = i
κ

k0

e(1)
y (0), (5)

где κ = (e2/4πc~)1θ. Параметр κ содержит разность

топологических чисел 1θ = θ(1) − θ(2), которые характе-

ризуют первую и вторую среды [22]. В рассматриваемом

случае θ(1) = 1 + 2n, n — целое число, и θ(2) = 0.

Непрерывность касательных проекций напряженно-

стей электрических полей при x = 0 означает, что

A − A0 = 0 и B − B0 = 0. Так что argA = ψ1 и argB = ψ2.

Используя (3) и два последних уравнения из (5), можно
записать

(q + p tanh px0)A = iκk0B,

(

ε1

q
+

ε2

p tanh px0

)

B = i
κ

k0

A.

(6)
Далее будет использовано обозначение p tanh px0 = p̃.
Первое уравнение из (6) можно переписать как

(q + p̃)|A| = iκk0|B | exp(iψ2 − iψ1), откуда следует, что

ψ1 − ψ2 = π/2. Система уравнений (6) приводит к дис-

персионному соотношению

(q + p̃)(ε2q + ε1 p̃) + κ2 p̃q = 0, (7)

которое эквивалентно уравнению (24) из [27]. Это урав-

нение имеет решения, когда ε1 > 0, ε2 < 0 или ε1 > 0,

ε2 > 0, но p̃ < 0. Первый случай может реализоваться

на границе раздела ТИ и металла [25], ТИ и гипер-

болического метаматериала [28,29] или ТИ и среды

с показателем преломления, близким к нулю. Второй

случай отвечает нелинейной поверхностной волне [27].
Параметр x0 возникает как постоянная интегрирова-

ния при решении волнового уравнения для ez (x) в

нелинейной среде. Чтобы решение не обращалось в

бесконечность в области, занимаемой нелинейной сре-

дой, необходимо выбрать x0 < 0. Отсюда следует, что

p̃ < 0. Максимум напряженности электрического поля

достигается на границе раздела сред.

Вычисление спинового углового
момента

Спиновый момент определяется [1–3] выражением

Sin = (4πc)−1

∫

E× AdV.

Если ввести вектор g = 2Re (e× a∗), то усредненный

по быстрым колебаниям во времени спиновый момент

есть 〈Sin〉 = (4πc)−1
∫

gdV . Используя формулы (1)–
(4), можно получить выражения для компонент вектора

плотности спинового момента g. В области x < 0

g(1)
x =

2i
k0

(AB∗ − A∗B)e2qx , g(1)
y = −

4β

k0q
|B |2e2qx ,

g(1)
z =

2β

k0q
(AB∗ + A∗B)e2qx . (8)

В области x > 0

g(2)
x =

2i
k0

(A0B∗

0 − A∗

0B0)
sinh(2px0)

sinh[2p(x − x0)]
,

g(2)
y =

4β|B0|
2

k0p
sinh2(px0)cosh[p(x − x0)]

sinh3[p(x − x0)]
,

g(2)
z = −

β

k0p
(A0B

∗

0 + A∗

0B0)
sinh(2px0)

sinh2[p(x − x0)]
. (9)

Из уравнений (6) с учетом того, что A − A0 = 0,

B − B0 = 0, можно найти связь между касательными

компонентами напряженности электрического поля при

x = 0:

B =
iκqp̃

k0(p̃ε1 + qε2)
A ≡ iρA. (10)

С учетом (10) выражения для компонент плотности

спинового момента g записываются как

g(1)
x =

4ρ

k0

|A|2e2qx , (11)

g(1)
y = −

4βρ2

k0q
|A|2e2qx , g(1)

z = 0, (12)

g(2)
x =

4ρ

k0

|A|2sinh(2px0)

sinh[2p(x − x0)]
,

g(2)
y =

4βρ2

k0p
|A|2sinh2(px0)cosh[p(x − x0)]

sinh3[p(x − x0)]
, g(2)

z = 0.

(13)
Как видно из (13), нормальная проекция вектора спино-

вого момента не равна нулю в отличие от случая поверх-

ностных плазмон-поляритонов [9,10]. На границе раздела
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обычных сред (для которых θ(1) = θ(2) = 0) волны ТЕ и

ТМ независимы. Система уравнений (6) распадается на

два несвязанных уравнения. Для ТМ-волны A = A0 = 0,

но B = B0 6= 0 при выполнении дисперсионного соот-

ношения (ε2q + ε1 p̃) = 0. Из (12) и (13) сразу следу-

ет, что в таком случае g(1)
x = g(2)

x = 0. Для ТЕ-волны

A = A0 6= 0, но B = B0 = 0. Из (12) и (13) следует,

что в этом случае все компоненты векторов g(1) и g(2)

равны нулю. Таким образом, при выполнении условия

θ(1) = θ(2) = 0 воспроизводятся результаты работ [8–11].

Роль топологического числа в величине
спинового момента

Максимальное значение направленной по нормали к

границе раздела компоненты вектора плотности спино-

вого момента g(1)
x (0) = g(2)

x (0) = gx(0) дается выражени-

ем

gx(0) =
4ρ

k0

|A|2, где ρ =
κqp̃

k0(p̃ε1 + qε2)
. (14)

Эффект керровской нелинейности заключается [27] в за-

висимости параметра p̃ от интенсивности электрической

волны на границе раздела:

p̃2 = β2 − k2
0(ε2 + εK |A|

2/2).

Ограниченность амплитуды напряженности электриче-

ского поля требует выбирать знак минус при извлечении

квадратного корня из p̃2, т. е. следует положить p̃ < 0.

Таким образом, дисперсионное соотношение выглядит

как

(q − |p̃|)(ε2q − ε1|p̃|) − κ2|p̃|q = 0.

Имеют место два случая выбора знака параметра ε2:

ε2 > 0 и ε2 < 0. Для материалов с диэлектрической

проницаемостью, близкой к нулю [19,30,31], оба случая

могут быть реализованы путем подбора частоты излуче-

ния.

Случай положительной
диэлектрической проницаемости

Из дисперсионного соотношения

(q − |p̃|)(ε2q − ε1|p̃|) − κ2|p̃|q = 0

для переменной τ = |p̃|/qε2 следует уравнение

τ 2 −

(

1

ε1
+

1

ε2
+

κ2

ε1ε2

)

τ +
1

ε1ε2
= 0. (15)

Корни этого уравнения τ±(κ) даются выражениями

2τ±(κ) = R ±

√

R2 −
4

ε1ε2
,

R =

(

1

ε1
+

1

ε2
+

κ2

ε1ε2

)

. (16)

При κ = 0 (граница раздела обычных сред с θ = 0 или

ТИ с одинаковыми топологическими числами θ) отсюда

следует, что τ+(0) = ε−1
1 , τ−(0) = ε−1

2 .

Полагая |p̃| = qε2τ+(0) и используя явные выражения

для параметров |p̃| и q, можно найти зависимость

постоянной распространения β от частоты и амплитуды

поля на границе раздела:

β2 = k2
0

[

ε1ε2

ε1 + ε2
−

εKε
2
1

ε21 − ε22
|A|2

]

. (17)

Полагая |p̃| = qε2τ−(0), можно найти дисперсионное

соотношение в виде |p̃| = q, которое не имеет решения

и, следовательно, корень τ−(0) неприемлем.

Параметр κ2 примерно равен 10−41θ. Если 1θ по-

рядка единицы или сотни, можно считать κ2 ≪ 1 и

разложить τ±(κ) по степеням κ до κ2. Выражение,

стоящее под радикалом в (16), далее обозначенное

как D2, принимает следующий вид:

D2 =

(

1

ε1
−

1

ε2

)2(

1 +
2κ2(ε1 + ε2)

(ε1 − ε2)2

)

+ O(κ4).

Используя это выражение, из (16) можно найти

τ+(κ) =
1

ε1

(

1 +
κ2

ε2 − ε1

)

+ O(κ4),

τ−(κ) =
1

ε2

(

1−
κ2

ε2 − ε1

)

+ O(κ4).

Входящий в (14) множитель ρ есть

ρ =
κq|p̃|

k0(|p̃|ε1 − qε2)
=

|p̃| − q
k0κ

=
|p̃|
k0κ

(

1−
1

ε2τ±

)

.

Для τ вычисление ρ даст

ρ =
|p̃|
k0

[(

1−
ε1

ε2

)

κ−1 +
ε1

ε2(ε2 − ε1)
κ

]

+ O(κ3).

Таким образом,

gx(0) ≈
4|p̃||A|2

k2
0

[(

1−
ε1

ε2

)

κ−1 +
ε1

ε2(ε2 − ε1)
κ

]

.

Надо заметить, что величина κ пропорциональна

топологическому числу θ(1) = 1 + 2n, где n — целое

число. Следовательно, присутствие ТИ проявляется в

дискретности нормальной компоненты плотности спино-

вого момента:

gx(0) ≈
4|p̃||A|2

k2
0

(

1−
ε1

ε2

)(

4πc~

e2(1 + 2n)

)

+
|p̃||A|2ε1

k0ε2(ε2 − ε1)

(

e2

πc~

)

(1 + 2n), n = 0, 1, 2, . . .
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Для тангенциальной компоненты плотности спиново-

го момента g(1)
y (0) аналогичным образом можно полу-

чить выражение

g(1)
y (0) ≈ −

4β p̃2|A|2

qk2
0

[(

1−
ε1

ε2

)2(
4πc~

e2(1 + 2n)

)2

+

(

1−
ε1

ε2

)

ε1

ε2(ε2 − ε1)

]

.

В этом выражении p̃2 = β2 − k2
0(ε2 + εK |A|2/2).

Случай отрицательной диэлектрической
проницаемости ε2

Дисперсионное соотношение теперь имеет вид

(q − |p̃|)(|ε2|q + ε1|p̃|) + κ2|p̃|q = 0.

Отсюда для переменной τ = |p̃|/q|ε2| следует уравнение

τ 2 −

(

1

|ε2|
−

1

ε1
+

κ2

ε1|ε2|

)

τ −
1

ε1|ε2|
= 0. (18)

Корни этого уравнения τ±(κ) даются выражениями

2τ±(κ) = R ±

√

R2 +
4

ε1|ε2|
,

R =

(

1

|ε2|
−

1

ε1
+

κ2

ε1|ε2|

)

. (19)

С учетом малости параметра κ2 отсюда следует, что

τ+(κ) =
1

|ε2|

(

1 +
κ2

|ε2| + ε1

)

+ O(κ4),

τ−(κ) = −
1

ε1

(

1−
κ2

|ε2| + ε1

)

+ O(κ4).

Второй корень надо отбросить, так как по определению

τ (κ) > 0. Вычисление множителя ρ в (14) дает

ρ =
|ρ̃|

k0

κ

(|ε2| + ε1)
+ O(κ3).

Следовательно

gx (0) ≈
4|p̃||A|2

k2
0

κ

(|ε2| + ε1)

=
4|p̃||A|2

k2
0(|ε2| + ε1)

(

e2

4πc~

)

(1 + 2n), n = 0, 1, 2, . . .

Касательная компонента плотности спинового момен-

та дается следующим выражением:

g(1)
y (0) = −

4β|p̃||A|2

k3
0

κ2

(|ε2| + ε1)2
+ O(κ2)

≈ −
4β|p̃||A|2

k3
0(|ε2| + ε1)2

(

e2

4πc~

)2

(1 + 2n)2,

g(2)
y (0) =

4β|p̃||A|2

k3
0

κ2

(|ε2| + ε21)
+ O(κ2)

≈
4β|p̃||A|2

k3
0(|ε2| + ε1)2

(

e2

4πc~

)2

(1 + 2n)2.

Поскольку в определение касательной компоненты

плотности спинового момента входит переменная ex ,

которая не является непрерывной величиной в точке

x = 0, компонента gy разрывна при x = 0.

Заключение

В данной работе рассмотрена поверхностная волна

и вычислен ее спиновый угловой момент, который яв-

ляется внутренней характеристикой электромагнитного

поля волны. Рассматривалась граница раздела между

ТИ и обычным диэлектриком, для которого диэлектри-

ческая проницаемость может быть положительной или

отрицательной величиной. В отличие от результатов,

полученных в [7–9], вектор плотности спинового угло-

вого момента не лежит полностью в плоскости границы

раздела сред. Появление нормальной компоненты спино-

вого углового момента обусловлено свойствами ТИ. Ха-

рактерный для этого материала магнитоэлектрический

эффект приводит к изменению условий непрерывности

для нормальных компонент электрической индукции и

касательных компонент магнитной индукции. Поляриза-

ция волны при переходе через границу раздела меняется

как в случае эффекта Фарадея. Если возможно образо-

вание поверхностной волны, то у нее все компоненты

напряженности электрического поля оказываются нену-

левыми. Следствием является поперечный спиновый

момент с ненулевой нормальной компонентой.

Благодаря нелинейным свойствам диэлектрика суще-

ствование поверхностной волны не требует отрица-

тельности линейной диэлектрической проницаемости.

Здесь рассматривалась упрощенная модель нелинейного

диэлектрика, предложенная в работе [37] и использо-

ванная для анализа нелинейных поверхностных волн

на границе раздела обычных диэлектриков [38,39]. Рас-

смотрение более общей модели нелинейной среды не

поменяет качественно полученный результат. Магнито-

электрический эффект перемешает волны ТЕ и ТМ,

что приведет к возникновению ненулевых всех трех

компонент электрического поля поверхностной волны

и спиновому моменту с нормальной и касательной

компонентами.

Учет поглощения приведет к тому, что постоянная

распространения будет комплексной величиной, и по-

верхностная волна будет затухать. Диэлектрические про-

ницаемости, будучи комплексными величинами, сделают

множитель ρ в (10) или (14) комплексным. Разность фаз

между ey (x) и ez (x) будет тогда отличаться от π/2. Как
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видно из (8),

g(1,2)
x ∼ |A||B | sin(ψ1 − ψ2), g(1,2)

z ∼ |A||B | cos(ψ1 − ψ2),

вектор плотности спинового момента перестает быть

поперечным вектором, но ненулевая нормальная компо-

нента сохраняется.
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