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Генерация второй гармоники от тонкого цилиндрического слоя.

I. Аналитическое решение
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В приближении Релея–Ганса–Дебая получено аналитическое решение задачи о генерации второй

гармоники плоской электромагнитной волной с эллиптической поляризацией от тонкого оптически нели-

нейного слоя на поверхности цилиндрической диэлектрической частицы конечных размеров, помещенной

в диэлектрик. Результат представлен в тензорной и векторной формах в общем случае, когда тензор

нелинейной диэлектрической восприимчивости имеет четыре независимых компоненты (одну киральную

и три некиральных). Впервые показано, что при генерации от торцевых поверхностей цилиндрической

частицы вклад киральных компонент отличается по фазе от вклада некиральных. Также обнаружено, что

при малых значениях линейных размеров цилиндрической частицы (высота и радиус основания) излучение,

обусловленное киральной компонентой тензора нелинейной диэлектрической восприимчивости второго

порядка, вносит доминирующий вклад в генерацию второй гармоники от нелинейного слоя цилиндрической

формы (торцевая и боковая поверхности).
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Введение

Генерация второй гармоники от двумерных объек-

тов занимает важное место среди нелинейных явлений

оптики. Несмотря на то, что этот эффект достаточно

слаб, он может использоваться для экспериментального

исследования двумерных объектов, таких как тонкие

пленки, монослои, границы раздела, поверхности частиц.

Преимущество нелинейной спектроскопии также в том,

что благодаря мгновенному отклику можно получать

динамические свойства наночастиц [1]. С помощью

генерации второй гармоники можно узнать энергию

адсорбции и поверхностную плотность адсорбированных

молекул [2], электростатический потенциал [3], ориента-
цию адсорбированных молекул и их тензор гиперполя-

ризуемости [4].
В связи с появлением технической возможности про-

изводства диэлектрических нано- и микрочастиц по-

явилась необходимость в исследовании их физических

свойств и особенностей. Такие частицы, например, могут

входить в состав коллоидных систем, широко исполь-

зуемых в медицине, химии и некоторых технологиях.

Поскольку в нано- и микрочастицах отношение площади

поверхности к их объему имеет большую величину,

то свойства их поверхности в значительной степени

влияют на свойства самих частиц [5] и, следовательно,

на свойства содержащей их системы. Среди ключевых

характеристик частиц можно указать форму, структуру

и размеры их поверхности, наличие адсорбированных

молекул и их свойства: интенсивность нелинейного от-

клика, плотность распределения и ориентация молекул

относительно поверхности частицы.

Именно генерация второй гармоники благодаря сво-

ей избирательности позволяет получить сигнал только

от поверхности частицы, что делает ее незаменимым

инструментом неразрушающего исследования поверхно-

стей нано- и микрочастиц. Однако для ее эффективного

использования необходимо иметь адекватную математи-

ческую модель генерации от таких частиц, параметры

которой связаны с описанными свойствами.

Среди всех моделей, используемых для описания гене-

рации второй гармоники и других нелинейных эффектов,

выделяются две модели. Первая основывается на точном

решении задачи о рассеянии [6–8]. Она чаще использует-

ся для описания нелинейных явлений от металлических

частиц, поскольку достаточно сложна, но позволяет

учесть рассеяние падающих и генерируемых волн.

Вторая модель (на основе приближения Релея–Ганса–
Дебая [7,9–12]) применяется для описания оптически

”
мягких“ диэлектрических частиц, чей показатель пре-

ломления слабо отличается от показателя преломления

окружающей среды. Это позволяет в удобной для ана-

лиза форме получить решение задачи о генерации вто-

рой гармоники или суммарной частоты. Преимущество

модели на основе приближения Релея−Ганса−Дебая в

том, что она позволяет проанализировать симметрию

и свойства полученного решения [12–16], а также по-

лучить аналитические формулы, описывающие нелиней-

ную генерацию от поверхности частиц произвольной

формы [10].
Генерации второй гармоники от поверхности частиц

сферической формы посвящено уже достаточно много

публикаций, поэтому растет интерес к нелинейным

эффектам от частиц более сложной формы [10] для их

724



Генерация второй гармоники от тонкого цилиндрического слоя. I. Аналитическое решение 725

последующего исследования, так как форма поверхности

частицы оказывает непосредственное влияние на ее

свойства. В качестве примера можно привести использо-

вание именно цилиндрических диэлектрических частиц

для реализации возможности контролируемого распро-

странения света через границы раздела [17]. В медицине

таким примером может служить многократный рост

эффективности препарата для лечения рака молочной

железы при доставке к раковым клеткам с помощью

стержнеобразных и даже червеобразных наночастиц [18].
В настоящей работе описывается модель

Релея−Ганса−Дебая с учетом дисперсии для

описания генерации второй гармоники от поверхности

диэлектрических нано- и микрочастиц цилиндрическое

формы, чей показатель преломления близок к

показателю преломления окружающей среды [13].
В качестве примера могут быть приведены

полистирольные частицы с размерами порядка

100−500 nm, покрытые малахитовым зеленым для

усиления эффекта генерации второй гармоники

на длине волны падающего излучения 850 nm

(для его получения можно использовать титан-

сапфировый лазер). Применимость приближения

Релея−Ганса−Дебая для частиц таких размеров

неоднократно проверена экспериментально на

сферических частицах [9–11]. Доказано, что учет

дисперсии расширяет границы применимости этого

приближения [9]. В случае достаточно точного

совпадения показателей преломления материала

частицы и окружающей среды диапазон размеров

частицы, для которых применима рассматриваемая нами

модель, значительно расширяется. Разработанная теория

впоследствии может стать основой для математического

описания нелинейной генерации от цилиндрических

частиц и частиц более сложной формы, но уже с

учетом рассеяния, а также для описания нелинейной
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Схема задачи о генерации второй гармоники от поверхности

цилиндрической частицы.

генерации от биологических наночастиц (мицелл,
везикул, липосом).

Генерация второй гармоники
от поверхности цилиндрической
частицы

Обозначения и вспомогательные формулы

Пусть er , eθ , eϕ — базисные векторы сферической

системы координат (r, θ, ϕ), а векторы ex, ey , ez — ба-

зисные векторы декартовой системы координат (x, y, z).
Пусть цилиндрическая частица высотой h и радиусом

основания a покрыта нелинейным слоем толщиной

d0 ≪ a, d0 ≪ h. Расположим ее так, чтобы ось цилиндра

совпадала с осью Oz, а геометрический центр находился

в начале координат (рисунок).
Векторы k(ω) и k(2ω) — волновые векторы падающей

и генерируемой волн соответственно. Их модули выра-

жаются через параметры среды и частоту следующим

образом:

|k(ω)| = kω =
ω

c
nω =

ω

c
√
εωµω,

|k(2ω)| = k2ω =
2ω

c
n2ω =

2ω

c
√
ε2ωµ2ω, (1)

где εω , µω и ε2ω , µ2ω — диэлектрическая и магнитная

проницаемости окружающей частицу среды на частотах

ω и 2ω соответственно, причем для дальней зоны

k(2ω) = k2ωer . Для реализации обобщенного приближе-

ния Релея–Ганса–Дебая понадобится коэффициент, ха-

рактеризующий дисперсию:

ξ =
k2ω

2kω

. (2)

В задаче также понадобится вектор рассеяния

q = 2k(ω) − k(2ω), (3)

его составляющие вдоль оси Oz и перпендикулярно ей:

q‖ = (qez)ez = q‖ez, q⊥ = q− q‖, q⊥ = |q⊥|, (4)

а также единичный вектор вдоль составляющей q⊥:

ν = q⊥/|q⊥|. (5)

Напряженность поля падающей плоской электромаг-

нитной волны пусть задается уравнением

E(ω)(x) = Eωe
(ω) exp(ik(ω)x), (6)

где Eω — ее комплексная амплитуда, а e(ω) —

комплексный вектор, отвечающий за поляризацию

(|e(ω)|2 = e(ω)(e(ω))∗ = 1). Символ ∗ означает комплекс-

ное сопряжение. Векторное произведение далее будем

обозначать конструкцией [a× b], а тензорное произведе-

ние символом ⊗. В уравнении (6) и далее подразумева-

ется временная зависимость exp(−iωt).
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Направление и поляризацию падающей электромаг-

нитной волны будем задавать с помощью величин θin,

ϕin, σ . Угол θin — угол между волновым вектором

падающей волны k(ω) и осью Oz. Угол ϕin — угол

между большой полуосью эллипса поляризации пада-

ющей волны и плоскостью, содержащей k(ω) и ось Oz
(плоскостью Oxz, если вектор k(ω) параллелен оси Oz).
Величина σ — степень эллиптичности падающей элек-

тромагнитной волны; |σ | определяется отношением дли-

ны меньшей полуоси эллипса поляризации к длине

большей полуоси. Значения 0 < σ < 1 (−1 < σ < 0)
соответствуют правой (левой) эллиптической поляриза-

ции, значения σ = +1 (σ = −1) соответствуют правой

(левой) циркулярной поляризации, а σ = 0 — линейной

поляризации.

В задаче используется дипольная модель среды, в

которой компоненты нелинейной части поляризации для

генерации второй гармоники с использованием правила

суммирования по повторяющимся индексам записывают-

ся в виде

P(2)
i = χ

(2)
i jk E(ω)

j E(ω)
k , (7)

где E(ω)
j — компоненты вектора напряженности падаю-

щей волны, а χ
(2)
i jk — тензор нелинейной диэлектрической

восприимчивости второго порядка. При генерации от

элемента поверхности он имеет четыре независимые

компоненты (три некиральных и одна киральная) и

записывается в виде

χ
(2)
i jk = χ

(2)
1 ni n j nk + χ

(2)
2 ni δ jk + χ

(2)
3 (n j δki + nkδi j )

+ χ
(2)
4 nm(nkεi jm − n jεimk), (8)

где δi j , εi jk — символы Кронекера и Леви–Чивита
соответственно, ni — компоненты единичного вектора

нормали n к поверхности. Коэффициенты χ
(2)
1−3 — значе-

ния некиральных независимых компонент тензора χ
(2)
i jk ,

а χ
(4)
4 — значение киральной независимой компоненты.

Коэффициенты χ
(2)
1−4 являются линейными комбинаци-

ями других известных в научной литературе [8–10]

коэффициентов анизотропии χ
(2)
⊥⊥⊥, χ

(2)
⊥‖‖, χ

(2)
‖⊥‖, χ

(2)
‖‖′⊥:

χ
(2)
1 = χ

(2)
⊥⊥⊥ − χ

(2)
⊥‖‖ − 2χ

(2)
‖⊥‖, χ

(2)
2 = χ

(2)
⊥‖‖ = χ

(2)
⊥‖′‖′

,

χ
(2)
3 = χ

(2)
‖⊥‖ = χ

(2)
‖′⊥‖′

= χ
(2)
‖‖⊥ = χ

(2)
‖′‖′⊥,

χ
(2)
4 = χ

(2)
‖‖′⊥ = χ

(2)
‖⊥‖′

= −χ
(2)
‖′‖⊥ = −χ

(2)
‖′⊥‖. (9)

Здесь индексы ⊥, ‖, ‖′ означают компоненты вдоль

единичных векторов n = n⊥, n‖, n‖′ , которые образуют

правую тройку перпендикулярных векторов (рисунок).
Более подробно связь коэффициентов в (9) описана в

Приложении.

В ходе решения также понадобятся значения следую-

щих интегралов:

2π
∫

0

exp(iaq⊥n)nkdϕ′ = 2πiJ1(q⊥a)νk, (10)

2π
∫

0

exp(iaq⊥n)ni n j dϕ
′ = 2π

[

−νiν j J2(q⊥a)

+ (δi j − δ jzδ jz)
1

2
(J0(q⊥a) + J2(q⊥a))

]

, (11)

2π
∫

0

exp(iaq⊥n)ni n j nkdϕ′ = 2πi

[

−J3(q⊥a)νi ν jνk

+
1

4
(J1(q⊥a) + J3(q⊥a))(νi (δ jk − δ jzδkz)

+ ν j (δki − δizδkz) + νk(δi j − δizδ jz))

]

, (12)

где νi — компоненты вектора ν , Jm(z) — цилиндриче-

ская функция Бесселя порядка m, а ni — компоненты

вектора n = (cosϕ′, sinϕ′, 0). Здесь и далее все появ-

ления i вне индексов означает мнимую единицу. При-

ближенные значения функций Бесселя при предельных

значениях аргумента:

Jm(z) =
zm

2mm!
, |z| ≪ 1,

Jm(z) =

√

2

πz
cos

(

z − mπ

2
− π

4

)

− 4m2 − 1

4
√
2πz3

sin

(

z − mπ

2
− π

4

)

, |z| ≫ 1.

(13)
Генерируемое поле будем искать в дальней зоне, где

оно имеет вид плоской электромагнитной волны. Тогда

с учетом уравнений Максвелла векторы напряженности

магнитного поля и Умова–Пойнтинга генерируемой вол-

ны выражаются через вектор электрической напряжен-

ности в виде

H(2ω)(x) =
n2ω
µ2ω

[er × E(2ω)(x)], (14)

S(2ω)(x) =
1

2

c
4π

Re[E(2ω)(x) × (H(2ω)(x))∗],

S(2ω)
r ≈ |S(2ω)(x)| =

c
8π

n2ω
µ2ω

|E(2ω)(x)|2, (15)

где n2ω и µ2ω — показатель преломления и магнитная

проницаемость среды на частоте 2ω соответственно.

Боковая поверхность

Рассмотрим случай генерации только от боковой

поверхности цилиндрической частицы. Аналогично ра-

боте [13] вектор напряженности электрического поля

второй гармоники в дальней зоне в приближении Релея–
Ганса–Дебая записывается в виде

E
(2ω)
lat (x) = (1− er ⊗ er )µ2ω

(2ω)2

c2

× exp(ik2ωr )
r

∫

V

exp(−ik(2ω)x′)P(2)(x′)d3x′, (16)
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где r = |x|, а интегрирование ведется по объему V
нелинейного слоя на боковой поверхности.

Комбинируя (3), (6), (7) и (16), получаем

E(2ω)
lat (x) = µ2ω

(2ω)2

c2

exp(ik2ωr )
r

× (Eω)2(δim − er,i er,m)e(ω)
j e(ω)

k

×
∫

V

exp(iqx′)χ(2)
m jk(x

′)d3x′. (17)

Конкретизируя этот интеграл, получаем

E(2ω)
lat,i (x) = µ2ω

(2ω)2

c2

exp(ik2ωr )
r

× E2
ω(δim − er,i er,m)e(ω)

j e(ω)
k

a+d0
∫

a

r ′dr ′

×
h/2
∫

−h/2

exp(iq‖z′)dz′
2π
∫

0

exp(iaq⊥n)χ
(2)
m jk(n)dϕ′. (18)

Пользуясь (10)–(12), вычисляем интегралы в (18) и

получаем

E(2ω)
lat,i (x) = µ2ω

(2ω)2

c2

exp(ik2ωr )
r

d0ah

× E2
ω(δim − er,i er,m)e(ω)

j e(ω)
k X(2ω)

i jk , (19)

где X(2ω)
i jk — эффективная восприимчивость, которую

можно записать в виде

X(2ω)
i jk =

1

2πh

h/2
∫

−h/2

exp(iq‖z′)dz′
2π
∫

0

exp(iaq⊥n)χ
(2)
m jk(n)dϕ′

=
sin(q‖h/2)

q‖h/2
(iχ(2)

1 {−J3(q⊥a)νi ν jνk

+
1

4
(J1(q⊥a) + J3(q⊥a))[νi (δ jk − δ jzδkz)

+ ν j (δki − δizδkz) + νk(δi j − δizδ jz)]}

+ iJ1(q⊥a)(χ
(2)
2 νi δ jk + χ

(2)
3 (ν j δik + νkδi j ))

− 1

2
χ

(2)
4 (J0(q⊥a) + J2(q⊥a))(εi jz δkz − εiz kδ jz)

− χ
(2)
4 J2(q⊥a)νm(νkεi jm − ν j εimk)).

(20)

Векторная форма решения может быть записана с

помощью вектора f
(2ω)
lat , компоненты которого находятся

по формуле f (2ω)
lat,i = X(2ω)

i jk e(ω)
j e(ω)

k :

f
(2ω)
lat =

sin(q‖h/2)

q‖h/2
(iχ(2)

1 {−J3(q⊥a)ν(νe(ω))2

+
1

4
(J1(q⊥a) + J3(q⊥a))[ν((e(ω)e(ω)) − (e(ω)ez)

2)

+ 2(e(ω)−ez(e
(ω)ez))(νe

(ω))]} + iJ1(q⊥a)(χ
(2)
2 ν(e(ω)e(ω))

+ 2χ
(2)
3 e(ω)(νe(ω))) − χ

(2)
4 (J0(q⊥a) + J2(q⊥a))

× [e(ω) × ez](e
(ω)ez) − 2χ

(2)
4 J2(q⊥a)[e(ω) × ν ](νe(ω))).

(21)
Тогда вектор напряженности поля второй гармоники

запишется в виде

E
(2ω)
lat (x) = 2πµ2ω

(2ω)2

c2

exp(ik2ωr )
r

× d0ahE2
ω(1− er ⊗ er )f

(2ω)
lat . (22)

Торцы цилиндра

Поле, обусловленное генерацией от торцов частицы,

можно найти по формуле, аналогичной (17), но интегри-

руя по объему нелинейного слоя на торцах цилиндра.

Расписывая подробнее интеграл (17) для этого случая,

получим

E(2ω)
be,i (x) = µ2ω

(2ω)2

c2

exp(ik2ωr )
r

E2
ω(δim−er,i er,m)e(ω)

j e(ω)
k

×
[ h/2+d0

∫

h/2

exp(iq‖z′)χ
(2)
m jk(z

′)dz′
a

∫

0

r ′dr ′

×
2π
∫

0

exp(iq⊥r ′ cosϕ′)dϕ′ +

−h/2
∫

−h/2−d0

exp(iq‖z′)χ
(2)
m jk(z

′)dz′

×
a

∫

0

r ′dr ′
2π
∫

0

exp(iq⊥r ′ cosϕ′)dϕ′

]

.

(23)
Вычисление интегралов в (23) приводит к следующему

выражению:

E(2ω)
be,i (x) = πµ2ω

(2ω)2

c2

exp(ik2ωr )
r

× E2
ωa2d0(δim − er,i er,m)e(ω)

j e(ω)
k (J0(q⊥a)

+ J2(q⊥a))[exp(iq‖h/2)χ(2)
m jk(h/2)

+ exp(−iq‖h/2)χ(2)
m jk(−h/2)], (24)

где χ
(2)
m jk(h/2) и χ

(2)
m jk(−h/2) — значения тензоров нели-

нейной диэлектрической восприимчивости для генера-
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ции второй гармоники на противоположных торцах:

χ
(2)
m jk(h/2) = χ

(2)
1 ez,mez, j ez,k + χ

(2)
2 ez,mδ jk

+ χ
(2)
3 (ez, j δkm + ez,kδm j) + χ

(2)
4 ez,l (ez,kεm jl − ez, jεmlk),

χ
(2)
m jk(−h/2) = −(χ

(2)
1 ez,mez, j ez,k + χ

(2)
2 ez,mδ jk

+ χ
(2)
3 (ez, j δkm + ez,kδm j)) + χ

(2)
4 ez,l (ez,kεm jl − ez, jεmlk).

(25)
Подставляя (25) в (24), получаем

E(2ω)
be,i (x) = 2πµ2ω

(2ω)2

c2

exp(ik2ωr )
r

× E2
ωa2d0(δim − er,i er,m)e(ω)

j e(ω)
k (J0(q⊥a)

+ J2(q⊥a))[i sin(q‖h/2)(χ(2)
1 ez,mez, j ez,k

+ χ
(2)
2 ez,mδ jk + χ

(2)
3 (ez, j δkm + ez,kδm j))

+ cos(q‖h/2)χ(2)
4 ez,l (ez,kεm jl − ez, j εmlk)]. (26)

В векторном виде (26) будет выглядеть следующим

образом:

E
(2ω)
be (x) = 2πµ2ω

(2ω)2

c2

exp(ik2ωr )
r

E2
ωa2d0(1− er ⊗ er )

× {(J0(q⊥a) + J2(q⊥a))[i sin(q‖h/2)(χ(2)
1 ez(eze

(ω))2

+ χ
(2)
2 ez(e

(ω)e(ω)) + 2χ
(2)
3 e(ω)(eze

(ω)))

+ 2 cos(q‖h/2)χ(2)
4 [e(ω) × ez](eze

(ω))]}

= 2πµ2ω
(2ω)2

c2

exp(ik2ωr )
r

E2
ωa2d0(1− er ⊗ er ){f(2ω)

be }.
(27)

Полная поверхность цилиндра

Поле второй гармоники, генерируемое от цилиндриче-

ской частицы, полностью покрытой нелинейным слоем,

можно найти как суперпозицию полей от боковой и

торцевой поверхностей:

E(2ω)(x) = E
(2ω)
lat (x) + E

(2ω)
be (x)

= 2πµ2ω
(2ω)2

c2

exp(ik2ωr )
r

E2
ωahd0(1− er ⊗ er )f

(2ω),

(28)
где принято обозначение

f(2ω) = f
(2ω)
lat +

a
h
f
(2ω)
be . (29)

В выражениях для f
(2ω)
lat и f

(2ω)
be киральные слагаемые

(содержащие χ
(2)
4 ) отличаются от некиральных (содер-

жащих χ
(2)
1−3) по фазе на множитель i = exp(iπ/2).

Далее проанализируем форму решения для больших и

малых линейных размеров цилиндрической частицы.

Предельные формы решения

Используя (13), находим, что вектор f
(2ω)
lat при малых

значениях радиуса основания цилиндрической частицы

(q⊥a ≪ 1) имеет вид

f
(2ω)
lat =

sin(q‖h/2)

q‖h/2

(

iχ(2)
1

q⊥a
8

{

ν

[

(e(ω)e(ω)) − (e(ω)ez)
2
]

+ 2[e(ω) − ez(eze
(ω))](νe(ω))

}

+ i
q⊥a
2

[χ
(2)
2 ν(e(ω)e(ω))

+ 2χ
(2)
3 e(ω)(νe(ω))] − χ

(2)
4 [e(ω) × ez](eze

(ω))

)

.

(30)
Аналогично для больших значений радиуса основания

(q⊥a ≫ 1):

f
(2ω)
lat =

sin(q‖h/2)

q‖h/2

{

i
√
2 sin(q⊥a − π/4)√

πq⊥a
[χ

(2)
1 ν(νe(ω))2

+ χ
(2)
2 ν(e(ω)e(ω)) + 2χ

(2)
3 e(ω)(νe(ω))]

+
2
√
2 cos(q⊥a − π/2)√

πq⊥a
χ

(2)
4 [e(ω) × ν](νe(ω))

}

.

(31)

В выражении (30) (при q⊥a ≪ 1) наибольший вклад в

генерацию вносит киральная компонента. Если нелиней-

ный слой обладает киральными свойствами (χ
(2)
4 6= 0),

то при малых значениях радиуса основания цилиндри-

ческой частицы мощность генерируемых волн пропор-

циональна a2h2. Если же он не обладает киральными

свойствами (χ
(2)
4 = 0), то мощность генерации пропорци-

ональна a4h2. Причем при q⊥ = 0 за генерацию отвечает

только киральная компонента тензора нелинейной ди-

электрической восприимчивости, что позволяет исполь-

зовать эти направления для оценки величины киральных

компонент. При больших значениях радиуса основания

(выражение (31)) модуль вектора Умова.Пойнтинга про-

порционален ah2.
При малых и больших значениях высоты h цилин-

дрической частицы необходимо использовать следующие

приближения:

sin(q‖h/2)

q‖h/2
→ 1, |q‖h| ≪ 1,

sin(q‖h/2)

q‖h/2
→ 2π

h
δ(q‖), |q‖h| ≫ 1. (32)

Здесь δ(q‖) — дельта-функция Дирака. В первом слу-

чае вектор электрической напряженности поля второй

гармоники, генерируемой от боковой поверхности ци-

линдрической частицы, не зависит от q‖ . Во втором

случае излучение концентрируется преимущественно в

тех направлениях, где q‖ → 0.
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Вид функции f
(2ω)
be при малых значениях радиуса

основания цилиндрической частицы (q⊥a ≪ 1)

f
(2ω)
be = i sin(q‖h/2)(χ(2)

1 ez(eze
(ω))2 + χ

(2)
2 ez(e

(ω)e(ω))

+ 2χ
(2)
3 e(ω)(eze

(ω))) + 2 cos(q‖h/2)χ(2)
4 [e(ω) × ez](eze

(ω)).
(33)

При этом генерируемое поле не зависит от q⊥, а

мощность генерации пропорциональна a4. При больших

значениях радиуса цилиндрической частицы (q⊥a ≫ 1)
получаем

f
(2ω)
be =

4
√

2π(q⊥a)3
sin

(

q⊥a − π

4

)

[i sin(q‖h/2)

× (χ
(2)
1 ez(eze

(ω))2 + χ
(2)
2 ez(e

(ω)e(ω)) + 2χ
(2)
3 e(ω)(eze

(ω)))

+ 2 cos(q‖h/2)χ(2)
4 [eω × ez](eze

(ω))].
(34)

Тогда модуль вектора Умова–Пойнтинга пропорциона-

лен a.
При малых значениях высоты h цилиндрической ча-

стицы (|a‖h| ≪ 1) выражение для f
(2ω)
be принимает вид

f
(2ω)
be = {(J0(q⊥a) + J2(q⊥a))

[

iq‖h

2
(χ

(2)
1 ez(eze

(ω))2

+ χ
(2)
2 ez(e

(ω)e(ω)) + 2χ
(2)
3 e(ω)(eze

(ω)))

+ 2χ
(2)
4 [e(ω) × ez](eze

(ω))

]}

. (35)

В этом случае мощность излучения второй гармоники

пропорциональна a4h2 для некирального слоя (χ
(2)
4 = 0)

и a4 для кирального (χ
(2)
4 6= 0).

Стоит заметить, что для обоих векторов f
(2ω)
lat и f

(2ω)
be

уменьшение линейных размеров цилиндрического слоя

ведет к тому, что решающий вклад в генерацию вносит

именно киральная компонента, содержащая χ
(2)
4 .

Сравнение с работами других авторов

Задача о генерации второй гармоники от цилиндри-

ческой частицы (в том числе и от ее поверхности)
в приближении Релея–Ганса–Дебая была рассмотрена

в работе [12]. В ней описано решение для случая,

когда в окружающей среде отсутствует дисперсия, а ее

магнитная проницаемость равна единице.

В этом частном случае полученное нами выражение

для излучения второй гармоники, генерируемого от бо-

ковой поверхности цилиндрической частицы, совпадает

с полученным в [12] при форме тензора нелинейной

восприимчивости, записанной в виде (8). Формула (29)
в работе [12] для интеграла по боковой поверхно-

сти цилиндра получена для тензора χ
(2)
i jk , содержащего

27 независимых компонент. Поэтому она может быть

использована для описания генерации суммарной часто-

ты от боковой поверхности цилиндрической частицы,

где количество независимых компонент равно семи.

Однако громоздкая форма решения с излишними неза-

висимыми компонентами тензора создала сложности для

дальнейшего анализа пространственного распределения

генерируемого излучения.

При интегрировании по торцевым поверхностям в

работе [12], как и в работе [10] для генерации суммар-

ной частоты, не учтено, что при переходе от одного

торца к другому киральные компоненты тензора χ
(2)
s,i jk

(в работе [10] и в нашей работе он обозначен как χ
(2)
i jk )

не меняют своего знака на противоположный. Поэтому

выражение (27) работы [12] для поля, генерируемого

от торцов, является верным только для некирального

случая. Исправить вклад киральных компонент в [12]
можно, если в выражении для поля от торцов, обуслов-

ленного киральными компонентами, вместо sin(Q33a)
записать −i cos(Q33a).

О правильности такого изменения говорит также то,

что в этом случае в формулах (21), (22), (27), описыва-
ющих генерацию от боковой поверхности и от торцевых,

слагаемые, обусловленные киральными компонентами,

отличаются по фазе от слагаемых, обусловленных неки-

ральными компонентами, на множитель i = exp(iπ/2).
Также при таком изменении для малых размеров цилин-

дрической частицы (a ≪ h, h ≪ λ) решающий вклад в

генерацию будут вносить именно киральные компонен-

ты как для боковой поверхности, так и для торцевых.

После такой поправки выражение для поля, гене-

рируемого от торцевых поверхностей, приведенное в

работе [12], совпадет с частным случаем нашего реше-

ния (27). Это также потребует исправления табл. I в

работе [12] (и других формул и таблиц в ней, содержа-

щих киральные компоненты) для явного вида компонент

тензора эффективной восприимчивости, где киральные

компоненты примут другой вид. Отметим также, что

в последней строке этой таблицы допущена опечатка:

вместо χ
(2)
s,⊥‖‖ следует написать χ

(2)
s,⊥⊥⊥. После внесения

соответствующих поправок явный вид тензора эффек-

тивной восприимчивости для цилиндрической частицы,

приведенный в табл. I работы [12], будет согласоваться

с нашим решением.

Связь обозначений в работе [12] с нашими (если

тензор χ
(2)
i jk имеет вид (8), и если учесть описанные выше

изменения) следущая:

K1 = k(2ω), (Q1, Q2, Q3) = q,

3 =
h
2a

, L = h,

χ
(2)
s,i jk = χ

(2)
i jk , χ

(2)
s,‖//⊥ = χ

(2)
‖‖′⊥,

sin(Q33a)

Q33a
Ŵ = f

(2ω)
lat . (36)
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Здесь в левой части каждого равенства записано обозна-

чение в работе [12], а в правой — наше обозначение для

аналогичной величины.

Заключение

В настоящей работе с помощью обобщенного при-

ближения Релея–Ганса–Дебая решена задача о генера-

ции второй гармоники от поверхности цилиндрической

частицы в рамках дипольной модели. Получен явный

вид зависимости напряженности электрического поля

генерируемого излучения от направления наблюдения

для дальней зоны. При этом тензор нелинейной ди-

электрической восприимчивости второго порядка для

генерации второй гармоники от поверхности выбран в

общей для данной задачи форме, содержащей четыре

независимые компоненты, включая киральные.

В настоящей работе обнаружено отличие по фазе

слагаемых, обусловленных киральными и некиральными

компонентами, на множитель i . Также показано, что

при уменьшении линейных размеров цилиндрической

частицы возрастает вклад киральных компонент в гене-

рацию. Эти же свойства были замечены нами ранее для

генерации второй гармоники от поверхности сфериче-

ской частицы [13] и для генерации суммарной частоты

от поверхности цилиндрической [14] или сферической

частицы [15,16].

Финансирование работы

Работа выполнена при финансовой поддержке БРФФИ

(проект Ф18М-026).

Приложение

Пусть e(ω) — произвольный вектор поляризации. То-

гда выражение χ
(2)
i jk e(ω)

j e(ω)
k , где тензор имеет вид (8),

представимо в векторном виде:

χ
(2)
i jk e(ω)

j e(ω)
k = χ

(2)
1 ni (n j e

(ω)
j )(nke(ω)

k ) + χ
(2)
2 ni (δ jke(ω)

j e(ω)
k )

+ χ
(2)
3 (n j δkie

(ω)
j e(ω)

k + nkδi j e
(ω)
j e(ω)

k )

+ χ
(2)
4 nm(nkεi jme(ω)

j e(ω)
k − n jεimke

(ω)
j e(ω)

k )

= [χ
(2)
1 n(ne(ω))2 + χ

(2)
2 n(e(ω)e(ω)) + 2χ

(2)
3 e(ω)(ne(ω))

+ 2χ
(2)
4 [e(ω) × n](ne(ω))]i .

(37)

Это же выражение можно записать через компоненты

векторов вдоль n⊥, n‖, n‖′ :

χ
(2)
1 n(ne(ω))2 + χ

(2)
2 n(e(ω)e(ω)) + 2χ

(2)
3 e(ω)(ne(ω))

+ 2χ
(2)
4 [e(ω) × n](ne(ω)) = χ

(2)
1 n⊥e(ω)

⊥ e(ω)
⊥

+ χ
(2)
2 n⊥(e(ω)

⊥ e(ω)
⊥ + e(ω)

‖ e(ω)
‖ + e(ω)

‖′ e(ω)
‖′ )

+ 2χ
(2)
3 (n⊥e(ω)

⊥ + n‖e(ω)
‖ + n‖′e(ω)

‖′ )e(ω)
⊥

+ 2χ
(2)
4 (n‖e(ω)

‖′ −n‖′e(ω)
‖ )e(ω)

⊥ =(χ
(2)
1 +χ

(2)
2 +2χ

(2)
3 )n⊥e(ω)

⊥ e(ω)
⊥

+ χ
(2)
2 n⊥e(ω)

‖ e(ω)
‖ + χ

(2)
2 n⊥e(ω)

‖′ e(ω)
‖′

+ 2χ
(2)
3 n‖e(ω)

‖ e(ω)
⊥ + 2χ

(2)
3 n‖′e(ω)

‖′
e(ω)
⊥ + 2χ

(2)
4 n‖e(ω)

‖′
e(ω)
⊥

− 2χ
(2)
4 n‖′e(ω)

‖ e(ω)
⊥ = χ

(2)
⊥⊥⊥n⊥e(ω)

⊥ e(ω)
⊥

+ χ
(2)
⊥‖‖n⊥e(ω)

‖ e(ω)
‖ + χ

(2)
⊥‖′‖′

n⊥e(ω)
‖′

e(ω)
‖′

+ 2χ
(2)
‖‖⊥n‖e(ω)

‖ e(ω)
⊥ + 2χ

(2)
‖′‖′⊥n‖′e(ω)

‖′
e(ω)
⊥

+ 2χ
(2)
‖‖′⊥n‖e(ω)

‖′
e(ω)
⊥ + 2χ

(2)
‖′‖⊥n‖′e(ω)

‖ e(ω)
⊥ .

(38)
В (38) используется следующая замена:

χ
(2)
⊥⊥⊥ = χ

(2)
1 + χ

(2)
2 + 2χ

(2)
3 , χ

(2)
⊥‖‖ = χ

(2)
⊥‖′‖′

= χ
(2)
2 ,

χ
(2)
‖‖⊥ = χ

(2)
‖′‖′⊥ = χ

(2)
3 , χ

(2)
‖‖′⊥ = −χ

(2)
‖′‖⊥ = χ

(2)
4 . (39)

Выражая из (39) коэффициенты χ
(2)
1−4 и используя сим-

метрию относительно перестановки последних двух ин-

дексов для некиральных коэффициентов (и антисиммет-

рию для киральных), получаем формулы (9).
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