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Рассматривается поведение идеального кристалла при быстром нагреве, когда время оседлой жизни

частиц существенно превышает характерное время изменения температуры. В качестве расчетной модели

выбран обладающий простой кубической решеткой кристалл, в котором взаимодействие между частицами

описывается потенциалом Леннарда−Джонса. Принимается, что разупорядочение кристалла при нагреве

является результатом образования вакансий. Показано, что при быстром нагреве вакансии образуются только

в случае, если температура превышает некоторую критическую температуру TC . Получено уравнение состо-

яния, описывающее поведение кристалла с вакансиями при быстром нагреве. Установлено существование

температуры, при которой кристаллическая решетка теряет механическую устойчивость. Эта температура

отождествляется с температурой плавления, происходящего при быстром нагреве.
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1. Введение

По определению (см. напр., [1] и др.), при задан-

ном давлении P = PM температура плавления T = TM

твердого тела (твердой фазы некоторого вещества) —

это температура, при которой находятся в равновесии

твердая и жидкая фазы этого вещества, разделенные

плоской поверхностью.

Различают два вида плавления.

Первый вид реализуется в случае, когда температура

и давление одинаковы для всех участков твердого тела.

В этих условиях плавление начинается с поверхности,

как только температура достигает TM , причем процесс

плавления захватывает все твердое тело. Если же на

поверхности твердого тела поддерживается темпера-

тура, исключающая возможность плавления, а внутри

находятся источник или источники тепла, то реализуется

второй вид плавления, протекающего внутри твердого

тела. Этот вид плавления изучается в классической

теории фазовых превращений (см. напр., [1–3] и др.), где
разработан следующий механизм плавления.

Флуктуационным путем в твердой фазе возникают за-

родыши жидкой фазы различного размера R. Появление

зародыша приводит к изменению термодинамического

потенциала на величину 18. Зависимость 18(R) обла-

дает максимумом при некотором критическом значении

R = Rc . Соответственно такие критические зародыши

способны произвольно расти. Увеличение количества

жидкой фазы происходит за счет присоединения к расту-

щему зародышу частиц окружающей его твердой фазы.

Вследствие этих процессов в системе устанавливается

равновесие, при котором вся система оказывается со-

стоящей из единой — жидкой фазы. Обозначим время

установления указанного равновесия через τN .

Обозначим через νQ скорость быстрого нагрева си-
стемы. Характерное время изменения температуры τQ

определим равенством

τQ = (TM − TB)/νQ, (1)

где TB — температура, с которой начинается быстрый
нагрев.
В теории [1–3] предполагается, что упомянутые про-

цессы установления равновесия протекают при постоян-

ной температуре. Это предположение можно записать в
виде

τ̇N ≪ τQ. (2)

Как известно [1], поступательное движение частиц
кристалла характеризуется временем оседлой жизни τ ,
которое определяется формулой

τ = τ0 exp

(

1u
kBT

)

≪ τN, (3)

где kB — постоянная Больцмана, τ0 — период тепло-

вых колебаний частицы, 1u — активационный барьер,
преодолеваемый частицей при каждом элементарном
перемещении.
Обозначим через τT время установления равновесия

между колебательными степенями свободы. Очевидным
является неравенство

τT ≪ τ . (4)

В отличие от теории [1–3], где предполагается вы-

полнение условия (2), в данной статье рассматривается
плавление при температурном режиме, удовлетворяю-
щем условию

τT ≪ τQ ≪ τ . (5)

Этим условием определяется используемый в данной
статье термин

”
быстрый нагрев“.
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Актуальность изучения плавления при быстром нагре-

ве состоит в том, что такая ситуация может возникнуть

в ядерной энергетике, угрожая авариями.

2. Особенности образования вакансий
при быстром нагреве

Выбирая тип статистического ансамбля для систе-

мы, находящейся в условиях быстрого нагрева, будем

считать заданными энтропию и объем (см., напр. [4]
и др.). Соответственно характеристической термодина-

мической функцией оказывается энергия E , которая в

равновесии определяется выражением

Ee = E ′
e(S,V ). (6)

Обозначим через V0 объем системы в недеформиро-

ванном состоянии, при котором в системе отсутствуют

напряжения. Будем считать, что это состояние соответ-

ствует температуре T = 0. Введем также обозначение

для деформации

θ =
V −V0

V0

. (7)

Перепишем выражение (6) в виде

Ee = E ′′
e (S, θ). (8)

Рост температуры приводит к возникновению беспо-

рядка в кристалле. В данной статье для описания беспо-

рядка используется вакансионная модель (см.,напр., [1]
и др.). Соответственно в качестве дополнительного па-

раметра, характеризующего состояние неполного равно-

весия, выберем количество вакансий n, записывая для

энергии этого состояния выражение

En = E ′′
n (S, θ, n). (9)

Поскольку в силу условия (4) колебательная подси-

стема находится в состоянии равновесия, а S — это

энтропия состояния неполного равновеия, то последнюю

можно связать только с поступательным движением:

это — конфигурационная энтропия. Однако поступа-

тельное движение исключено неравенством (5), а это

означает, что S = 0 и выражение (9) приобретает вид

En = En(θ, n). (10)

Условие равновесия в этом случае

∂En

∂n

∣

∣

∣

∣

θ=const

= 0. (11)

Определенная из равенства (11) функция ne(θ) должна
удовлетворять условию

Ee(θ) = En
(

θ, ne(θ)
)

. (12)

При решении поставленной в данной статье задачи ис-

пользована в видоизмененной форме расчетная модель,

применявшаяся нами ранее в работах [5,6] для других

целей. Модель представляет собой простую кубическую

решетку. Энергия взаимодействия между частицами u
имеет вид

u = ε

{

q
n − q

(λ)−m
−

m
m − q

(λ)−q

}

, (13)

где ε — энергия разрыва межчастичной связи, λ —

степень деформации связи, определяемая формулой

λ = a/a0, (14)

где a0 — размер ячейки в недеформированном со-

стоянии, когда одновременно θ = 0 и n = 0, во всех

остальных случаях (деформированное состояние) этот

размер обозначается через a .
В соответствии с введенными обозначениями имеем

V0 = Na3
0, (15)

где N — число частиц.

Наличие n вакансий в системе означает, что система

содержит (N + n) узлов. Соответственно для объема

системы получаем

V = (N + n)a3. (16)

Сопоставляя равенства (7,14,15), записываем

λ =

(

1 + c
1 + θ

)1/3

. (17)

Обозначим посредством A и B заполненную и пустую

ячейки соответственно, через NAA, NAB , NBB — число

контактов между соответствующими ячейками. Величи-

на NAA — это число межчастичных связей, уцелевших

после появления в системе n вакансий, что позволяет

для энергии системы En записать формулу

En = uNAA. (18)

Общее количество контактов между ячейками опреде-

ляется очевидной формулой

3(N + n) = NAA + NBB + NAB . (19)

Учтем то обстоятельство, что вакансии могут объ-

единяться в кластеры. Принимая во внимание тип ре-

шетки, припишем кластерам форму куба. Обозначим

через x число кластеров, через y3 — количество ячеек

в кластере, в связи с чем для количества вакансий

записываем выражение

n = xy3. (20)

Обозначая через N′
BB и N′

AB — количество соот-

ветствующих контактов между ячейками в кластере,

получаем

NBB + NAB = x (N′
BB + N′

AB) . (21)
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Для кластера принятой нами кубической формы

имеем

N′
AB = 6y2,

N′
BB = 3y2(y − 1). (22)

В случае, когда y = 1, т. е. когда кластер превраща-

ется в единичную вакансию, имеем очевидное значение

NAB = 6, NBB = 0.

Подставляя равенства (20-22) в формулу (19), полу-
чаем

NAA = 3N

(

1−
c
y

)

, (23)

где c = n/N — концентрация вакансий.

После подстановки равенств (13) и (23) в форму-

лу (18), приходим к выражению

En = 3Nε

[

q
m − q

(

1 + c
1 + θ

)m/3

−
m

m − q

(

1 + c
1 + θ

)q/3
]

×

(

1−
c
y

)

. (24)

Учитывая очевидное неравенство c/y ≪ 1, приближенно

запишем
(

1−
c
y

)

= (1 + c)−1/y , (25)

после чего выражение (24) принимает вид

En = 3Nε

[

q
m − q

(1 + θ)−m/3(1 + c)m/3−1/y

−
m

m − q
(1 + θ)−q/3(1 + c)q/3−1/y

]

. (26)

Дифференцируя это выражение в соответствии с фор-

мулой (11), получаем уравнение

(

1 + c
1 + θ

)

m−q
3

=
m
q

(

q
3
−

1
y

)

m
3
−

1
y

. (27)

Его решение имеет вид

ce =

{

0, θ ≤ θc

θ− θc
1+ θc

, θ > θc ,
(28)

где принято обозначение

θc =







1−
3

my

1−
3

qy







3
m−q

− 1. (29)

В рамках рассмотренного статистического ансамбля

температура входит в формулу посредством соотноше-

ния

θ(T ) =

T
∫

0

α(T ′)dT ′, (30)

где α — коэффициент теплового расширения.

Для деформации θc имеем формулу

θc =

Tc
∫

0

α(T ′)dT ′. (31)

Равенства (30–31) позволяют переписать выраже-

ние (28) в виде

ce =







0, T ≤ Tc

θ− θc
1+ θc

, T > Tc .
(32)

В классической теории вакансий (см., напр., [1], [7]
и др.), для ce получена другая формула

ce = exp

(

−
W

kBT

)

, (33)

где W — энергия образования вакансии, kB — посто-

янная Больцмана. Между обеими формулами существу-

ет принципиальное различие: если из выражения (32)
следует, что образование вакансий при быстром нагреве

носит пороговый характер: они появляются в кристалле

только тогда, когда температура превысит некоторую

критическую температуру Tc , то согласно формуле (33),
они обязаны возникать при любой температуре.

Причина этого различия коренится в различных тем-

пературных режимах, действию которых подвергается

система в обоих случаях: при выводе формулы (33) пред-
полагалось (снова, как и в теории фазовых переходов),
что образование вакансий происходит при постоянной

температуре, из чего следовало условие S > 0. При

быстром же нагреве S = 0, что приводит к формуле (32).

Чтобы различать оба упомянутых случая, нам пред-

ставляется логичным применять по отношению к ним

соответственно термины
”
неклассические“ и

”
классиче-

ские“ вакансии.

Произведем количественную оценку критической де-

формации θc . Будем считать, что u — потенциал

Леннарда−Джонса, принимая соответственно m = 12,

q = 6. Тогда для y = 1 согласно формуле (29) имеем

θ = 0.22. Однако уже для y = 2 получаем θc = 0.03, а

для кластеров, характеризуемых значениями y = 3 и т. д.,

величина θc оказывается меньшей, чем 0.03.

Согласно формулам (30–31) деформация θ в системе

возникает вследствие теплового расширения. Согласно

справочным данным для твердых тел с температурой

плавления порядка 103 K коэффициент теплового расши-

рения имеет порядок 10−5 K−1. Соответственно дефор-

мация, создаваемая тепловым расширением при темпе-

ратуре T < TM , по порядку величины равна нескольким

сотым. Из этого следует, что образования единичных

вакансий не происходит: при быстром нагреве обра-

зуются вакансионные кластеры — преимущественно

малые, содержащие несколько вакансий (четыре — для

кластеров кубической решетки).

Физика твердого тела, 2019, том 61, вып. 7
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3. Уравнение состояния и плавление
при быстром нагреве

Деформация создает в кристалле отрицательное дав-

ление

P = −
∂En

∂θ

∣

∣

∣

∣

c=const

. (34)

Деформация θ мала, что позволяет считать En квад-

ратичной функцией от θ и, соответственно, записать

формулу

P = −Kθ, (35)

где K — объемный модуль, определяемый равенством

K =
∂2En

∂θ2

∣

∣

∣

∣

c=const

. (36)

В работе [7] был вычислен объемный модуль K для

изотропного континуума, содержащего поры

K = K0

[

1−
3(1 − µ)

2(1 − 2µ)
c

]

, (37)

где K0 — объемный модуль континуума в отсутствие

пор, µ — коэффициент Пуассона, c — концентрация

пор.

Как уже упоминалось, при быстром нагреве возни-

кают кластеры вакансий. Это обстоятельство позволя-

ет отождествить концентрацию пор с концентрацией

вакансий, после чего подстановка равенства (37) в

формулу (35) приводит к уравнению состояния

P = −K0θ
[

1− B(θ − θc)η(θc)
]

, (38)

где η(θc) — функция Хевисайда, определяемая форму-

лой

η(θc) =

{

0, θ < θc

1, θ > θc
, (39)

а посредством B обозначено выражение

B =
3

2

(1− µ)

(1− 2µ)

1

1 + θc
. (40)

Как видно из формулы (38), при θ = θc зависимость P(θ)
испытывает излом.

В точке излома θc вторая производная (36) харак-

теристической термодинамической функции обладает

особенностью. Следовательно при деформации θc в

кристалле происходит фазовый переход второго рода.

Исходной фазой является идеальный кристалл, вновь

образовавшейся — кристалл, содержащий вакансии.

Из формулы (38) также следует, что при θ = θF = 1
2B

выполняется равенство
dP
dθ = 0. Это равенство означает,

что при θ > θF решетка теряет устойчивость. Что проис-

ходит с кристаллом после превышения деформации θF?

Согласно справочным данным для твердых тел с

точностью до сотых можно принять, что µ ≈ 0.4. Тогда

получаем оценку B ≈ 4.5. При этом для θF имеем

оценку θF ≈ 0.1. Для такой деформации существенно

снижается активационный барьер 1u, вследствие чего

частицы снова могут совершать поступательное движе-

ние, что приводит к разрушению неустойчивой кристал-

лической решетки. Способствует последнему и наличие

вакансионных кластеров в решетке. Теперь кластеры

получают возможность менять свою форму, соединяться

друг с другом, в результате чего система оказывается

пронизанной трещинами. В работе [1] жидкость пред-

ставляется как совокупность разделенных трещинами

плотных областей, не обладающих решеткой. Именно

такой оказывается структура исследуемой в данной

статье системы после того, как решетка теряет устой-

чивость. На этом основании можно утверждать, что при

θ > θF исследуемая система становится жидкостью.

Дополнительным аргументом в пользу этого утвер-

ждения является значение θF , приблизительно равное

относительному уменьшению плотности при плавлении.

Из неустойчивости состояния кристалла, соответствую-

щего θ = θF , следует, что даже крайне малой разности

θ − θF достаточно, чтобы система приобрела структуру

жидкости. Это означает, что плавление происходит прак-

тически при постоянном объеме V = VF и что в качестве

температуры плавления при быстром нагреве выступает

температура TF , определяемая из соотношения

θ(TF ) = θF . (41)

При этом, поскольку превращение
”
твердая фаза–

жидкость“ представляет собой последовательность абсо-

лютно неустойчивых состояний, оно носит взрывоподоб-

ный характер, протекая практически мгновенно.

4. Заключение

Проведенное в данной статье исследование, по мне-

нию авторов позволяет утверждать, что традиционный

механизм, который принято использовать для описания

плавления и который связан с образованием критиче-

ских зародышей и их последующим ростом, при быст-

ром нагреве теряет свою силу. Причина заключается

в том, что при быстром изменении температуры не

возбуждается поступательное движение частиц, форми-

рующее зародыши и обеспечивающее их рост.

В этих условиях вступает в действие другой механизм,

согласно которому с кристаллом происходят следующие

изменения. В интервале от начальной температуры TB

до температуры Tc кристалл испытывает упругую де-

формацию.

Температура Tc — температура фазового перехо-

да второго рода. В температурном интервале от Tc

до TF образуется новая фаза — кристалл, содержащий

вакансионные кластеры. При T > TF кристаллическая

решетка теряет механическую устойчивость.

Разупорядочение структуры, которое является след-

ствием потери устойчивости, уменьшая активационные
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барьеры для элементарных перемещений частиц, воз-

обновляет поступательное движение. Благодаря послед-

нему практически при постоянных температуре TF и

объеме происходит разрушение неустойчивой решет-

ки и формирование жидкостной структуры. Этот про-

цесс представляет собой последовательность абсолютно

неустойчивых состояний и поэтому носит взрывоподоб-

ный характер, протекая практически мгновенно. Темпе-

ратура TF , при которой кристалл теряет механическую

устойчивость выступает в качестве температуры плавле-

ния кристалла при быстром нагреве.
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