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Методом численного моделирования исследована динамика двумерного ансамбля нелокально связанных

генераторов Ван дер Поля. Установлена возможность реализации регулярных спиральных и концентрических

волн. Показан эффект возникновения нового типа химерной структуры, реализующейся на основе концен-

трических волн в условиях нелокальной связи.
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Исследования автоволновых процессов в активных

нелинейных системах и средах имеют более чем пя-

тидесятилетнюю историю, но не утратили своей ак-

туальности [1–3]. Одними из наиболее важных проблем

в этом направлении сегодня представляются задачи

анализа коллективной динамики сложных ансамблей

взаимосвязанных нелинейных осцилляторов при различ-

ной топологии связи. В таких системах наблюдаются

эффекты кластерной синхронизации и формирование

режимов различных пространственно-временны́х струк-

тур. Например, могут возникать спиральные и концен-

трические автоволновые структуры [4–9]. Исследование

указанных процессов и явлений не только представляет

фундаментальный научный интерес, но и имеет важное

прикладное значение. В качестве примера приведем ис-

пользование результатов анализа автоволновых процес-

сов в нелинейных средах при изучении и моделировании

динамики сердечной мышцы [9,10]. Установлено, что во-

дитель ритма сердца является источником возбуждения

концентрических волн большой длины (много больше

размеров сердца). При этом сердце функционирует в

нормальном режиме. При патологии возникает разрыв

фронта концентрической волны и рождаются спираль-

ные волны малой длины (0.1−1.0 cm). Они и являются

одной из причин возникновения фибрилляций сердечной

мышцы и тахикардии [10].

В начале XXI века были найдены и изучены новые

типы структур, названные химерами [11,12]. Эти струк-

туры характеризуются сосуществованием в ансамбле

кластеров осцилляторов с синхронной (когерентной) и

асинхронной (некогерентной) динамикой [12]. Открытие
химерных структур во многом обусловлено рассмотре-

нием динамики ансамблей нелинейных осцилляторов в

условиях нелокальной связи. В отличие от локальной

связи, когда каждый осциллятор связан только с ближай-

шими соседними осцилляторами, при нелокальной связи

каждый осциллятор ансамбля взаимодействует с конеч-

ным числом осцилляторов. Установлено, что при нело-

кальной связи химеры могут возникать на основе спи-

ральных волн — так называемые спирально-волновые

химеры [4–7]. Кластеры некогерентности спирально-

волновых химер представляют собой круглые ядра,

окружающие осциллятор, который является источником

возбуждения спиральной волны. Что касается концен-

трических волновых структур, то до сих пор химер-

ные кластеры в таких структурах не обнаруживались.

В настоящей работе мы покажем, что на основе концен-

трических волн могут возникать химерные структуры

в виде кластеров некогерентности, включающие группу

осцилляторов, окружающих ведущий центр возбуждения

концентрической волны.

Численно исследовалась динамика двумерной решет-

ки связанных осцилляторов Ван дер Поля с N × N эле-

ментами при N = 100. Решетка описывается следующей

системой уравнений:

ẋi , j = yi , j +
σx

Bx
i , j

∑

mx,nx

[

xmx ,nx − xi , j
]

,

ẏi , j = ε

(

1− x2
i , j

)

yi , j − ω
2xi , j , (1)

где mx, nx ∈ N; ε, ω — параметры индивидуального

осциллятора Ван дер Поля. Параметр ε = 2 выбран с

целью реализации релаксационных колебаний, которые

близки к колебаниям в системе ФитцХью−Нагумо, ис-

пользуемой в нейробиологии. Система (1) анализирует-

ся в случае открытых границ, определяемых следующи-

ми условиями [7]:

{

max(1, j − P) 6 nx 6 min(N, j + P),

max(1, j − P) 6 nx 6 min(N, j + P), mx 6= nx.
(2)
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Рис. 1. Мгновенные значения амплитуд xi , j для спиральной волновой структуры в (1) при ω = 0.9, σ = 0.9 (а) и для

концентрической волны при ω = 0.9, σ = 0.75 (b). Параметр P = 1 в обоих случаях и характеризует локальную связь.
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Рис. 2. Мгновенные значения амплитуд xi , j для спиральной волновой структуры в (1) при P = 2 для значений ω = 0.9, σ = 0.75

(а) и рождение кластера некогерентности в окрестности ведущего центра концентрической волны при P = 4 для значений ω = 1,

σ = 0.7 (b).

Двойные индексы переменных xi , j и yi , j для

i , j = 1, . . . , N отмечают положение соответствующего

осциллятора на двумерной решетке. Параметр σ обо-

значает силу связи между связанными по переменной x
элементами, Bx

i , j дает размеры области связи элемента

(i , j ), т. е. количество комбинаций mx, nx , удовлетворяю-

щих условию (2) для каждого из узлов (i , j ) сети [6,7].
Параметр P характеризует топологию связи. Случай

P = 1 соответствует локальной связи, P > 1 характери-

зует нелокальную связь. Уравнения (1) решались мето-

дом Рунге−Кутта с шагом h = 0.001, рассматриваемые

структуры наблюдались как минимум до tmax = 100 000,

т. е. их можно считать установившимися.

Как показали численные исследования, в решетке (1)
при локальной связи P = 1 могут реализоваться режи-

мы как спиральных (рис. 1, а), так и концентрических

(рис. 1, b) волн. Отметим, что режимы спиральных и

концентрических волн в различных 2D-ансамблях при

локальной связи P = 1 хорошо известны [9].

Введение нелокальной связи может характеризоваться

новыми особенностями. Во-первых, возможен переход

от концентрических структур к спиральным. Если, на-

пример, взять в качестве исходной структуры в локально

связанной решетке при P = 1 концентрическую волну

при ω = 0.9, σ = 0.75 (рис. 1, b), то при увеличении

радиуса связи в случае P = 2 система переходит в
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Рис. 3. Мгновенные значения амплитуд xi , j (a) и одномерное сечение профиля мгновенных амплитуд при j = 70 (b) для режима

TWC в (1) при значениях ω = 1, σ = 0.7 и P = 7.

режим спиральной волны (рис. 2, а). Во-вторых, при

увеличении радиуса нелокальной связи до значений

P > 4 в системе (1) рождается новый тип структуры,

показанный на рис. 2, b.

Как видно из рис. 2, b, вблизи ведущего центра (ос-

циллятор с номерами i ≃ 18, j ≃ 70) рождается кластер

осцилляторов с некогерентной динамикой. Картина ка-

чественно аналогична рождению некогерентного ядра в

случае спирально-волновой химеры [4–7]. Естественно

назвать структуру на рис. 2, b химерной, рожденной на

основе концентрической автоволны. Понятию
”
концен-

трические волны“ в литературе на английском языке

соответствует термин
”
target waves“. В связи с этим

будем называть химерную структуру на рис. 2, b
”
target

wave chimera“ (TWC). С целью иллюстрации некоге-

рентности колебаний в ядре TWC проведем следующие

вычисления. Рассмотрим мгновенный снимок амплитуд

xi , j , увеличив значение P до величины P = 7. Как видно

из рис. 3, а, ядро некогерентности сохранилось. Рис. 3, b

подтверждает наличие некогерентности колебаний в

ядре химеры. Ниже и выше некогерентного кластера

мгновенный профиль амплитуд характеризуется гладкой

функцией, что свойственно когерентным колебаниям

элементов решетки [13,14].

Обратим внимание на следующий факт. Из сравнения

рис. 1, b, 2, b и 3, а, на которых представлены концентри-

ческие волновые структуры, рассчитанные для значения

P = 1, 4 и 7 соответственно, видно, что с ростом радиуса

нелокальной связи P имеет место увеличение длины

концентрической волны. Как показали расчеты, длина

концентрической волны при вариации 2 6 P 6 7 растет

по закону, близкому к линейному. Путем вариации

параметра P можно осуществить управление длиной

концентрической волны.

Результаты численного анализа динамики двумерного

ансамбля нелокально связанных генераторов Ван дер

Поля (1) позволяют сделать следующие выводы. В

ансамбле как в условиях локальной (P = 1), так и

нелокальной (P > 1) связи возбуждаются спиральные

и концентрические автоволновые структуры. Установ-

лено, что в условиях нелокальной связи в ансамбле

рождается новый тип пространственно-временно́й струк-

туры, который возникает на основе концентрических

волн и включает кластер осцилляторов с некогерент-

ной динамикой. Некогерентный кластер формируется в

окрестности ведущего центра концентрической волны

и имеет четкие границы в пространстве элементов ан-

самбля. Таким образом, можно утверждать, что обнару-

женная пространственно-временна́я структура (рис. 3, а)
является новым типом химерной структуры. Этот тип

химеры естественно назвать химерной структурой на

базе концентрических волн или
”
target wave chimera“.

Поскольку концентрические волновые структуры ис-

пользуются при моделировании динамики сердечной

мышцы, полученные в работе результаты могут быть

интересны специалистам в этой области.
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