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Является ли кинковое решение нелинейного уравнения
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© Д.В. Завьялов, 1 В.И. Конченков, 1 С.В. Крючков 1,2

1 Волгоградский государственный технический университет,

400005 Волгоград, Россия
2 Волгоградский государственный социально-педагогический университет,

400066 Волгоград, Россия

e-mail: svkruchkov@yandex.ru

Поступило в Редакцию 25 октября 2018 г.

В окончательной редакции 25 октября 2018 г.

Принято к публикации 29 апреля 2019 г.

Численно исследована возможность существования солитонного решения обобщенного уравнения синус-

Гордона, известного так же как уравнение Крючкова–Кухаря. Это уравнение описывает распространение

электромагнитных волн в сверхрешетке на основе графена. Оценены вычислительные ошибки, связанные с

тем, что кинковое решение рассматриваемого уравнения задано неявно, а также исследовано изменение

формы кинков, движущихся навстречу друг другу, до и после столкновения. На основе полученных

результатов сделан вывод о том, что рассматриваемое кинковое решение не является солитоном.
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Введение

Исследованию условий возникновения, распростране-

ния, затухания нелинейных волн (в том числе уеди-

ненных волн) в низкоразмерных материалах посвящен

ряд работ (например, [1–5]). Интерес к таким волнам

продиктован в том числе возможностью использова-

ния уединенных волн в устройствах кратковременного

хранения информации и в устройствах связи. В част-

ности, в оптоэлектронике широко изучаются плазмон-

поляритонные волны, распространяющиеся на границе

металла и изолятора, ведутся исследования распростра-

нения уединенных волн в волноводах на основе графе-

на [6–8]. Наиболее подробно изучены уединенные волны

в полупроводниковых сверхрешетках (например, [5,9]),
где эволюция векторного потенциала волны, распростра-

няющейся вдоль слоев структуры, описывается урав-

нением синус-Гордона (SGE). Это уравнение детально

исследовано и описано во многих монографиях.

После открытия графена внимание исследователей

сосредоточивается на наноструктурах на его основе, в

частности, на графеновых сверхрешетках (ГСР). С од-

ной стороны, в таких системах проявляются свойства,

характерные для графена, например, взаимная зависи-

мость движений носителей тока в перпендикулярных

друг другу направлениях. С другой стороны, наличие

дополнительного периодического потенциала, имеющего

период, существенно больший, чем период основной

решетки, приводит к возможности проявления нели-

нейных свойств, характерных для сверхрешеток. Среди

таких явлений — эффекты, связанные с распростране-

нием уединенных электромагнитных волн. В работе [10]
исследована возможность существования уединенных

электромагнитных волн в графеновой сверхрешетке,

выведено уравнение, описывающее распространение та-

ких волн в рассматриваемой структуре. В литературе

это уравнение получило название уравнение Крючкова–
Кухаря (KKeq) [11]. Это уравнение является обобщени-

ем уравнения синус-Гордона, в явном виде учитываю-

щим взаимную зависимость движений носителей тока

в перпендикулярных друг другу направлениях. С ис-

пользованием рассматриваемого уравнения исследован

эффект фотонного увлечения носителей тока уединен-

ными электромагнитными волнами в графеновой сверх-

решетке [12,13], исследовано влияние высокочастотного

электромагнитного излучения на распространение ко-

ротких электромагнитных импульсов в ГСР, изучена

возможность поддержания формы уединенной волны под

действием внешнего высокочастотного электрического

поля лазера [14,15].

Постановка задачи

В безразмерном виде уравнение распространения

электромагнитной (ЭМ) волны в ГСР имеет вид [10]

∂2ϕ

∂τ 2
−

∂2ϕ

∂s2
+

b2 sinϕ
√

1 + b2(1− cosϕ)
= 0. (1)

Здесь τ = tω0 — безразмерное время, s = xω0/c —

безразмерная координата, ϕ — безразмерная компо-

нента вектор-потенциала, ω0 — плазменная частота в

ГСР, b — параметр, который зависит от конфигурации

сверхрешетки (период, поверхностная концентрация но-

сителей заряда, тип материала подложки). Уравнение (1)
получено для сверхрешетки, представляющей собой
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лист графена, помещенный на подложку, состоящую из

чередующихся полосок различных диэлектриков. Отме-

тим, что при b ≪ 1 уравнение (1) переходит в известное

уравнение SGE.

Кинковое решение уравнения (1) задается в неявном

виде интегральным соотношением [10]

ϕ
∫

π

dα
√

√

1 + b2(1− cosα) − 1

= 2χ, (2)

где χ = (s − βτ )/
√

1− β2, β = ν/c , ν — скорость ЭМ

волны в среде, c — скорость света в вакууме. Возникает

естественный вопрос — является ли это решение соли-

тонным? В частности, как изменяется форма сталкиваю-

щихся уединенных волн после их соударения? Известно,

что бегущие навстречу солитоны и/или антисолитоны

проходят друг сквозь друга, как полностью проницае-

мые, и единственный наблюдаемый эффект — фазовый

сдвиг. При этом сталкивающиеся солитоны сохраняют

свою скорость и форму.

Численный анализ эволюции формы
кинка

Исследуем численно столкновение двух кинков урав-

нения (1). Интересуемся решениями с b > 1.

Так как начальное условие в виде (2) задается неявно,

уже в начальной форме кинка могут быть существенные
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Рис. 1. Форма одиночного кинка в моменты времени 0 (a)
и 20 (b).
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Рис. 2. Форма одиночного кинка в моменты времени 0 (a)
и 20 (b) при увеличении масштаба.
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Рис. 3. Зависимость коэффициента корреляции между формой

одиночного кинка в начальный момент времени и формой

кинка в текущий момент времени.

вычислительные ошибки, обусловленные необходимо-

стью решения интегрального уравнения. Эти ошибки

будут накапливаться, влиять на качество решения, и

поэтому нам нужен какой-то критерий, позволяющий

определить, чем (и насколько) обусловлено изменение

формы импульса — вычислительными погрешностями

или природой уравнения. В качестве такого критерия

возьмем отличие от единицы коэффициента корреляции

двух векторов a и b одинаковой длины n, определяемого
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как

corr(a, b) =

n
∑

i=1

(a i − ā)(bi − b̄)

(n − 1)2std(a)std(b)
. (3)

Здесь std(x) — стандартное отклонение от среднего для

вектора x.

Из определения (3) следует, что в случае полного

совпадения векторов a и b коэффициент corr(a, b) = 1.

И чем больше один вектор отличается от другого, тем

меньше будет corr(a, b).
В качестве векторов a и b будем брать равномерно

распределенные массивы значений безразмерной напря-

женности поля импульса ∂ϕ/∂x между точками, взятыми

на одинаковом расстоянии влево и вправо от вершины

импульсов в начальный (вектор a) и какой-либо произ-

вольный (вектор b) моменты времени.

Решение уравнения (1) проводилось с помощью среды

”
Wolfram Mathematica 10“ [16]. Начальное условие ин-

терполировалось многочленом второй степени из набора

точек, полученных решением уравнения (2), с шагом по

χ = 10−5 .

Для оценки вычислительной ошибки, вносимой в

начальном условии неявным заданием формы кинка, рас-

смотрим распространение одиночного кинка в уравне-

нии, сильно отклоняющемся от уравнения sine-Gordon,

т. е. b ≫ 1. Для примера b = 15, ν = 0.5, начальная

координата x0 = 5. На рис. 1 показаны его положения в

моменты времени 0 и 20. На рисунке не видно никаких

изменений формы импульса с течением времени. Но при
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Рис. 4. Форма одного из сталкивающихся кинков в моменты

времени 0 (a) и 20 (b).
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Рис. 5. Форма одного из сталкивающихся кинков в моменты

времени 0 (a) и 20 (b) при увеличении масштаба.

увеличении (рис. 2) становится заметно, что есть неко-

торый шум, который усиливается с течением времени.

Этот шум является вычислительной ошибкой и приво-

дит к изменению начальной формы импульса. Для оцен-

ки этого изменения найдем коэффициент корреляции (3)

формы импульса в разные моменты времени (рис. 3).

Видно, что на времени до 20 единиц изменения есть

только в четвертом знаке после запятой. Такой порядок

изменений является отправной точкой при исследовании

изменения формы импульсов при их столкновении.

Рассмотрим далее столкновение импульсов. Характе-

ристики уравнения и импульсов прежние.

На рис. 4 форма одного из сталкивающихся импуль-

сов показана в моменты времени 0 и 20. Здесь уже

невооруженным взглядом заметно изменение формы

импульса. Видно, что после столкновения амплитуда

кинков стала заметно меньше, чем вначале. Приведем

также укрупненный профиль импульсов на рис. 5.

Видно, что амплитуда шума минимум на порядок пре-

восходит амплитуду шума, обусловленную только вы-

числительными ошибками, т. е. даже визуальный анализ

приводит к выводу о том, что кинки уравнения (1), по-
видимому, не являются солитонами. Этот вывод также

подтверждает и расчет коррелятора по формуле (3) в на-
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чальный момент времени и далеко после столкновения

corr(τ = 0) = 1, corr(τ = 20) = 0.91. (4)

Сравнение corr(τ = 20) = 0.912139 в случае столкно-

вения кинков и corr(τ = 20) = 0.99986 (рис. 3) в случае

распространения одиночного импульса подтверждает

вывод о том, что форма импульса в случае столкновения

двух кинков меняется гораздо существенней, чем в

случае распространения одиночного импульса.

Таким образом, на основании численного исследова-

ния процесса столкновения двух кинков уравнения (1)
можно сделать вывод о том, что это уравнение, скорее

всего, не имеет солитонных решений.
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