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Проведены исследования двумерной анизотропной модели Изинга с конкурирующими взаимодействиями

на квадратной решетке методами Монте-Карло с помощью алгоритма Ванга−Ландау. Рассчитаны темпе-

ратурные зависимости основных термодинамических и магнитных параметров. Показаны отличительные

особенности температурных зависимостей этих параметров при разных значениях конкурирующего взаи-

модействия. Построены графики зависимости волнового числа модулированных структур от соотношения

параметров обменных взаимодействий. Построена фазовая диаграмма модели. Интерполируя фазовые

границы диаграммы, рассчитаны координаты точки Лифщица и области локализации фаз с различными

значениями волнового вектора.
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1. Введение

В природе помимо обычных видов магнитного упоря-

дочения возникают и некоторые экзотические структу-

ры в виде периодического изменения намагниченности

вдоль одного из кристаллографических направлений.

Типичным примером такого упорядочения являются

длиннопериодические модулированные структуры, воз-

никающие в системах с конкуренцией обменных взаи-

модействий. В таких системах возможно возникновение

и совместное сосуществование нескольких фаз: фер-

ромагнитных, антиферромагнитных, модулированных и

парамагнитных. Реальных материалов, в которых реа-

лизуются подобные явления, давно уже перевали за

сотню [1].
Для описания систем с модулированным магнит-

ным упорядочением используются различные модели.

Наиболее простой и эффективной среди них являет-

ся анизотропная модель Изинга с конкурирующими

взаимодействиями со вторыми ближайшими соседями

(ANNNI-модель, рис. 1). Отметим, что подобная мо-

дель успешно используется для описания термодинами-

ки масляных микроэмульсий и носит название модели

Видома [2]. Указанная модель, хотя и не позволяет

описать какую либо реальную систему, тем не менее,

дает хорошее качественное описание свойств систем с

модулированным упорядочением.

При исследовании квазиодномерных и квазидвумер-

ных магнетиков на основе соединений переходных ме-

таллов в основном применяются упрощенные много-

электронные подходы с использованием моделей Гей-

зенберга и Изинга [3,4]. Гамильтонианы этих моделей

имеют довольно простую алгебраическую структуру.

Как показывает практика, основные заключения о свой-

ствах магнитных систем, полученные в рамках этих

упрощенных моделей, как правило, не сохраняются и

при переходе к более реалистичным объектам, в которых

учитываются взаимодействия спинов расположенных

вне первой координационной сферы [1,5].

Экспериментальное и теоретическое изучение термо-

динамических и магнитных свойств является довольно

сложной задачей даже для таких простых случаев упо-

рядочения как ферромагнетики или антиферромагнети-

ки. Поэтому в настоящее время наиболее приемлемое

описание свойств сложных систем дают только машин-

ные расчеты методами Монте-Карло и молекулярной

динамики.
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Рис. 1. Двумерная ANNNI-модель.
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Рис. 2. Температурные зависимости внутренней энергии E, энтропии S, и теплоемкости C для системы с L = 32 при |J1/J| ≤ 0.5.

В данной работе нами представлены результаты, полу-

ченные при исследовании двумерной ANNNI-модели ме-

тодами Монте-Карло на основе алгоритма Ванга–Ландау
представляющие интерес для описания соразмерных

и несоразмерных структур возникающих в магнитных

материалах.

2. Модель

Модель Изинга с конкурирующими взаимодействиями

(ANNNI-модель) была введена для описания упорядо-

ченных магнитных фаз в кристаллах CeSb [6].
Гамильтониан модели

HANNNI = −J
∑

i, j

s i s j − J1

∑

i, j

s i s i+2, (1)

где s i = ±1 спиновая переменная, J > 0 — параметр об-

менного взаимодействия соседних пар спинов, J1 < 0 —

параметр антиферромагнитного взаимодействия сосе-

дей, следующих за ближайшими вдоль оси Y .
Рассматриваемая модель исследовалась различными

приближенными теоретическими методами. Согласно

литературным данным с понижением температуры в

ANNNI-модели происходит фазовый переход второго

рода из парамагнитного в ближайшее упорядоченное

состояние, и переход первого рода из модулированного

состояния в ферромагнитную фазу [7].

3. Результаты и их обсуждение

При проведении исследований на ЭВМ формиро-
вались спиновые системы квадратной формы L × L с
размерами L = 32 (Nэф = L × L = 1024). Для исключе-
ния граничных эффектов на рассматриваемые системы
накладывались периодические граничные условия. Моде-
лирование выполнялось при помощи высокоэффективно-
го алгоритма Ванга−Ландау [8]. Использование данного
алгоритма позволило получить статическую функцию
распределения состояний G и основные спиновые кон-
фигурации системы. Функция распределения играет важ-
ную роль при решении задач статистической физики, по-
скольку она позволяет простым усреднением рассчитать
все остальные термодинамические параметры системы.
В предыдущей работе [9] приведены полученные нами
графики распределения натурального логарифма плот-
ности состояний и соответствующие этим состояниям
значения параметра порядка для системы с L = 32 при
значениях |J1/J| = 0.1÷ 1.0.
Используя значения G из [9] в данной статье вы-

числены термодинамические и магнитные параметры
системы, усредняя по формуле

A(T ) =
1

Z

Q∑

i=1

Ai

kBT
· G(Ui) · e−Ui/kBT , (2)

где Ai — значения вычисляемого параметра
(энергия — Ui или параметра порядка — M);
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Рис. 3. Температурные зависимости термодинамических параметров для системы с L = 32 при |J1/J| ≥ 0.5.

Z =
Q∑

i=1

G(Ui ) · e−Ui/kBT — статистическая сумма; Q —

общее число состояний с различной энергией,
G(Ui) — плотность распределения энергии Ui , T —

температура, kB — постоянная Больцмана.
Подставляя в формулу (2) в качестве Ai значения Ui

то можно получить графики температурных зависимо-
стей термодинамических параметров (рис. 2−3).
Здесь необходимо отметить тот факт, что характер

этих зависимостей сильно зависят от интервала изме-
нения величины конкурирующего взаимодействия. Это

достаточно хорошо выражено для двух областей изме-
нения |J1/J|. Так при |J1/J| < 0.5 наблюдаем по одному

ярко выраженному пику на температурных зависимостях
теплоемкости, тогда как при |J1/J| > 0.5 таких пиков
несколько. Анализ температурных зависимостей термо-

динамических параметров показывает наличие неболь-
ших скачков при |J1/J| > 0.2 на графиках внутренней

энергии и энтропии для значений температур соответ-
ствующих максимуму теплоемкости.
Для значения |J1/J| = 0.5 исчезают пики на графиках

теплоемкости и скачки на зависимостях внутренней
энергии и энтропии. С увеличением значения кон-

курирующего взаимодействия наблюдается увеличение
скачков внутренней энергии и энтропии, а также рост

максимального значения теплоемкости. Физической при-
чиной такого поведения является то, что в системе

при |J1/J| > 0.2 с ростом температуры происходит фа-

зовый переход в сильно вырожденное модулированное
состояние.

Аналогично используя в формуле (2) в качестве Ai

значения M i можно рассчитать температурные зависи-
мости магнитных параметров системы (рис. 4−5).
Как видно из представленных рисунков характер тем-

пературных зависимостей магнитных параметров анало-

гичен тому, что было описано выше для термодинами-
ческих свойств.

Поскольку для рассматриваемой модели наиболее ин-
тересным является модулированное состояние, то более

подробно проводился анализ именно этой области. Для

этого был проведен спектральный анализ возникающих
структур. Типичные результаты такого анализа для си-

стемы с L = 32 при T = 1.4 показаны на рис. 6 в виде
графика зависимости значений волнового числа q от па-

раметра конкурирующего взаимодействия. Аналогично
можно получить области модулированных структур для

всей рассматриваемой области. Как видно по рисунку с

ростом конкуренции происходит увеличение волнового
числа q от нуля до 0.25. На рисунке стрелками показан

характер упорядочения возникающих в исследуемой
системе структур.

Обобщая полученные результаты можно построить
фазовую диаграмму рассматриваемой системы в коор-

динатах |kBT/J|−|J1/J| (рис. 7). На данном рисунке
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Рис. 4. Температурные зависимости восприимчивости χ и параметра порядка m для системы с L = 32 при |J1/J| ≤ 0.5.

c

k T JB /| |

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0 2.2 2.4 2.6 2.8 3.0

0

0.8

1.6

2.4

3.2

4.0

4.8
| / | = 0.5J J1

| / | = 0.8J J1

| / | = 0.7J J1

| / | = 0.6J J1

| / | = 0.9J J1

m

k T JB /| |

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0 2.2 2.4 2.6 2.8 3.0

0.4

0.6

1.0

0.8

0.2

| / | = 1.0J J1

| / | = 0.5J J1

| / | = 0.8J J1

| / | = 0.7J J1

| / | = 0.6J J1

| / | = 0.9J J1
| / | = 1.0J J1

Рис. 5. Температурные зависимости магнитных параметров для системы с L = 32 при |J1/J| ≥ 0.5.
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Рис. 7. Фазовая диаграмма двумерной анизотропной модели

Изинга с конкурирующими взаимодействиями.

фазовые границы стоились усреднением значений тем-

ператур соответствующих максимумам теплоемкости и

восприимчивости. Интерполируя полученные границы,

определяем координаты точки Лифшица (|J1/J| = 0.232;

|kBT/J| = 1.733) и области локализации модулиро-

ванных структур с различными значениями волново-

го числа.

Как видно по рис. 7 фазовая диаграмма двумерной

анизотропной модели Изинга с конкурирующими вза-

имодействиями качественно согласуется с диаграммой

полученной ранней в других работах и другими теорети-

ческими методами [6]. Диаграмма состоит из четырех

больших областей с различными видами магнитного

упорядочения. Помимо этого модулированная область

разделена на три части в пределах, которых локали-

зованы структуры с различными значениями волнового

вектора.

4. Заключение

По полученным в данной работе результатам можно

сделать следующие заключения и выводы. Термодина-

мика и магнитные свойства двумерной анизотропной

модели Изинга с конкурирующими взаимодействиями

являются достаточно сложными и интересными. Харак-

терной особенностью рассматриваемой модели можно

считать новый тип магнитного упорядочения — длинно-

периодические модулированные структуры. Такое упоря-

дочение приводит к появлению в рассматриваемой моде-

ли таких экзотических явлений как мультикритическая

точка типа Лифшица в которой одновременной сосу-

ществует три фазы: ферромагнитная, модулированная и

парамагнитная. Также можно отметить и мультифазную

точку при |J1/J| = 0.5, которая отделяет области с

различным характером поведения термодинамических и

магнитных свойств. На основании полученных резуль-

татов нам также удалось построить фазовую диаграмму

рассматриваемой модели, рассчитать координаты точки

Лифшица и определить области локализации модули-

рованных структур с различными значениями волново-

го числа.
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