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1. Введение

Давно высказывалось предположение, что появление

регулярных примесных сверхструктур (ПС) обуслов-

лено неравномерностью движения межфазных границ

(МФГ) при росте кристаллов из растворов и рас-

плавов [1]. Зачастую удивительные своей правильной

периодичностью, сверхструктуры (
”
regular striations“,

”
solute bands“) наблюдались во множестве очень раз-

ных по структуре и составу материалов, причем на

самых разных пространственных масштабах [2–6]. Сжа-
тое, но достаточно полное описание имеющихся экс-

периментальных наблюдений ПС, а также соответству-

ющие ссылки, были приведены в нашей предыдущей

статье [7].

Теоретические работы, в которых предлагались раз-

личные физико-химические механизмы, объясняющие

возникновение ПС, распадаются на две, практически

не пересекающиеся друг с другом (совершенно разные

журналы, взаимное отсутствие цитирования), группы

публикаций. Авторы первой, существенно более мно-

гочисленной группы работ, преимущественно интере-

совались механизмами формирования ПС в природных

минералах, а также проблемой борьбы с появлением

ПС при обычных низких скоростях роста кристаллов

из расплавов и растворов, см., например, [2–6,8–13].
Как правило, ассоциированные с такими ПС физико-

химические процессы предполагаются медленными, ско-

рости роста порядка µm/s, зачастую и на несколько

порядков ниже. Исследования авторов второй группы

работ сосредоточены на построении теории ПС, воз-

никающих при быстрой направленной кристаллизации

(БНК) ряда сплавов [14–29], скорости роста порядка

1−10m/s,. Поскольку статья посвящена расчету профи-

лей примесных ПС при БНК, то ниже мы приводим

краткий обзор результатов предшествующих заметных

работ, относящихся лишь ко второй группе.

В рамках феноменологического подхода [15] нели-

нейная динамика МФГ была численно рассчитана для

одномерной модели в [22], где было установлено, что

динамика может принимать форму релаксационных ко-

лебаний. В работе [23] был развит математический

подход, позволивший показать, что сильно нелинейный

осциллирующий режим МФГ может быть обусловлен

существованием предельного цикла. Однако этот ре-

зультат был выведен в формальных математических

пределах скоростей, много меньших или много больших

максимальной скорости скачков атомов примеси, что

резко снижает его физическую значимость для объясне-

ния наблюдения ПС при реальных значениях скоростей

БНК. Позже Конти провел численные расчеты БНК в

разбавленных бинарных сплавах в рамках одномерной

модели фазового поля и обнаружил, что при некоторых

выбранных значениях параметров появляется устойчи-

вый предельный цикл на плоскости температура —

скорость фронта расплав−кристалл [17,18].

Сравнительно недавно в работе [27] была математи-

чески строго выведена из общей модели фазового по-

ля [4] капиллярно-волновая модель (КВМ). В ее рамках

возможность существования такого цикла при заданной

постоянной скорости смещения изотерм была показана

в [25,26] аналитически. Для случая, когда эта скорость

имела осциллирующую добавку, в [28] было установле-

но, что при изменении параметров в динамике МФГ
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могут появиться такие эффекты, как захват частоты,

квазипериодичность и переход к хаосу.

В нашей предшествующей работе [7] общие необхо-

димые условия формирования периодических ПС были

сформулированы с помощью анализа линейной устойчи-

вости для МФГ, движущейся с постоянной скоростью

v p в заданном градиенте температуры G, и резуль-

таты представлены в удобной аналитической форме.

В частности, из нее ясно видно, что для разбавлен-

ных сплавов с типичными значениями наклонов линий

ликвидуса и солидуса скорость, отвечающая пределу

абсолютной устойчивости осцилляционной ветви, много

больше, чем максимальная скорость области морфологи-

ческой неустойчивости Маллинза и Секерки. Это позво-

ляет использовать ниже для анализа высокоскоростной

нелинейной динамики ПС одномерную модель.

Необходимо отметить, что во всех указанных выше

работах примесный транспорт описывался классиче-

ским параболическим уравнением диффузии. Однако

за последние годы был проведен ряд экспериментов

по изотермической быстрой кристаллизации сплавов в

условиях, когда не только на МФГ, но и в объеме

материала отсутствовало состояние локального термо-

динамического равновесия [19,20,29–32]. Тем самым воз-

никла необходимость учета конечности максимальной

скорости перескоков примесных атомов, которая в таких

экспериментах оказывалась сравнимой или даже мень-

шей, чем скорость кристаллизации. Метод теоретическо-

го описания наблюдающихся при постоянной скорости

кристаллизации новых физических эффектов был пред-

ложен в [33,34]. В его простейшем варианте, в теории

вместо параболического, появляется гиперболическое

уравнение диффузии примеси [35]. Естественно, возни-
кает вопрос, как изменится динамика МФГ и индуци-

рованные ею пространственные профили периодических

ПС при неизотермическом росте в условиях БНК.

В настоящей работе, выполненной в рамках соответ-

ствующим образом модифицированной КВМ, приведены

аналитические и численные расчеты нелинейной дина-

мики плоской МФГ в условиях быстрой направленной

кристаллизации бинарных сплавов. В области значений

заданных управляющих параметров, G и v p, в которой

движение МФГ с постоянной скоростью v p становится

неустойчивым, и согласно [7] возможно формирование

периодических ПС, численно рассчитаны их простран-

ственные профили.

Показано, что в определенной части области ос-

цилляционной неустойчивости, прилегающей к ее вы-

сокоскоростной границе максимальных значений v p,

точное модельное интегро-дифференциальное уравнение

движения МФГ может быть упрощено до обыкновен-

ного дифференциального уравнения для нелинейного

осциллятора. Оно имеет вид обобщенного уравнения

Рэлея и обладает устойчивым предельным циклом, эл-

липсоидальная форма которого по мере погружения

вглубь области неустойчивости сильно искажается. Со-

ответственно, движение МФГ в сопровождающей ее со

скоростью v p системе координат приобретает характер

релаксационных колебаний. Решение этого дифференци-

ального уравнения позволяет не только определить про-

странственный период ПС, но и полностью рассчитать

профиль концентрации примеси продукта.

2. Формулировка модели и исходных
уравнений движения межфазной
границы и примеси

Мы будем использовать КВМ, выведенную в ра-

боте [27] из общей модели фазового поля, наличие

МФГ в которой обеспечивается стандартным наложени-

ем неоднородных граничных условий на бесконечности.

Вместо фазового поля, определенного во всем объеме,

для описания состояния системы в КВМ используется

поле координаты локального положения МФГ, имеющей,

однако, в отличие от классических макроскопических

моделей, конечную ширину. Последнее обстоятельство

позволяет адекватно учесть неравновесность состояния

материала в движущейся МФГ и вычислить обуслов-

ленную ею диссипативную конфигурационную силу,

действующую на границу. Включение этой эффективной

”
силы трения“ в общий баланс сил на МФГ становится

особенно важным при сильной неравновесности, т. е. при

высоких скоростях МФГ. Кроме того, запаздывающая

реакция материала, окружающего область движущейся

МФГ, при определенных условиях может приводить к

тому, что эта сила трения падает со скоростью, так что

оно оказывается
”
отрицательным“, а динамика движу-

щейся с постоянной скоростью МФГ — неустойчивой.

Для анализа динамики плоской МФГ при быстрой

направленной кристаллизации разбавленного бинарного

сплава КВМ была впервые применена в [25,26]. В на-

стоящей работе при записи уравнений движения КВМ

дополнительно учитывается, однако, важное физическое

обстоятельство: максимальная скорость перескока при-

месного атома в соседнюю позицию, vd , ограничена и

имеет характерные численные значения 1−10m/s [29].
Таким образом, при быстрой направленной кристалли-

зации эта скорость может оказаться ниже как заданной

средней скорости v p, так и мгновенной скорости МФГ.

Простейший вариант учета этого эффекта состоит в

замене обычного параболического уравнения диффузии

примеси на гиперболическое [35]. В результате модифи-

цированные уравнения движения капиллярно-волновой

модели записываются в виде

H =
σ

2

∫

d2x(∂Z)2 +
κ(T )

2

∫

d3r [C −Ce(z − Z)]2,

∂tZ = 3

(

F −
δH
δZ

)

,

τ0∂Ctt + ∂tC = ∇
(

D
k

)

∇
δH
δC

, (1)

где Z(x) — координата границы, 3 — кинетический

коэффициент, σ — коэффициент поверхностного натя-
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жения, τ0 — время скачка атома примеси в соседнюю

позицию, функция Ce(z−Z) описывает равновесное рас-

пределение примеси в присутствии границы. В случае

разбавленного бинарного сплава функция k(T ) имеет

вид:

k(T ) = −
(

∂C
∂T

)−1 L
Tc

1

1C(T )
, (2)

где L, Tc и 1C(T ) обозначают теплоту превращения,

температуру перехода и ширину области концентра-

ционного гистерезиса соответственно. Движущая си-

ла F , действующая на границу, определяется как

F = L(Tc − T )/Tc . Значение локальной температуры T
определяется заданной средней скоростью границы v p и

фиксированным градиентом температуры G

T = Tc + G(z − v pt). (3)

В нашей модели, обладающей МФГ конечной ширины

ξ , естественно выбрать значение времени перескока

атома τ0 = ξ2/D, согласовав его со значением макси-

мальной скорости диффузии vd = D/ξ . Отметим, что

vd ∼ (1−10)m/s, что много меньше скорости кристал-

лизации vc = 3ξ ∼ 103 m/s чистых металлов.

Удобно ввести безразмерные переменные

r
ξ
→ r,

Dt
ξ2

→ t,
2(C −C0)

1C
→ C (4)

и независимые безразмерные параметры:

γ =

(

1C
2

)2
κξ

σ
, p =

Vc

Vd
, g =

ξ2L
σTc

G. (5)

При этом безразмерная скорость v будет измеряться в

единицах диффузионной скорости vd : v = V/vd .

В введенных безразмерных переменных уравнения

движения плоской границы приобретают вид:

1

p
∂tZ = F(Z) − γ

+∞
∫

−∞

dzC′
e

(

z − Z(t)
)

×
[

C(z , t) −Ce(z − Z(t)
]

, (6)

∂ttC + ∂tC = ∂z z
[

C −Ce
(

z − Z(t)
)]

. (7)

Отметим, что здесь хорошо видны преимущества ана-

лиза динамики межфазных границ в рамках КВМ по

сравнению с исходной моделью фазового поля. В КВМ

анализ распадается на две части: сначала в условиях

термодинамического равновесия вычисляются или изме-

ряются профиль сегрегации примеси, величина поверх-

ностного натяжения, ширина границы и коэффициент

диффузии. При этом расчеты могут быть выполнены

для атомистических моделей (из первых принципов,

молекулярной динамикой и т. п.), а измерения прове-

дены на наномасштабе, т. е. с высокой точностью и

без феноменологических предположений, присущих как

моделям фазового поля [36], так и традиционным моде-

лям с резкой границей [15,37,38]. Затем эти, достаточно

точные полученные данные, используются как вводные

для непосредственного решения уравнений движения

границы в конкретном материале.

Важно, что в отличие от гибкой, но излишне обобщен-

ной теории фазового поля, допускающей использование

множества моделей с большим количеством параметров,

а также феноменологических моделей типа [15,37,38],
содержащих достаточно произвольные допущения, при

использовании КВМ не возникает никакой неоднознач-

ности при вычислении эффективных сил трения, дей-

ствующих на границу. Их расчет сводится к решению

диффузионного уравнения (7) и подстановке этого ре-

шения в последний член в уравнении (6). После это-

го становится очевидным, что уравнение (6) является

ничем иным, как естественным условием баланса всех

конфигурационных сил, приложенных к границе в нерав-

новесных условиях.

Специально отметим, что вплоть до настоящего вре-

мени во многих работах продолжает использоваться фе-

номенологическая модель с двумя
”
функциями отклика“,

предложенная еще в [37] и дополненная в [15]. В ней

одна из этих функций, неравновесный коэффициент

распределения примеси k(V ), определяется формулой,

полученной Азизом в рамках представлений теории

скоростей химических реакций [39] и модифицирован-

ной в [35,40], где учтена конечность максимальной

скорости скачков примесных атомов. Вторая же функ-

ция отклика, наклон кинетического ликвидуса m(k),
рассчитывается в предположении полного отсутствия

силы примесного торможения (так называемая модель

”
without solute drag“). Это предположение опиралось на

интерпретацию результатов ранних экспериментальных

работ по быстрой кристаллизации сплава Si−As [41,42].
Хотя было известно, что некоторые эксперименталь-

ные данные [43], а также теоретические соображе-

ния [36], свидетельствовали cкорее в пользу существо-

вания примесного торможения, использование модели

”
without solute drag“ оставалась традицией в течение

многих лет.

Однако позже данные по кристаллизации

Si−As [41,42] были проанализированы заново в [30,31],
где положение линии солидуса было серьезно скорректи-

ровано. В результате было показано, что данные [41,42]
в действительности соответствуют наличию значитель-

ного примесного торможения. Недавно к аналогичному

выводу пришли и авторы [32], которые обнаружили

существенное примесное торможение при быстрой кри-

сталлизации нестехиометрических интерметаллических

сплавах Co−Si. Эти новые данные убедительно под-

тверждают необходимость микроскопического расчета

равновесных свойств МФГ (см., например, [44–48])
с их последующим использованием для описания ее

динамики, как это подразумевается в работе с КВМ.
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3. Нестационарные решения
уравнений движения межфазной
границы с равновесным профилем
концентрации примеси Ce(z − Z)
общего вида

Поскольку появление регулярных пространственно-

периодических сверхструктур отвечает установившимся

периодическим колебаниям скорости МФГ вокруг посто-

янного значения скорости смещения изотерм Vp, то есте-

ственно выбрать решение диффузионного уравнения (7)
с граничным условием C(z , t = −∞) = 0:

C(z , t) =

t
∫

−∞

dt′
+∞
∫

−∞

dz ′∂z ′ I(z − z ′, t − t′)U ′
(

z ′ − Z(t′)
)

.

(8)

В решении (8) удобно использовать представление функ-

ции Грина диффузионного уравнения (7) в виде

I(z , t) =

+∞
∫

−∞

dκ
2π

e(−κ2t+iκz ). (9)

Введя координаты ξ, ξ ′, отсчитанные от положения МФГ

в моменты времени t, t′ :

ξ ≡ z − Z(t), ξ ′ = z ′ − Z(t′), (10)

подставив (8), (9), (10) в уравнение (6) и разложив в ряд

Тейлора разность Z(t′)−Z(t), получим разложение функ-

ции Грина в виде ряда по возрастающим производным

ускорений МФГ:

I
(

ξ − ξ ′ + Z(t) − Z(t′), t − t′
)

=
i

ω+ − ω−

×
+∞
∫

−∞

dκ
2π

(eiω−τ − eiω+τ eiκ(ξ−ξ ′)+iκv(t)τ )

× exp

[

−ik
∑

n≥2

(−1)n

n!
τ n∂n−1

t v(t)

]

, (11)

где τ ≡ t − t′ и v(t) ≡ Ż.
Эта структура представления функции Грина под-

разумевает, что выражение для избытка концентрации

примеси (8), а значит и сила трения в уравнении (6),
также могут быть записаны в виде сумм вкладов, про-

порциональных
”
гиперускорениям“ МФГ, движущейся

по произвольной траектории Z(t).
Приближенный самосогласованный расчет вкладов

в (6) и (8), когда в ряду (11) оставлены только первые

два члена, становится возможным для двух семейств пе-

риодических траекторий Z(t). Во-первых, это очевидный

случай, когда отклонения от стационарного движения

h(t) = Z(t)−Vpt малы на всем протяжении периода коле-

баний скорости для плавных траекторий Z(t). Во-вторых,

это также возможно и для больших отклонений, если

динамика h(t) имеет характер релаксационных колеба-

ний. В этом случае гиперускорения велики, но лишь

на малой части полного периода, так что в теории

возникает
”
скрытый“ малый параметр в виде отношения

соответствующих времен. Самосогласованность расчета

будет подтверждена a posteriori, если уравнение для тра-

ектории Z(t), полученное с использованием
”
оборванно-

го“ ряда (11), в определенной области параметров дей-

ствительно будет обладать периодическими решениями

указанных типов. Разумеется, чтобы это проверить, надо

найти явный вид этого уравнения.

Так как скорость Ż и ускорение Z̈ — входят в

выражение для избытка концентрации (8) только в виде

параметрических множителей, то вывод уравнения дви-

жения сводится к последовательному взятию интегралов

для обоих вкладов по τ , k и ξ .

Интеграл по τ для первого вклада равен

i
ω+ − ω−

+∞
∫

−∞

dk
2π

(eiω−τ − eiω+τ )eik(ξ−ξ ′)+ikv(t)τ

=
1

(1− v2)k2 − ikv
. (12)

Следующий интеграл по k для этого же вклада равен

−i

+∞
∫

−∞

dk
2π

eik(ξ−ξ ′)

[(1− v2)k − iv]
= θ(ξ − ξ ′)e

− v

1−v2
(ξ−ξ ′)

.

(13)

Подставляя (13) в (8) получаем для первого вклада

в C(z , t)

C(1)(ξ, t) =

ξ
∫

−∞

dξ ′ e
− v

1−v2
(ξ−ξ ′)

C′
e(ξ

′). (14)

Для второго, пропорционального ускорению Z̈ вклада,

интеграл по τ равен

−kZ̈
2(ω+ − ω−)

+∞
∫

0

τ 2(eiω−τ − eiω+τ ) eikv(t)τ dτ

= −1

2

∂2

∂v2

+∞
∫

−∞

dk
2π

eik(ξ−ξ ′)

(k + iε)[(1− v2)k − iv]
, (15)

где в правой части мы ввели для полюса при k = 0 ре-

гуляризатор iε, после чего последующий интеграл по k
легко считается по вычетам. Учитывая (14), получаем
в результате следующее выражение для второго вклада

C(2), пропорционального ускорению v̇

C(2)(ξ, t) =
1

2
v̇

(

∂2

∂v2

){

C(1)(ξ, v) + C(1)(ξ, 0)

v

}

. (16)
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Подставляя выражения для обоих вычисленных вкла-

дов (14), (16) в (6), получаем уравнение движения

МФГ в форме уравнения для осциллятора, обладающего

нелинейно зависящими от скорости силой трения и

массой:

M(v)Z̈ + r(v) + g(Z − v pt) − F = 0, (17)

где

r(v) ≡ v

p
− f (v) + f (0), (18)

M(v) = −1

2

∂2

∂v2

[

f (v) − f (0)

v

]

, (19)

f (v) ≡ −γ

+∞
∫

−∞

dξ C′
e(ξ)C

(1)(ξ, v). (20)

Учитывая, что при постоянной скорости Z = v pt имеем

r(v) = F , удобно записать уравнение (17) для откло-

нения h(t) = Z(t) − v pt в виде обобщенного уравнения

Рэлея

M(v p + ḣ)ḧ + R(v p + ḣ) + gh = 0, (21)

где R(v) ≡ r(v) − f (0) − v p/p + f (v p). Фиксированная

точка h = ḣ = 0 становится неустойчивой, если сила

трения обладает падающей ветвью, т. е. R′ < 0. В этом

случае притягивающим аттрактором решений уравне-

ния (21) является устойчивый цикл, существует по

крайней мере один устойчивый цикл.

Учитывая, что отношение ξL/σ ∼ 1 [49], из послед-

ней формулы в (5) имеем оценку для безразмерного

градиента g ∼ ξG/Tc . Подставляя типичные численные

значения ξ ∼ 10−7 cm, Tc ∼ 103 K и характерную для

БНК величину G ∼ 105 K/sm [21], получаем g ∼ 10−5.

Из уравнений (11) и (20) нетрудно увидеть, что

при малых значениях параметра g ≪ 1 интегро-

дифференциальные уравнения (6), (7) можно аппрок-

симировать гораздо более простым обыкновенным диф-

ференциальным уравнением (21). Для этого достаточно

ввести новые переменные gt ⇒ τ , gz ⇒ z̃ и перепи-

сать (21) в этих переменных. Учитывая, что скорость

v(t) не меняется при таком преобразовании, получаем

уравнение в новых переменных:

gM(v p + ḣ)ḧ + R(v p + ḣ) + h = 0. (22)

Ясно, что коэффициенты при гиперускорениях

v̈,
...
v, . . . будут содержать все более высокие степени

малого параметра g . При условии, что зависящие от

скорости гипермассы Mn−1 (коэффициенты при гипе-

рускоренях за исключением множителей gn−1) растут с

номером n не слишком быстро, это позволит оборвать

асимптотический ряд, сохранив только члены нулевого

и первого порядка по g . Следовательно, необходимо

установить, в какой области управляющих параметров

g и v p рост гипермасс Mn−1(v) при уменьшении v p

действительно позволяет использовать аппроксимацию

ряда (11) двумя первыми членами.

Анализ показывает, что наиболее сингулярные вклады

в Mn−1(v) ∼ γ(1− v2)v3(1−n). Таким образом, приме-

нимость уравнения (22) ограничена лишь условием

g/v3 ≪ 1, которое с большим запасом выполняется для

режима БНК, где v ∼ 1, g ∼ 10−5.

Чтобы получить более полную картину для возмож-

ных режимов динамики МФГ необходимо рассмотреть

обладающую достаточно общими свойствами, но кон-

кретную функцию для равновесного примесного профи-

ля Ce(z ).

4. Нестационарные решения
для модели с равновесным
примесным профилем Ce(z − Z)
в виде плавной ступеньки

В отличие от случая твердотельных фазовых пере-

ходов, когда очень часто наблюдается значительная се-

грегация примесей на межфазных границах, сообщений

об этом эффекте для границ кристалл-расплав почти

нет. Поэтому естественно предположить, что плавный

профиль в виде ступеньки

Ce(z −Z)=θ(Z−z ) exp(z −Z) + θ(z −Z)[2 − exp(Z−z )]
(23)

можно считать достаточно типичным. Подставляя (23)
и (14) в (20) получаем функцию f (v) в виде

f (v) = −γ
ṽ + 2

(ṽ + 1)2
, ṽ =

v

1− v2
. (24)

Из (24) и (18) легко видеть, что производная силы

трения R′(v) при γ > 1/3p отрицательна. Учитывая, что

согласно (2), (5) γ ≈ 1T/Tc , где 1T — разность тем-

ператур ликвидуса и солидуса для не слишком сильно

(C > 0.1%) разбавленных сплавов составляет несколько

градусов, в то время как значение p > 102−103, прихо-

дим к выводу, что реализация режима с
”
отрицательным

трением“ для нелинейного осциллятора (22) вполне

вероятно для металлических сплавов.

Выбирая для КВМ с профилем концентрации (23)
численные значения параметров γ = 0.005, p = 100,

g = 6 · 10−6 находим, что уравнение движения МФГ (22)
обладает устойчивым предельным циклом при различ-

ных значениях скорости протяжки образца v p через

градиент температуры (см. рис. 1).

Видно, что при больших v p вблизи границы области

неустойчивости R′(vc ≈ 0.22) = 0 в результате мягкой

бифуркации в динамике МФГ возникает устойчивый

цикл малого размера ∼ √
vc − v p. Отвечающие ему

колебания близки к гармоническим. При уменьшении

v p с продвижением вглубь области неустойчивости цикл

быстро теряет свою правильную эллиптическую форму,

а колебания скорости приобретают характер релаксаци-

онных (
”
пилообразных“) (см. рис. 2).
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Рис. 1. Фазовые кривые уравнения (24) при γ = 0.005.

Линия 1 соответствует значению параметра v p = 0.22, ли-

ния 2 — v p = 0.15.
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Рис. 2. Зависимость ḣ(t) уравнения (24) при γ = 0.005.

Линия 1 соответствует значению параметра v p = 0.22, ли-

ния 2— v p = 0.15.

Вследствие периодических колебаний скорости МФГ

значение избытка концентрации примеси на границе

также периодически меняется в соответствии с (14), (16)

C(ξ =0, t) = C(1)(0, t) +
1

2
v̇
∂2

∂v2

[

C(1)(0, 0)+C(1)(0, v)

v

]

.

(25)

Поскольку в реальных сплавах коэффициент диффу-

зии примеси в твердой фазе на несколько порядков ниже,

чем в жидкой, то с очень хорошей точностью можно

считать, что значение (25) описывает пространствен-

ное распределение примеси в твердом продукте. При

выбранных выше численных значениях параметров γ, p
и g

”
замороженные“ (долгоживущие метастабильные)

профили C(z = v pt) приведены на рис. 3.

Видно, что релаксационным колебаниям отвечают

резкие изменения концентрации на границах ПС, как это

обычно и наблюдается в экспериментах.

В качестве побочного результата, из формулы (25)
очевидно, что феноменологическая модель с двумя функ-

циями отклика, в которой неравновесный коэффици-

ент распределения k(v) постулируется как зависящий

только от мгновенной скорости МФГ v(t) [50], не

может адекватным образом описывать профили перио-

дических ПС.
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Рис. 3. Зависимость C(t) уравнения (24) при γ = 0.00C5.

Линия 1 соответствует значению параметра v p = 0.22, ли-

ния 2 — v p = 0.15.

h t( )

0.6

0.2

0

–600–800

–0.2

0.4

0.8

d
h

t
d
t

(
)/

–400 –200 2000

1.0

1.2

1.4
1

2

3

4

Рис. 4. Линии 1–2 — фазовые кривые модели с парабо-

лическим уравнением диффузии, линии 3–4 фазовые кривые

модели (1) при γ = 0.01. Значению параметра v p = 0.2 соот-

ветствуют линии 1, 3; значению v p = 0.3 линии 2, 4.
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На рис. 4 приведено сравнение циклов, полученных

для модели (1) и модели, в которой используется

параболическое уравнение диффузии.

Хорошо видно, что учет конечности скорости пе-

рескоков примесных атомов в КВМ (1) приводит к

изменению формы и очень существенному уменьшению

размеров устойчивых циклов. Из (16) ясно, что столь же

значительным будет и изменение примесных профилей,

формирующихся в твердом сплаве.

5. Заключение

В рамках версии капиллярно-волновой модели, в кото-

рой дополнительно учтена конечность скорости переско-

ка примесного атома выведено интегро-дифференциаль-

ное уравнение движения границы расплав−кристалл

бинарного разбавленного сплава, движущейся в усло-

виях направленной кристаллизации. Показано, что в

режиме быстрой кристаллизации это уравнение может

быть упрощено до обыкновенного дифференциального

уравнения для нелинейного осциллятора. Периодиче-

ские примесные сверхструктуры в твердой фазе сплава

возникают вследствие существования устойчивого цикла

у этого уравнения. Выведена формула для простран-

ственного примесного профиля, связывающая его пери-

од и форму с рассчитанной таким образом динамикой

межфазной границы.

Изменяя значения управляющих параметров при

быстрой направленной кристаллизации (скорость про-

тяжки v p и градиент температуры G), можно с ис-

пользованием полученных теоретических соотношений

создавать периодические примесные или дефектные

сверхструктуры с заданным профилем в твердом про-

дукте. Значительная часть полученных нами результатов

применима и для описания примесных периодических

сверхструктур для диффузионных фазовых переходов

с изменением концентрации между двумя твердыми

фазами (см. например, обзор [51]).
Вместе с тем, необходимо отметить и одно ограни-

чение применимости полученных результатов: в этой

работе предполагалось, что значения мгновенной ос-

циллирующей скорости межфазной границы ни в один

момент времени не превосходят максимальную диф-

фузионную скорость примесных атомов. В противном

случае, в момент, когда скорость границы превзойдет

диффузионную, произойдет
”
отрыв“ границы от возму-

щенного ею распределения примесей. При этом баланс

сил, действующих на границу, резко изменится, скорость

возрастет, а концентрация примеси в твердом продукте

в течение определенного промежутка времени будет

близка к концентрации в расплаве. Наличие градиента

температуры приведет к тому, что такие
”
отрывы“

будут происходить периодически. Хотя качественная

картина процесса представляется достаточно ясной, ее

количественное описание требует специального расчета,

который мы планируем провести в другой нашей работе.
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