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Теоретически исследованы экситоны и трионы в двухслойных структурах на основе дихалькогенидов

переходных металлов. Получены выражения для эффективного потенциала межчастичного взаимодействия

в такой системе с учетом значительного диэлектрического контраста в гетероструктуре. Предложены

простые и физически оправданные вариационные функции для электрон-дырочных комплексов. Выполнен

вариационный расчет энергий связи экситона и триона в зависимости от расстояния между слоями с учетом

особенностей экранировки кулоновского взаимодействия. Точность вариационного подхода подтверждена

прямым численным расчетом энергии связи экситона в зависимости от расстояния между слоями.
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1. Введение

В последние несколько лет активно ведутся экспе-

риментальные и теоретические исследования полупро-

водниковых систем экстремальной двумерности: графе-

на и монослоев дихалькогенидов переходных металлов

(ДПМ) [1,2]. В отличие от графена, где валентная зона

и зона проводимости смыкаются в точках K и K′ на

границах зоны Бриллюэна, наличие различных атомов

в элементарной ячейке ДПМ приводит к открытию

щели в этих точках [3–5]. В наиболее распространенных

системах ДПМ на основе MoS2, MoSe2, WS2 и WSe2
ширина запрещенной зоны оказывается около 2 eV, что

делает эти материалы исключительно привлекательны-

ми для оптических исследований. К настоящему вре-

мени имеются широкие возможности создания ван-дер-

ваальсовых гетероструктур, где монослои ДПМ, гра-

фен и другие двумерные полупроводники перемежа-

ются гексагональным нитридом бора, обеспечивающим

туннельно-непрозрачные барьеры и значительно улучша-

ющим оптические свойства таких систем [6].
С точки зрения оптической спектроскопии, ключевы-

ми особенностями монослоев ДПМ и гетероструктур на

их основе являются киральные правила отбора (приво-
дящие к тому, что электрон-дырочные пары в долинах

K и K
′ возбуждаются фотонами с противоположной

киральностью), а также исключительно сильные эффек-

ты кулоновского взаимодействия [4,5,7]. В частности,

энергия связи экситона — электрон-дырочной пары —

достигает нескольких сотен meV, а триона — трех-

частичного комплекса из двух одноименных носителей

заряда и одного неспаренного — десятков meV. Тем

самым, экситоны и трионы доминируют в оптическим

отклике ДПМ [8,9].

Возможность создания и активные исследования ван-

дер-ваальсовых гетероструктур и структур с нескольки-

ми слоями ДПМ (см., например, [10–15]) остро ставят

вопрос о расчете кулоновских комплексов, в первую оче-

редь, экситонов и трионов в двухслойных гетерострук-

турах на основе ДПМ с пространственным разделением

заряда. Специфика этих систем по отношению к широко

исследованным структурам с полупроводниковыми кван-

товыми ямами заключается в специфическом характере

экранировки кулоновского взаимодействия. Монослои

ДПМ обладают значительной поляризуемостью, заметно

превосходящей поляризуемость окружающих материа-

лов, в первую очередь нитрида бора. Это, как извест-

но [8,9,17,18], приводит к существенным отклонениям

закона взаимодействия квазичастиц от кулоновского:

на больших расстояниях ρ между носителями заряда

потенциальная энергия спадает как 1/ρ, а на малых

описывается логарифмическим законом. В монослоях

это обстоятельство приводит к драматическим отличиям

экситонной серии от водородоподобной [7,16,19]. Для

двухслойных систем, где два монослоя ДПМ разделены

туннельно-непрозрачным барьером, вопрос об энергиях

связи экситона и триона не был подробно исследован.

В работах [20,21] особенности экранировки кулонов-

ского взаимодействия во внимание не принимались,

а в статьях [22,23] использовалось упрощенное выраже-

ние, не учитывающее самосогласованное экранирование

двумя слоями. Цель настоящей работы — восполнить

указанный пробел.

В работе рассчитан эффективный потенциал межча-

стичного взаимодействия в двухслойных системах на

основе ДПМ, а также разработан вариационный метод

для расчета экситонных и трионных состояний в таких

ван-дер-ваальсовых гетероструктурах.
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Рис. 1. Эффективные потенциалы Veh(ρ) для расстояний

между слоями d → 0 и d = 5aB. Для сравнения показан куло-

новский потенциал. На вставке изображена схема структуры.

2. Эффективный потенциал
взаимодействия

Особенностью данной задачи является необходимость
учета нелокальной экранировки кулоновского взаимо-
действия в двухслойной системе на основе ДПМ. Для
этого было получено обобщение потенциала Рытовой–
Келдыша [17,18] (ср. c [24]).
Рассмотрим двухслойную систему со слоями, рас-

положенным на расстоянии d друг от друга. Предпо-
лагается, что в одном из слоев находятся электроны,
а в другом — дырки; схематически изучаемая система
показана как вставка на рис. 1.
Эффектами экранировки за счет свободных носите-

лей заряда пренебрегается, она не существенна при
расчете энергий связи электрон-дырочных комплексов
в ДПМ [25]. Диэлектрический отклик слоев описываем
двумерными поляризуемостями α1 и α2 первого и второ-
го слоя соответственно, диэлектрическая проницаемость
окружающей среды — ε. Пусть точечный заряд e < 0
находится в слое 1; получим эффективный потенциал,
создаваемый этим зарядом. Поляризация P в исследуе-
мой системе может быть записана как

P = δ(z − z 1)α1E‖ + δ(z − z 2)α2E‖, (1)

где E‖ — компоненты электрического поля в плоскости
структуры, z 1 и z 2 — координаты слоев вдоль оси
z , являющейся нормалью к слоям. Плотность заряда
в слое 1 —

next(r) = eδ(z − z 1)δ(ρ), (2)

где ρ — координата в плоскости структуры. По теореме
Гаусса

δϕ(r) = −
4π

ε
n(r), (3)

где плотность заряда n(r) = next(r) + nind(r), nind(r) —
плотность наведенного заряда:

nind(r) = −divP. (4)

Электрическое поле в плоскости системы выражается

стандартным образом через компоненты градиента по-

тенциала, E‖ = −∇ρϕ(z , ρ), тогда уравнение для потен-

циала, создаваемого точечным зарядом, принимает вид

δϕ(z , ρ) = −
4πe
ε

δ(z − z 1)δ(ρ)

− 4πα1δ(z − z 1)δρϕ(z , ρ) − 4πα2δ(z − z 2)δρϕ(z , ρ)
(5)

Переходя к преобразованию Фурье по координатам

в плоскости монослоев, получаем, в согласии с [24],
следующие выражения:

ϕ̃1 =
2πe
εq

·
1 + qr2(1− ξ2)

(1 + qr2)

(
1 + qr1 −

q2r1r2−ξ2

1+ qr2

) (6)

— для фурье-образа эффективного потенциала взаимо-

действия для зарядов, находящихся в одном слое, и

ϕ̃2 = −
qr1ϕ̃1ξ

1 + qr2
+

2πeξ
εq(1 + qr2)

(7)

— для фурье-образа эффективного потенциала взаи-

модействия для зарядов, находящихся в разных слоях.

Здесь r1 = 2πα1 и r2 = 2πα2 — эффективные радиусы

экранировки в первом и втором слое, соответствен-

но, ξ = e−q|z 1−z 2| = e−qd — безразмерный параметр,

определяющий эффективность электростатического вза-

имодействия слоев. Потенциальная энергия электрон-

электронного и электрон-дырочного взаимодействия по-

лучается из формул (6) и (7) путем домножения на

±e и обратного преобразования Фурье. Далее эти вы-

ражения будут использованы для расчета энергий связи

экситона и триона в двухслойных ван-дер-ваальсовых

гетероструктурах.

3. Энергия связи экситона

Для вычисления энергии основного состояния экси-

тона и триона был использован вариационный метод,

являющейся хорошим компромиссом между точностью

расчета и требуемыми вычислительными затратами.

В данном разделе исследуется основное состояние эк-

ситона, для которого вариационный метод подходит

наилучшим образом. Гамильтониан относительного дви-

жения электрона и дырки в экситоне (напомним, что

электрон и дырка находятся в разных слоях) —

Ĥex = −1ρ + Veh(ρ), (8)

где

Veh(ρ) = −
1

π

∫ ∞

0

dqϕ̃2J0(qρ). (9)

Здесь δρ — оператор Лапласа; в качестве единиц изме-

рения длины и энергии были выбраны aB = ε~2/(µe2),
Ry = µe4/(2ε2~2), соответственно, µ — приведенная
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масса электрон-дырочной пары. Эффективные потенциа-

лы Veh(ρ) для расстояний между слоями d → 0 (модель
монослоя) и d = 5aB, а также, для сравнения, кулонов-

ский потенциал при r1 = r2 = 5aB показаны на рис. 1.

При d → 0 потенциал (9) переходит в потенциал Ры-

товой−Келдыша. В противоположном пределе, d → ∞
(и не слишком малых расстояниях ρ > r1,2), потенциал
взаимодействия, аналогично случаю без диэлектриче-

ского контраста, может быть приближен потенциалом

гармонического осциллятора:1

Veh(ρ) ≈ −
2√

ρ2 + d2
≈ −

2

d
−

ρ2

d3/2
. (10)

Тогда уравнение Шредингера для экситона может быть

решено аналитически, а энергия связи экситонных со-

стояния может быть записана как [27,28]

Eex
b ≈

2

d
−

2

d3/2
(n + 1), n = 0, 1, 2, . . . , (11)

где n — номер уровня.

В качестве пробной функции была выбрана

9ex(ρ, α1, α2, β, δ) = e−α1ρ−βρ2 + δρe−α2ρ, (12)

где α1, α2, β, δ — подгоночные параметры. Вид функ-

ции обоснован следующими обстоятельствами: 1) при

d → 0 потенциал Veh(ρ) существенно отличается от ку-

лоновского вблизи начала координат, и второй член при

δ 6= 0 позволяет учесть соответствующее отклонение от

водородоподобной модели; 2) при больших значениях d
потенциал Veh(ρ) хорошо аппроксимируется гармони-

ческим, формула (10). Тем самым оправдано введение

гауссова сомножителя в пробную функцию (12).
Чтобы проверить точность выбранной пробной функ-

ции, а также дополнительно исследовать энергии связи

возбужденных состояний экситона, был сделан также

численный расчет энергии экситона, основанный на

разложении волновой функции по базису гауссовых

функций. На рис. 2, a сплошными кривыми показа-

ны зависимости энергии связи первых 6 экситонных

уровней с m = 0 (s -состояния экситона); пунктирной

кривой показана асимптотика в пределе больших d
для основного состояния экситона. С целью просле-

дить более подробно переход к пределу гармонического

осциллятора, на рис. 2, b показаны зависимости от d
параметра

δE =
1

2

(
2

d
− Eex

B

)
d3/2, (13)

который должен стремиться к n + 1, n = 0, 2, 4, . . . для

первых 6 уровней с m = 0 [28]. На графике хорошо видно

выполнение этого условия. Напомним, что потенци-

ал двумерного гармонического осциллятора интересен

1 Отметим, что в статьях [22,23] использовался потенциал

Рытовой−Келдыша, в котором в качестве аргумента выступает√
ρ2 + d2 . Такой подход не учитывает самосогласованное экраниро-

вание в двуслойной системе. При этом в пределе больших расстояний

между слоями параболическая зависимость Veh(ρ) также имеет место.
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Рис. 2. a) Энергии связи первых 6 s -состояний экситона

и асимптотика (11) энергии основного состояния (пунктирные
линии) в боровских единицах в зависимости от межслоевого

расстояния d; b) величина δE (13) в зависимости от d.
Параметры экранировки r1 = r2 = 6aB .

тем, что он, наряду с кулоновским, характеризуется

дополнительным вырождением уровней, не связанным

с пространственной симметрией задачи и вызванным

наличием дополнительного нетривиального оператора,

коммутирующего с гамильтонианом [28,29].
В качестве примера и для удобства сопоставле-

ния результатов расчета с возможным экспериментом

энергия связи экситона Eb
ex была рассчитана в раз-

мерных единицах Ry для параметров, при которых

при d = 0 энергии связи трионов окажутся равны-

ми Eb
tr = 27 meV, что отвечает структурам на основе

WSe2 [26]: r1 + r2 = 3.3 nm, ε = 1.2, приведенная масса

экситона взята µ = 0.16m0 [26], где m0 — масса сво-

бодного электрона. Результаты вариационного расчета

показаны на рис. 3. Были рассмотрены два частных слу-

чая, позволяющих наиболее четко проиллюстрировать

метод. В первом случае считается, что эффективный

радиус экранировки в одном слое r1 = 3.3 nm, а во

Физика твердого тела, 2019, том 61, вып. 11
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заны эффективные потенциалы взаимодействия Vee(ρ) для

r1 = 3.3 nm и r2 = 0 (сплошная кривая) и r1 = r2 = 1.65 nm

(пунктирная кривая), вычисленные для d = 0.5 nm. Приведен-

ная масса экситона µ = 0.16m0 .
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связи основного состояния экситона; параметры экранировки

r1 = r2 = 6aB.

втором — r2 = 0 (предел асимметричной экраниров-

ки). Второй случай отвечает симметричной системе,

где радиусы экранировки в обоих слоях одинаковы:

r1 = r2 = 1.65 nm. Как видно из рис. 3, энергии связи

экситона для двух случаев совпадают, когда слои близко

друг к другу (d → 0), и эффективный потенциал взаи-

модействия сводится к потенциалу Рытовой−Келдыша

с радиусом экранировки r1 + r2, а также при d → ∞,

когда особенности экранировки становятся не важны.

При средних значениях d наблюдается отличие — энер-

гия связи экситона при r1 = 3.3 nm и r2 = 0 оказывается

больше, т. к. при этом глубина эффективного потенциала

взаимодействия Veh(ρ) оказывается больше, см. вставку

на рис. 3.

Подчеркнем, что выбор пробной функции именно

в виде (12) обусловлен тем, что в области значений

d отличие энергий связи экситона в двух рассмот-

ренных случаях максимально. Если же зафиксировать

подгоночный параметр δ = 0, то рассчитанная энергия

связи экситона уменьшится чуть более чем на 10%.

Учет ненулевого значения параметра β по сравнению

с функцией без гауссова сомножителя приводит к уве-

личению энергии связи экситона лишь на несколько

процентов. Это обстоятельство не слишком существен-

но для расчета основного состояния экситона, однако

оказывается важным для расчета трионных состояний,

чья энергия связи на порядок меньше, и требуется

выбор согласованных пробных функций как для двух-,

так и для трехчастичного комплекса. На рис. 4 пока-

заны зависимости энергии связи экситона от расстоя-

ния между слоями d, найденные вариационым методом

с полной пробной функцией (12) (сплошная кривая)
и в численном рассчете (пунктирная кривая) для конфи-

гурации с симметричной экранировкой (r1 = r2 = 6aB).
Видно, что на графике результаты неразличимы, и это

свидетельствует об очень высокой точности выбранной

пробной функции.

4. Энергия связи триона

Рассмотрим трион, трехчастичный электрон-дыроч-

ный комплекс, состоящий из двух электронов и одной

дырки (X−-трион) или двух дырок и одного электрона

(X+-трион).
В настоящей работе рассмотрен случай, когда два

одноименных носителя заряда находятся в одном слое,

а третий — во втором слое. Такая ситуация естествен-

ным образом реализуется в структурах с затвором, где

приложенное электрическое поле приводит к простран-

ственному разделению электронов и дырок [32]. Возмож-
ны и другие ситуации: например, экситон в одном слое,

а дополнительный носитель заряда — в другом; или все

носители заряда, составляющие трион, находятся в од-

ном слое. Эти задачи требуют отдельного рассмотрения,

которое выходит за рамки данной работы.

Гамильтониан, описывающий относительное движение

носителей заряда в трионе (движение центра масс трио-

на исключаем, считая его свободным) [26,31]:

Ĥtr = −
~
2

2µ

[
11 + 12 +

2σ

σ + 1
∇1∇2

]

+ Veh(ρ1) + Veh(ρ2) + Vee(|ρ1 − ρ2|), (14)

где ρ1,2 — координаты идентичных носителей заряда

относительно носителя заряда противоположного знака,

1i и ∇i — операторы Лапласа и градиента, действующие

на функции ρi , σ = mi/mk — отношение эффективных
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масс парных носителей заряда к эффективной массе оди-

ночного. Потенциальная энергия электрон-дырочного

взаимодействия дается формулой (9), а взаимодействие

идентичных носителей описывается аналогичным выра-

жением с заменой ϕ̃2 на ϕ̃1 :

Vee(ρ) =
1

π

∫ ∞

0

dqϕ̃1J0(qρ). (15)

Поскольку эффективные массы электронов и дырок

в монослоях дихалькегенидов переходных металлов

близки друг к другу [26], то для простоты и без суще-

ственного ограничения общности рассмотрим X−-трион

(два электрона и неспаренная дырка) при отношении

масс σ = 1. Рассматривается основное состояние трио-

на, полная волновая функция которого антисимметрична

относительно перестановки двух электронов. В нашем

случае антисимметричной будет блоховская функция

двух электронов (с учетом спиновых и долинных ин-

дексов) [26], тогда как координатная часть огибающей

волновой функции будет симметричной по отношению

к перестановкам тождественных частиц, в рассматри-

ваемом частном случае — электронов. Анализ тонкой

структуры энергетического спектра трионов выходит за

рамки данной статьи; он может быть выполнен метода-

ми, развитыми в [26].
Близость эффективных масс носителей заряда в ван-

дер-ваальсовых гетероструктурах на основе дихалькоге-

нидов переходных металлов позволяет упростить фор-

му пробной функции для трионов. В частности, ис-

пользовать волновую функцию в универсальной фор-

ме, позволяющей описать весь диапазон изменения

отношения масс электрона и дырки для обоих типов

трионов [26,30,31] нет необходимости, и достаточно

ограничиться пробной функцией c 9-ю подгоночными

параметрами, в виде

9tr = [9ex(ρ1, α1, α2, β1, δ1)9ex (ρ2, α3, α4, β2, δ2)

+ 9ex (ρ2, α1, α2, β1, δ1)9ex (ρ1, α3, α4, β2, δ2)]

× (1 + c|ρ1 − ρ2|), (16)

где α1, α2, α3, α4, β1, β2, δ1, δ2, c — подгоночные пара-

метры. Форма предложенной пробной функции имеет

ясное обоснование: множитель в квадратных скобках

есть симметризованное произведение экситонных вол-

новых функций (12), описывающих относительное дви-

жение электрона и дырки. Параметры в этих функ-

циях свободные и позволяют
”
подстроить“ экситон-

ные состояния с учетом межэлектронного отталкива-

ния. Множитель (1 + c|ρ1 − ρ2|) учитывает поляриза-

ционные эффекты [30]. Он играет существенную роль

при ненулевом расстоянии между слоями. Указанная

волновая функция хорошо зарекомендовала себя как

для описания трионов в структурах с пренебрежимо

малым диэлектрическим контрастом [30,31], так и для

монослоев дихалькогенидов переходных металлов [26],
где эффективные массы электрона и дырки не сильно
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Рис. 5. Энергия связи триона в зависимости от рассто-

яния между слоями для r1 = 3.3 nm и r2 = 0 (сплошная
кривая) и r1 = r2 = 1.65 nm (пунктирная кривая). На встав-

ке показаны эффективные потенциалы взаимодействия Vee(ρ)
(сплошная кривая) и Veh(ρ) (пунктирная кривая), вычислен-
ные для r1 = r2 = 1.65 nm и d = 0.5 nm. Приведенная масса

µ = 0.16m0, me = mh.

отличаются друг от друга (и составляют примерно

0.5m0, подробнее см. в [33]).
Энергия связи триона, по определению, есть разность

между энергиями триона и энергией изолированных

экситона третьего носителя, помещенных в такую же

структуру. Результаты расчета энергии связи триона

показаны на рис. 5. Как и для экситона, рассмотрены две

ситуации: (a) oба слоя имеют одинаковые эффективные

радиусы экранировки r1 = r2 = 1.65 nm; и (b) электро-

ны находятся в слое с r1 = 3.3 nm, дырка — в слое

с r2 = 0. Отметим, что в противоположном случае,

r1 = 0, r2 6= 0, т. е. когда электроны находятся в слое

без экранировки, энергия связи триона становится ну-

левой при конечных значениях r2 за счет сильного,

по сравнению с притяжением к дыркам, кулоновского

отталкивания между электронами. Даже при r1 = r2
отталкивание между электронами оказывается сильнее

их притяжения к дырке (см. вставку на рис. 5), за

счет пространственного разделения между носителями

заряда разных знаков. Из рис. 5 видно, что энергия

связи триона, как и энергия связи экситона, быстро

убывает с ростом расстояния между слоями. Энергия

связи триона в случае (a) оказывается больше, чем

в случае (b), за счет более сильного кулоновского вза-

имодействия, так же как и для энергии связи экситона.

Существенным обстоятельством является то, что даже

при превышающих ∼ 10 nm расстояниях между слоями

энергия связи триона составляет единицы meV и может

быть надежно измерена в экспериментах.

Необходимо отметить, что в отличие от энергии

связи экситона, которая при большом расстоянии между

слоями d имеет асимптотику (11) и всегда положи-

тельна, энергия связи триона обращается в ноль при
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некоторой критической величине расстояния между сло-

ями d ∼ 30aB [27]. Это связано с тем, что электроны

находятся в одном слое и отталкивание между ними,

начиная с определенного значения d, не может быть

скомпенсировано притяжением к дырке, находящейся

в удаленном слое.

5. Заключение

В работе предложены простые и физически прозрач-

ные пробные функции для описания экситонов и трионов

в двухслойных ван-дер-ваальсовых гетероструктурах на

основе монослоев дихалькогенидов переходных метал-

лов. Выполнены расчеты энергии связи и показано,

что даже при значительных расстояниях между слоями

(∼ 10 nm), энергия связи проcтранственно-непрямого

экситона составляет десятки, а триона — единицы meV.
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