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Введение

Наноструктуры, представляющие собой различные

двумерные геометрические объекты, обладают уникаль-

ными свойствами, что вместе с прогрессом в произ-

водстве этих структур делает актуальными исследова-

ния свойств композитных сред на основе наночастиц.

Одним из уникальных свойств таких двумерных объек-

тов является квантовый геометрический потенциал, т. е.

зависимость потенциальной энергии системы от чисто

геометрических параметров поверхности.

Геометрический потенциал имеет квантовое проис-

хождение, поскольку он пропорционален квадрату по-

стоянной Планка h. Такая закономерность приводит к

тому, что физические эффекты начинают проявляться в

нанометровом масштабе.

В реальных системах с радиусом кривизны порядка не

более сотен нанометров величина геометрического по-

тенциала все еще очень мала и имеет масштаб энергии

меньше одного Кельвина, что препятствует эксперимен-

тальной реализации и эксплуатации многих феноменаль-

ных явлений [1–7]. Гигантские фуллерены и нанотрубки

являются наночастицами, которые имеют радиус кривиз-

ны поверхности масштаба 10 nm. Для таких наночастиц

геометрический потенциал может влиять на их частоту

поверхностных колебаний. Геометрический потенциал за

счет давления изгибного возбуждения кривизны вызы-

вает дополнительную нормальную поверхностную силу.

Для фуллеренов и нанотрубок актуальность исследо-

вания поверхностных колебаний определяется весьма

малой изученностью феномена в области столь малых

размеров и сантиметровым диапазоном длин излуча-

емых волн. Такое излучение позволяет производить

картографирование высокого разрешения, управление

воздушным движением на коротких дистанциях, созда-

ние специальных радаров и может быть использовано в

РЛС аэропортов при создании и распознании ложных

мишеней при радиолокации. Природа поверхностных

колебаний наночастиц имеет различную природу. Напри-

мер, для нанотрубок с полупроводниковым типом прово-

димости продольные осцилляции могут обусловливаться

модулем Юнга [8,9]. В [8] при исследовании полевой

эмиссии из нанотрубок в присутствии высокочастотно-

го электрического поля на частотных характеристиках

эмиссионного тока обнаружены серии узких пиков в

диапазоне частот 50−1200MHz, что авторы связывают

с резонансом первой и второй гармоник вынужденных

гармонических колебаний углеродных нанотрубок в вы-

сокочастотном электрическом поле. В [9] проведены

аналогичные исследования для длинных углеродных на-

нонитей (нанотрубок) в сильном постоянном и слабом

переменном электрических полях в области частот в

несколько сотен килогерц (обнаружена серия узких

пиков с добротностью до 1100). Модуль Юнга для

свободных от примесей нанотрубок был получен в ряде

работ с применением различных экспериментальных

методик. В работе [10] это было сделано на основе

исследования амплитуды тепловых колебаний концов

нанотрубки, в [11] — исследованием деформации изгиба

с помощью атомного силового микроскопа. Эксперимен-

тальный результат для модуля Юнга лежит в пределах

одного TPa. Это близко к значениям модуля Юнга для

графита, однако экспериментальные ошибки достаточно

велики. Большой разброс имеет место и в теоретических

оценках [12] (см. также [13]). В [14] обнаружено, что

модуль упругости как функция диаметра резко умень-

шается (от 1 до 0.1 TPa) с увеличением диаметра (от 8

до 40 nm).

5∗ 387



388 Н.Р. Садыков, Н.В. Юдина

Сама процедура квантования системы с тонкими стен-

ками, введенная в [15] и обобщенная в [16] (метод
Jensen–Koppe–da Costa или JKC), рассматривает кван-

товое движение на искривленной двумерной (2D) по-

верхности как предельный случай частицы в трехмерном

(3D) пространстве. В рамках метода JKC квантовые

носители теперь могут эволюционировать в двумерном

пространстве при наличии индуцированного кривизной

квантового геометрического потенциала.

В настоящей работе нас будет интересовать влияние

на механизм колебания фуллерена геометрического по-

тенциала, т. е. потенциала, имеющего чисто геометриче-

ское происхождение [15–19].

Геометрический потенциал на
двумерной поверхности

Поскольку геометрический потенциал пропорциона-

лен квадрату постоянной Планка h, такая закономер-

ность приводит к тому, что физические эффекты начина-

ют проявляться в нанометровом масштабе. В таком мас-

штабе геометрический потенциал может вызывать ин-

тригующие феноменальные явления [1–7]. В [1] исследо-
вано влияние деформации поверхности цилиндрической

квантовой проволоки на локализацию поверхностных

состояний, и вычислена энергия этих локализованных

состояний, зависящая от характеризующих поверхность

параметров. На ограниченной периодической криволи-

нейной поверхности на квантовую частицу геометри-

ческий потенциал действует как топологический кри-

сталл [2]. В [3] показано, что число связанных состояний

определяется малым и большим радиусами тора. В [4]
и [6] определены собственные состояния и связанные

с ними собственные значения энергии для квантово-

механической частицы, ограниченной оболочкой Меби-

уса. Показано, что учет вклада кривизны в кинетическую

энергию приводит к расщеплению дважды вырожденно-

го основного состояния и существенно изменяет форму

волновых функций основного и возбужденного состоя-

ний. В [5] показано, что для изогнутых цилиндров с раз-

личными радиусами геометрический потенциал сильно

влияет на квантовые характеристики пропускания иссле-

дуемых структур. Феноменальные явления возникают с

геометрическим потенциалом также в случае спирально

свернутых наноструктур, что приводит к появлению

скрученных связанных состояний [6,7].
Чтобы описать геометрический потенциал в отличие

от работы [16], индексы контрвариантных компонент

любого вектора в криволинейной системе координат

будем писать сверху, а у ковариантных компонент будем

писать снизу. По аналогии с [16] введем криволинейную

систему координат

R(q1, q2, q3) = r(q1, q2) + q3
N̂(q1, q2), (1)

где r(q1, q2) — определяет точки двумерной

поверхности (двумерный метрический тензор

gi j = (∂r/∂qi )(∂r/∂q j ), i , j = 1, 2), N̂(q1, q2) —

является единичной нормалью к поверхности

в рассматриваемой точке. Выпишем уравнение

Вейнгартена (Weingarten qwuation)

∂N̂

∂qi
=

2
∑

j=1

α
j
i
∂r

∂q j
, (2)

где i = 1, 2, вектор ∂r/∂q j является базисным ковекто-

ром двумерной системы координат. Уравнение Вейнгар-

тена отражает тот факт, что вектор N̂ в любой точке

поверхности является единичным вектором, поэтому

приращение этого вектора будет линейной комбинацией

двух базисных (линейно независимых) векторов.
В (2) тензорные коэффициенты α

j
i могут быть вы-

ражены через метрический тензор gm j (первая квадра-

тичная форма) размерности два и коэффициенты второй

квадратичной формы bim

α
j
i = −

2
∑

m=1

bimgm j, (3)

где

N̂
∂2r

∂q j ∂q j

∣

∣

∣

q3=0
= bi j . (4)

Действительно, из равенства N̂∂r/∂q j = 0 с учетом (2)
и (4) получаем

∂N̂

∂qi

∂r

∂q j
=

2
∑

k=1

αk
i
∂r

∂qk

∂r

∂q j
=

2
∑

k=1

αk
i gk j = −bi j . (5)

Из (5) следует равенство (3). Тензор gm j в (3)
можно выразить по аналогии с работой [16] через

первую квадратичную форму gm j с учетом равенства
2

∑

m=1

gimgm j = g j
i = δ

j
i :

α1
1 =

1

g
(g12b21 − g22b11), α2

1 =
1

g
(b11g21 − b21g11),

α1
2 =

1

g
(g22b12 − b12g22), α2

2 =
1

g
(b21g11 − b22g11), (6)

где δ
j
i — дельта-символ Кронекера.

Равенства (6) позволяют установить связь между

определителями матриц detα
j
i и det bim

detα
j
i = −detbim/g. (7)

Здесь и далее g является определителем двумерного

тензора gi j . Равенство (7) можно получить также непо-

средственно из равенства (3), воспользовавшись опреде-

лителем произведения двух матриц. Исходя из коэффи-

циентов первой и второй квадратичных форм gi j , bi j и

используя уравнение из работы [20]

∣

∣

∣

∣

b11 − λg11 b12 − λg12

b21 − λg21 b22 − λg22

∣

∣

∣

∣

= 0, (8)
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получим выражения для величин главных кривизн λ1, λ2.

Сумма и произведение главных кривизн определяет

среднюю λ1 + λ2 и кривизну Гаусса λ1λ2 соответственно

λ1 + λ2 =
g11b22 + g22b11 − g12b21 − g21b12

g
,

λ1λ2 =
det bim

g
. (9)

Из (1) с учетом (2) и (3) следует выражение для

трехмерного метрического тензора Gi jh [20]

∂R

∂q j
=

∂r

∂q j
+ q3 ∂N̂

∂qi
=

∂r

∂q j
− q3

2
∑

m=1

bimgm j ∂r

∂q j
,

Gi j =
∂R

∂qi

∂R

∂q j

= gi j − q3(bi j + b j i ) + (q3)2
( 2

∑

k,p=1

bikgk pb j p

)

. (10)

Из (10) следует выражение для определителя трехмер-

ного метрического тензора Gi j

G = g − 2q3[b11g12 + b22g11 − 2b12g21]

+ 4(q3)2det bi j + (q3)2g

( 2
∑

m,n,k,p=1

gmnbnkg
k pbT

pm

)

, (11)

где bT
pm = bmp. С учетом (9) определитель трехмерного

метрического тензора из (11) преобразуем к виду

G = g

[

1− 2q3(λ1 + λ2) + 4(q3)2λ1λ2

+ (q3)2
( 2

∑

m,n,k,p=1

gmnbnkg
k pbT

pm

)]

. (12)

В случае криволинейной системы координат (1) пред-

ставим элементарный объем по аналогии с работой [16]
в виде функциональной зависимости

dV = f (q1, q2, q3)dSdq3, (13)

где dS=
√

gdq1dq2. Поскольку в соответствии с диф-

ференциальной геометрией [20], dV =
√

Gdq1dq2dq3,
из (12) и (13) следует

f =

√

G
g

=

{

1− 2(λ1 + λ2)q
3 + 4λ1λ2(q

3)2

+ (q3)2
( 2

∑

m,n,k,p=1

gmnbnkg
k pbT

pm

)}1/2

= 1− (λ1 + λ2)q
3 − 1

2
(λ1 + λ2)

2(q3)2 + 2λ1λ2(q
3)2

+
1

2
(q3)2

( 2
∑

m,n,k,p=1

gmnbnkg
k pbT

pm

)

, (14)

где при выводе G разложили в ряд Тейлора с точностью

до величины (q3)2 включительно.

Чтобы вычислить последнее слагаемое в правой ча-

сти (14), перейдем в данной точке поверхности к

двумерной ортогональной системе координат, причем

базисные векторы направим вдоль главных кривизн.

В такой системе коэффициенты первой и второй квад-

ратичных форм gm j и bim будут иметь вид

gi j =

(

g11 0

0 g22

)

=
1

g

(

g22 0

0 g11

)

, bi j =

(

b11 0

0 b22

)

.

(15)
Из (15) следует

gmnbnkg
k pbT

pm = (g11b11)
2 + (g22b22)

2. (16)

С учетом (2) и (3) получаем

g11b11 =
1

h21

∣

∣

∣

∣

e1
∂N̂

∂q1

∣

∣

∣

∣

=
1

h1

∣

∣

∣

∣

∂N̂

∂q1

∣

∣

∣

∣

= λ1, g22b22 = λ2. (17)

С учетом (17) функция f из (14) преобразуется к виду

f = 1− (λ1 + λ2)q
3 + λ1λ2(q

3)2. (18)

Из (18) в соответствии с [16] следует выражение для

величины геометрического потенциала

VS = − h2

8m

[

1

f 2

(

∂ f
∂q3

)2

− 2

f
∂2 f

∂(q3)2

]∣

∣

∣

∣

q3=0

= − h2

8m

[

(λ1 + λ2)
2 − 4λ1λ2

]

= − h2

8m
(λ1 − λ2)

2. (19)

Геометрический потенциал
для фуллерена

Рассмотрена модель, когда фуллерен слабо деформи-

рован вдоль выделенной оси, в результате чего поверх-

ность превращается в сфероид. В результате величины

главных кривизн в произвольных точках возмущенной

поверхности фуллерена различаются ([20]), что, в свою

очередь, приводит к наличию геометрического потенци-

ала для частицы в уравнении Шредингера [16] .
Для рассматриваемого случая введем криволинейную

систему координат

x1 = (R0 + ζ + x) sin θ cosφ,

x2 = (R0 + ζ + x) sin θ sinφ,

x3 = (R0 + ζ + x) cos θ, (20)

где R0 — радиус гигантского фуллерена, ζ =
= ζ0Yl=2,m=0(θ, ϕ) — смещение поверхности фулле-

рена вдоль радиуса, ζ0 = const, ζ0 ≪ R, Yl=2,m=0 =
=

√

5/(16π)(1− 3 cos2 θ) — сферическая функция.

В (20) при x = 0 мы получаем поверхность возму-

щенного эллипсоида. Введенные в (20) по аналогии
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с формулой (1) координаты (θ, φ, ζ ) выполняют роль

переменных

θ = q2, φ = q2, x = q3. (21)

Для определения главных кривизн эллипсоида сначала

определим в точке q3 = 0 с помощью (20) базисные

векторы eα = ∂r/∂qα в криволинейной системе коорди-

нат (20):

e1|x=0 = ∂R/∂q1|x=0 =

(

(R + ζ ) cos θ cosφ + 3ζ0
√

5/(4π) sin2 θ cos θ cosφ,

(R + ζ ) cos θ sinφ + 3ζ0
√

5/(4π) sin2 θ cos θ sinφ,

− (R + ζ ) sin θ + 3ζ0
√

5/(4π) sin θ cos2 θ
)

,

e2|x=0 = ∂R/∂q2|x=0 =

(

−(R + ζ ) sin θ sinφ, (R + ζ ) sin θ cos θ, 0
)

,

e3|x=0 = ∂R/∂q3 = (sin θ cosφ, sin θ sinφ, cos θ). (22)

Из (22) следует выражение для коэффициентов пер-

вой квадратичной формы (метрический тензор на по-

верхности фуллерена)

gαβ = Gαβ |x=0 =

(

(R + ζ )2 + 45
4π
ζ 2
0 sin2 θ cos2 θ, 0

0, (R + ζ )2 sin2 θ

)

, (23)

где α, β = 1, 2.

Теперь определим коэффициенты для второй квадра-

тичной формы

m
∂2R

∂qα∂qβ

∣

∣

∣

∣

∣

bαβ

, (24)

где m — единичный перпендикулярный к поверхности

фуллерена вектор. Из (24) с учетом (22) получаем

∂2r

∂q1∂q1

∣

∣

∣

∣

∣

x=0

=

[

−(R + ζ ) + 3ζ0

√

5

4π
cos 2θ

]

e1

+ 3
ζ0

R

√

5

4π
sin 2θe3|x=0,

∂2r

∂q1∂q2

∣

∣

∣

∣

∣

x=0

= 0, (25)

∂2r

∂q2∂q1

∣

∣

∣

∣

∣

x=0

= 0,

∂2r

∂q2∂q2

∣

∣

∣

∣

∣

x=0

= −(R + ζ )(sin θ cosφ, sin θ sinφ, 0).

Из (24) и (25) следует выражение для коэффициентов

второй квадратичной формы

bαβ =

(

−(R + ζ ) + 3ζ 2
0

√

5/(4π) cos 2θ 0

0, −(R + ζ ) sin2 θ

)

.

(26)

Исходя из выражений (23) и (26) для коэффициентов

первой и второй квадратичных форм и используя урав-

нение [20]
∣

∣

∣

∣

b11 − λg11 b12 − λg12

b21 − λg21 b22 − λg22

∣

∣

∣

∣

= 0, (27)

получим величины главных кривизн поверхности фулле-

рена c точностью до ζ 2
0

λ1 = − 1

R + ζ
+ 3

ζ0

R2

√

5

4π
cos 2θ, λ2 = − 1

R + ζ
. (28)

Из (28) получаем величину разности главных кривизн

для поверхности возмущенного фуллерена с точностью

до ζ0

λ1 − λ2 = −3
ζ0

R2

√

5

4π
cos 2θ. (29)

Влияние геометрического потенциала
на поверхностные колебания
фуллерена

Для того чтобы получить уравнения колебаний по-

верхности гигантского фуллерена, с помощью стацио-

нарной теорий возмущения определим изменение энер-

гии всей конфигурации электронов в случае сфероидаль-

но деформированного фуллерена за счет геометриче-

ского потенциала (29). Потом покажем, что аналогич-

ный результат можно получить на основе нестационар-

ной теории возмущения, если учесть, что резонансная

частота колебания фуллерена удовлетворяет условию

1t = T ≪ 1/ωi j .

Для этого сначала в соответствии со стационарной

теорией возмущения вычислим среднее значение гео-

метрического потенциала для фуллерена в одночастич-

ном приближении по различным состояниям электронов

(поправка к уровню энергии в первом порядке теории

возмущения [21])

Elm = E(0)
lm + Vlm,lm, C(0)

lm = 1, C(1)
lm = 0,

C(0)
l ′m = 0, C(1)

l ′m =
Vl ′m,′m

E(0)
lm − E(0)

l ′m

, (30)

где в пренебрежении радиальной частью волновой функ-

ции фуллерена решение в одноэлектронном приближе-

нии будем искать в виде волновой функции ротатора с

соответствующими собственными значениями энергии

9
(0)
lm = 3

(0)
lm (θ) exp(imϕ), 3

(0)
lm = Ylm(θ),

E(0)
lm =

h2

2meR2
l(l + 1),

− h2

2meR2

[

1

sin θ

∂

∂θ

(

sin θ
∂

∂θ

)

− m2

sin2 θ

]

3
(0)
lm =

E(0)
lm (θ)3

(0)
lm (θ). (31)
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В (30) и (31) ξ = cos θ, m = 0,±1,±2, . . . ,±l . В (30)
Vl ′m,lm являются матричными элементами геометриче-

ского потенциала VS (в соответствии с (19) потенциал

не зависит от азимутального угла, поэтому вырождение

по магнитному числу m не снимается). В (31) вели-

чина meR2 выполняет роль момента инерции. Чтобы

вычислить среднее значение функции (cos 2θ)2 по раз-

личным состояниям электронов, воспользуемся равен-

ством [22]

ξYlm(ξ) =

√

(l + 1)2 − m2

4(l + 1)2 − 1
Yl+1,m(ξ) +

√

l 2 − m2

4l 2 − 1
Yl−1,m(ξ),

Ylm(ξ) cos 2θ =

= 2

√

(l + 1)2 − m2

4(l + 1)2 − 1

√

(l + 2)2 − m2

4(l + 2)2 − 1
Yl+2,m(ξ)

+

[

2
(l + 1)2 − m2

4(l + 1)2 − 1
+ 2

l 2 − m2

4l 2 − 1
− 1

]

Yl ,m(ξ)

+ 2

√

l 2 − m2

4l 2 − 1

√

(l − 1)2 − m2

4(l − 1)2 − 1
Yl−2,m(ξ). (32)

С учетом ортогональности сферических функций

1
∫

−1

Y∗

lmYl ′m′dξ = δll ′δmm′ |l ,m〉

из (32) получаем в первом порядке теории возмущения

поправку к энергии уровня |l , m〉

E(1)
lm,lm = Vlm,lm = − 45h2

8πme

(

ζ0

R

2)2

×
{

(l + 1)2 − m2

4(l + 1)2 − 1

(l + 2)2 − m2

4(l + 2)2 − 1
+

[

(l + 1)2 − m2

4(l + 1)2 − 1

+
l 2 − m2

4l 2 − 1
− 1

]2

+
l 2 − m2

4l 2 − 1

(l − 1)2 − m2

4(l − 1)2 − 1

}

. (33)

Тогда из (33) с учетом (32) получаем среднее значение

геометрического потенциала, приходящегося на один

электрон, как функцию ζ0

〈VS〉 =
1

(l0 + 1)2

l0
∑

l=0

l
∑

m=−1

Vlm,lm

= − 45h2

32πme

(

ζ0

R2

)2

〈(cos 2θ)2〉. (34)

Поскольку |Vl ′m,lm|/|E(0)
lm − E(0)

l ′m| ≪ 1, можно пренебречь

C(1)
l ′m, т. е. в случае стационарной теории возмущения

получаем только поправку к энергии уровня |l , m〉.
Результат, аналогичный (33), следует из нестационар-

ной теории возмущения в первом порядке, если масштаб

изменения 1t матричных элементов Vl ′m,lm удовлетворя-

ет условию 1t ≪ h/|E(0)
lm − E(0)

l ′m| (происходит адиабати-

ческое, т. е. медленное изменение приложенного возму-

щения (геометрического потенциала))

ih
∂C(1)

lm (t)

∂t
= Vlm,lm,

ih
∂C(1)

l ′m(t)
∂t

= Vl ′m,lm exp
(

−i
[

(E(0)
lm − E(0)

l ′m)t
]

/h
)

, (35)

т. е. по аналогии со стационарной теорией возмущения

пренебрежем вторым уравнением в (35) (можно считать

C(1)
l ′m(t) = 0). Из первого уравнения (35), при выполне-

нии условия Jm(E(0)
lm ) = λ > 0, λ → 0 следует

Clm(t) = exp

(

− i
h
[E(0)

lm t]

)

+

t
∫

−∞

Vlm,lmdt

≈ exp

(

− i
h

t
∫

−∞

(E(0)
lm + Vlm,lm)dt

)

, (36)

что позволяет заключить, что квазиэнергия состоя-

ния |l , m〉 имеет вид Elm(t) = E(0)
lm + Vlm,lm(t) (совпадает

с (30)).
В одночастичном приближении при колебатель-

ном движении поверхности возмущенного фуллерена

Лагранжиан запишется

L =
M(ζ0)

2

2
+

45h2

32πme
〈(cos 2θ)2〉 ζ

2
0

R4
, (37)

где M — масса ядра углерода.

Из (37) следует уравнение
”
колебания“ для гигантско-

го фуллерена

∂2ζ0

∂t2
+

45h2

16πMmeR4
〈(cos 2θ)2〉ζ0 = 0. (38)

Из (38) видно, что решение будет затухать или

усиливаться по экспоненциальному закону

ζ0 ∼ exp(−κt), κ =

[

45h2〈(cos 2θ)2〉
16πmeMR4

]1/2

. (39)

Данный эффект приводит к уменьшению или полной

компенсации эффекта свободных колебаний сфериче-

ского слоя за счет модуля Юнга W при деформации

поверхности в поперечном направлении [23]:

∂2ζ1

∂t2
+

h2W
12ρ(1 − χ2)

12
⊥ζ1 = 0, (40)

где h — толщина фуллерена, 1⊥ — двухмерный опера-

тор Лапласа на двумерной поверхности r(q1, q2), ρh —

масса, приходящаяся на единицу площади фуллерена

(поверхностная плотность массы), χ — коэффициент

Пуассона. Если в (40) положить ζ1 ∼ Ylm(θ), то с учетом
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сферических координат (21) оператор 1⊥ из (40) можно
записать с помощью углового оператора Лапласа

1⊥ζ1 = R−21θφζ1 = −l(l + 1)ζ1/R2. (41)

При l = 2 из (38) и (40) с учетом (39) и (41) следует

уравнение колебания для основной моды

∂2ζ1

∂t2
+ ω2ζ1 = 0,

ω0 =

[

3h2W
ρ(1 − χ2)R4

]1/2

, ω = (ω2
0 − κ2)1/2. (42)

Из (38) и (42) следует, что поверхностные колебания

фуллерена при деформации отсутствуют при выполне-

нии условия ω0 = κ .

Обсуждение результатов

При решении задачи на основе теории возмущения

реализуются несколько различных случаев [24]: нали-

чие слабого внешнего поля или слабое взаимодействие

между частицами; немалые возмущения V̂, действую-

щие в течение малого времени τ (возникает малый

параметр ξ ∼ |V|τ ); случай адиабатического приближе-

ния, когда возмущение изменяется за времена много

большие, чем характерные периоды T рассматриваемой

системы (возникает малый параметр ξ ∼ 1/(ωτ ), где

ω = 2π/T); случай нескольких вырожденных состоя-

ний, либо наличие в системе нескольких состояний

с близкими значениями уровней энергии; возмущение

граничных условий, в частности, в случае планарной,

цилиндрической и сферической геометрий. Перечислен-

ные случаи теорий возмущений позволяют рассмотреть

такие квантовые процессы, как задача рассеяния частиц,

задача ионизации при β — распаде и ионизации при

ядерных столкновениях; позволяют описать такие эф-

фекты, как эффект Мессбауера, эффект Зеемана, эффект

Штарка и др. В случае возмущения граничных условий

реализуется поучительная ситуация для световодов с

периодически возмущенной сердцевиной [25]. В слу-

чае осесимметричных световодов волновое уравнение,

описывающее эволюцию излучения, совпадает с неста-

ционарным уравнением Шредингера, где роль времени

выполняет продольная координата, а
”
оператор Гамиль-

тона“ определяется профилем показателя преломления.

В работе [26] показано, что при выполнении условий

слабой связи в случае периодических возмущений, зави-

сящих от продольной координаты не по гармоническому

закону, может реализоваться случай сильной связи.

Используемая в настоящей работе теория возмущения

относится к случаю возмущенных граничных условий,

где в случае слабо возмущенной поверхности фуллерена

ζ0 ≪ R можно воспользоваться собственными значения-

ми и собственными функциями пространственного рота-

тора (31) (в этом случае пренебрегаем толщиной сфе-

рического слоя h), либо воспользоваться программами

для вычисления собственных значений и собственных

функций сферического слоя (например, [27]). Результа-
ты настоящей работы можно обобщить на случай вы-

тянутых фуллеренов, воспользовавшись сфероидальной

(ортогональной) системой координат.

Приведем численные оценки влияния геометриче-

ского потенциала на величину поверхностных колеба-

ний фуллерена. Пусть радиус гигантского фуллерена

R = 7 nm. В этом случае l0 ≈ 32πR2/(3
√
3b2) ≈ 218,

〈(cos 2θ)2〉 ≈ 0.47, где b = 1.42 · 10−10 m. Из (39) сле-

дует, что κ ≈ 1.04 · 1010 s−1. При W = 1.3TPa, тол-

щина слоя фуллерена h = 0.1 nm, ρ = 8M/(3
√
3b2h),

b = 0.142 nm, M = 2 · 10−26 kg — масса атома углеро-

да, χ = 0, циклическая частота колебаний поверхности

фуллерена ω0 ≈ 4 · 1010 s−1 без учета геометрического

потенциала, что в четыре раза больше величины κ

из (39). Частота ω0 соответствует длине электромагнит-

ной волны λ ≈ 4.7 cm в вакууме.

Рассмотренная задача перекликается с задачей ко-

лебания поверхностей капелек за счет поверхностного

натяжения. Такая задача является актуальной при ра-

диолокационном зондировании макро- и микрообъектов,

составной частью которых является капелька. Это, на-

пример, облака, туманы, смоги. В случае заряженных

частиц осцилляции капель приводят к радиоизлучению

конвективных облаков [28–30]. В работе [28] техника

расчета основывалась на законе сохранения энергии

и дисперсионном уравнении задачи и не позволила

определить тип излучения (дипольное, квадрупольное

или магнитно-дипольное). В [29] задача решена для жид-

кости с учетом ее кинематической вязкости ν , а в [30]
гидродинамические расчеты проведены с учетом второго

порядка малости. Учет диссипативных процессов внутри

капли приводит тому, что существует минимальный

радиус R ≥ 50π2ν2ρ/(3σ ) ≈ 2.3 · 10−6 ≈ 2.3µm, при ко-

тором еще возможно устойчивое резонансное колеба-

ние за счет поверхностного натяжения. Если ради-

ус уменьшить, то капля начинает распадаться на бо-

лее мелкие капли. При R = 2.3µm частота колебаний

ωn ≈ 1.9 · 105 s−1 для основной моды n = 2, где имеет

место

ωn =
[

n(n− 1)(n + 2)σ/(ρR3)
]1/2

, (43)

где σ и ρ — коэффициент поверхностного натяжения

и плотность воды соответственно. Величина ωn в слу-

чае капелек на пять порядков меньше, чем в случае

гигантского фуллерена. Такая разница объясняется ма-

лым радиусом гигантского фуллерена по сравнению с

минимальным радиусом капли воды. Если в (43) вместо

радиуса капли R = 2.3µm при n = 2 и том же значении

величины σ/ρ подставить радиус R = 7 nm гигантского

фуллерена, то частота колебаний капли будет равна

ωn=2 ≈ 1.1 · 109 s−1, что уже только на 1−2 порядка

меньше частоты колебания фуллерена.

Рассмотренная в работе задача индуцирования гео-

метрического потенциала за счет изгибного возбужде-

ния кривизны двумерной поверхности в значительной
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степени перекликается с задачей деформации тонких

эластичных наноструктур [31]. В экспериментальной ра-

боте [31] показано, что возбуждение кривизны сводится

к нормальной поверхностной силе, подобной давлению,

но вызывающей вращающий момент вдоль границы

оболочки. Из-за тонкой геометрии эластичные оболочки

наноструктур показывают интригующие механические

неустойчивости. Возможно, наиболее знаковым приме-

ром является изгиб сферической оболочки под давле-

нием — ситуация, часто приводящая к разрушению

конструкций [32]. Чтобы описать механику тонких струк-

тур с произвольными возбуждающими факторами, клас-

сическую механику оболочек можно распространить

на модельные тела, которые не имеют конфигурации

без напряжений [33–35], что приводит к неевклидовой

теории оболочек [36]. Несмотря на прогресс [37,38], роль
влияния изменений за счет кривизны тонких структур

и их взаимодействия с геометрическими параметрами

возмущения и нестабильностью в тонких изначально

изогнутых оболочках, остается недостаточно понятной.

Поскольку в нашем случае смещение является функ-

цией времени, в этом случае по аналогии со спино-

вой связностью, нужно воспользоваться четырехмер-

ной криволинейной системой координат в пространстве

Минковского. Например, такой подход в [39] позволил

исследовать эффект Zitterbewegung в топологическом

изоляторе и бислое графена с нитридом бора в обычных

координатах.

Заключение

При толщине потенциального слоя h ≈ 10−10 m ≈ 1�A

фуллерена имеет место κ/ω0 ≈ 0.26 (геометрический
потенциал приводит к уменьшению частоты поверхност-

ных колебаний фуллерена за счет модуля Юнга W в
√

ω2
0 − κ2/ω0 ≈ 0.965 раз), и в случае малых деформа-

ций не зависит от радиуса фуллерена. Малые размеры

фуллерена по сравнению с наименьшим размером капе-

лек жидкости приводят к тому, что частота поверхност-

ных колебаний для гигантского фуллерена будет на пять

порядков больше, чем в случае капелек жидкости.

В случае малых колебаний κ ∼ 1/R, ω0 ∼ 1/R. Если
бы при увеличении величины деформации ζ0 выпол-

нялось условие ω0 = κ, то реализовалось бы условие

равновесия при сфероидальной деформированной по-

верхности гигантского фуллерена. Это, в свою очередь,

означало бы, что геометрический потенциал приводит к

различным деформациям наноструктур [40,41]. При вы-

полнении условия κ/ω0 > 1 сфероид был бы неустойчив,

что по аналогии с критерием Рэлея для заряженных ка-

пелек привело бы к распаду сфероида [42,43]. Возможно,
что рассмотренная в работе задача является одним из

механизмов деформаций различных наноструктур.
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