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Введение

Расчет сил взаимодействия двух заряженных проводя-

щих тел важен для анализа различных физических про-

цессов. Примером может служить расчет констант коа-

гуляции в заряженных аэродисперсных системах. В том

случае, когда расстояние между телами много больше

их размеров, вычисление этих сил можно проводить на

основе закона Кулона. Однако при близких расстояниях

между телами существенную роль начинает играть по-

ляризационное взаимодействие, что делает актуальным

разработку методов, позволяющих проводить расчет сил

электростатического взаимодействия проводящих тел

при заданных величинах их зарядов. Проблема взаимо-

действия двух заряженных сферических проводящих тел

разных радиусов впервые была рассмотрена С.Д. Пуас-

соном [1], в дальнейшем исследовалась У. Томсоном [2],
Дж. Клерком Максвеллом [3] и рядом других иссле-

дователей (см., например, [4,5]), и ее окончательное

решение была найдено лишь с появлением современной

вычислительной техники [6,7]. Что же касается тел,

форма которых отлична от сферической, то силы взаимо-

действия между ними вычислялись лишь при заданных

значениях потенциалов на их поверхностях [8,9], но не

их зарядов. С практической же точки зрения представ-

ляет интерес и вычисление силы взаимодействия между

проводящими телами с отличными от сферической фор-

мами при заданных зарядах на их поверхностях. В связи

с этим в настоящей работе с помощью метода конечных

элементов исследуется взаимодействие сфероидальных

заряженных тел.

Общая схема расчета

Прежде чем перейти к вычислению сил электростати-

ческого взаимодействия двух проводников при заданных

величинах их зарядов, рассмотрим способ расчета этих

сил для известных значений потенциалов на поверхно-

стях этих тел при условии, что вдали от них потенциал

полагается равным нулю. Распределение потенциала ϕ

в окрестности проводников в этом случае однозначным

образом находится из решения уравнения Лапласа [10]

1ϕ = 0. (1)

В методе конечных элементов область, в которой

ищется распределение той или иной величины, разби-

вается на множество подобластей. В результате получа-

ется расчетная сетка, на основе которой генерируется

набор базисных функций, используемых для аппрок-

симации искомого распределения. В настоящее время

имеется ряд компьютерных программ, позволяющих

находить численное решение исходной системы диффе-

ренциальных уравнений методом конечных элементов, а

поиск распределения некоторой величины, являющейся

решением уравнения (1) при заданных ее значениях

на границах некоторой расчетной области, является,

как правило, стандартным обучающим примером, на

котором описываются особенности использования той

или иной программы в ее руководстве. Примерами таких

программ являются freefem++ [11] и FEniCS [12]. Так же

именно этот пример обычно первым рассматривается в

различных руководствах по методу конечных элементов.

Ввиду большого количества литературы по данному

вопросу, в настоящей статье подробности применения

этого метода к решению уравнения (1) опускаются.

В методе конечных элементов распределение той или

иной величины всегда ищется в некоторой конечной

области. Очевидно, что в нашем случае размер этой

области должен быть велик по сравнению с размерами

рассматриваемых тел и расстоянию между ними для то-

го, чтобы соблюсти условие равенства нулю потенциала

на большом расстоянии от тел. Таким образом, задавая

нужные значения потенциала на поверхностях провод-

ников и нулевое значение на удаленных от них грани-

цах и используя ту или иную программу, мы можем
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легко найти распределение потенциала в окрестностях

тел. Далее по найденному распределению можно найти

распределение напряженности E электрического поля, а

по распределению напряженностей вблизи поверхности

тела найти действующую на тело силу при помощи

выражения [13]

F = −
ε0

2

∮
S

E2
n dS. (2)

Здесь n — единичный вектор нормали к элементу

поверхности, направленный внутрь тела, S — площадь

поверхности тела, ε0 — электрическая постоянная.

Для того чтобы от рассмотренной задачи перейти к

задаче о вычислении силы взаимодействия проводящих

тел при их известных зарядах, воспользуемся известной

формулой [3,10], связывающей эту силу F и заряды Q1

и Q2 соответственно первого и второго тела:

F = k11Q
2
1 + k12Q1Q2 + k22Q

2
2. (3)

Здесь k11, k12, k22 — коэффициенты, значения которых

зависят от размеров и формы тел и расстояния между

ними. При расчетах будем полагать, что отталкива-

нию тел в этой формуле соответствует положительное

значение F , а притяжению — отрицательное. Таким

образом, задача о нахождении силы между телами

при заданных зарядах сводится к задаче о нахождении

коэффициентов k11, k12, k22. Для нахождения этих ко-

эффициентов достаточно три раза выбрать некоторые

значения потенциалов ϕ1 и ϕ2, и в каждом случае по

формуле (2) определить силу взаимодействия между

телами, а по теореме Гаусса — заряды этих тел. Под-

ставляя полученные значения величин в формулу (3),
получим три уравнения для расчета трех неизвестных

коэффициентов k11, k12, k22. Соответствующие тесто-

вые расчеты для шаров равных радиусов, проведенные

при помощи программы freefem++ (см. ниже) и при

помощи программы FEniCS, и последующее сравнение

полученных значений коэффициентов со значениями,

полученными на основе аналитических выражений [7],
показали, что такой подход действительно применим,

если кратчайшее расстояние h между поверхностями тел

не превышает трех радиусов тел, т. е. сравнимо с их раз-

мерами. Дальнейшее увеличение расстояния приводит

к увеличению погрешности расчета коэффициентов k11,

k22, которая при радиусе тел R и расстоянию между их

поверхностями h = 10R может достигать 50%. Отметим,

что уже при h = 3R значение коэффициентов k11, k22

не превышают 2% от k12, поэтому в случае сравнимых

по величине зарядов Q1 и Q2 рассмотренный подход

вполне применим, так как при h > 3R в этой ситуации

становится возможным использование закона Кулона.

Однако при значительно отличающихся величинах этих

зарядов или при исследовании поляризационного взаи-

модействия заряженного тела с незаряженным желатель-

но обеспечить большую точность вычислений. Следует

также отметить, что точность вычисления рассматрива-

емых коэффициентов существенным образом зависела

от того, какое тело при составлении соответствующего

уравнения выбиралось для вычисления силы взаимо-

действия. Поясним сказанное. Хотя по третьему закону

Ньютона модули сил, действующих на тела и вычисля-

емых по формуле (2), должны быть равны, вследствие

погрешностей вычисления их значения получаются раз-

ными, и в случае сильно различающихся получаемых по

теореме Гаусса зарядов тел погрешность расчета силы,

действующей на ту частицу, заряд по модулю которой

получается большим, оказывается большей. Поэтому

простое использование для расчета сил взаимодействия

тела с меньшим зарядом при составлении соответ-

ствующего уравнения рассматриваемой выше системы

приводит к значительному уменьшению погрешности

вычислений коэффициентов, входящих в уравнение (3).
Рассмотрим причину этого обстоятельства. Поскольку

метод конечных элементов по своей сути является

приближенным, вследствие ошибок вычисления полу-

чаемое распределение потенциала флуктуирует около

некоторого истинного распределения. При вычислении

поверхностных интегралов от функций, содержащих эти

распределения, влияние этих флуктуаций накапливает-

ся, и значения таких интегралов могут вычисляться

со значительной погрешностью. В нашем случае это

приводит к заметному понижению точности расчета сил

по формуле (2), когда изменение напряженности вдоль

поверхности тела мало по сравнению с ее средним

значением. В связи с этим для расчета коэффициентов,

входящих в формулу (3), рассмотренный выше алгоритм

вычислений был модифицирован так, чтобы при расчете

коэффициентов в двух уравнениях системы использова-

лись силы, рассчитанные по поверхности тела с зарядом,

равным нулю, а для составления третьего уравнения

использовались равные заряды. Для этого применялись

выражения, связывающие заряды тел и потенциалы их

поверхностей [10]:

Q1p11 + Q2p21 = ϕ1,

Q2p12 + Q2p22 = ϕ2, (4)

где p11, p21, p12, p22 — потенциальные коэффициенты.

В итоге получился следующий алгоритм.

1. Задаем на поверхности первого тела отличный от

нуля потенциал ϕ1. На бесконечности и поверхности

второго тела потенциал полагаем равным нулю. Считаем

по теореме Гаусса заряды первого и второго тел. Ис-

пользуя выражения (4), получаем первые два уравнения

для расчета потенциальных коэффициентов. Меняем

местами потенциалы тел и получаем еще два уравнения.

Решая полученную систему, находим потенциальные

коэффициенты.

2. Выбираем некоторый ненулевой заряд первого

тела, а заряд второго тела полагаем равным нулю.

По формулам (4) вычисляем соответствующие потенци-

алы тел. Используя эти потенциалы, находим решение

уравнения (1). По формуле (2) рассчитываем силу,

действующую на второе тело, для которого точность
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вычислений сил в данном случае максимальна. Вновь

по теореме Гаусса вычисляем заряды тел. Вследствие

погрешностей расчета эти заряды будут несколько отли-

чаться от исходных, и даже при Q1 ≫ Q2, в ситуациях,

когда k11 ≪ k12, значения слагаемых k11Q
2
1 и k12Q1Q2

могут оказаться сравнимыми друг с другом. Подставляя

полученные значения силы и зарядов в формулу (3),
получаем первое уравнение для расчета входящих в нее

коэффициентов.

3. Меняем местами заряды тел и, повторяя описанную

в п. 2 процедуру, но с расчетом силы, действующей на

первое тело, получаем второе уравнение для расчета

входящих в формулу (3) коэффициентов.

4. Суперпозиция полученных в п. 2 и 3 распределений

потенциала дает, как следует из уравнения (1), решение

для случая взаимодействия тел, заряды которых равны

суммам соответствующих зарядов, полученных в этих

пунктах. При этом, как показали тестовые расчеты,

немного улучшить точность вычислений можно, если

при вычислении сил использовать непосредственно рас-

пределения напряженностей, полученные в предыдущих

пунктах, а не их суперпозицию. Поясним сказанное.

Пусть мы вычисляем силу, действующую на второе тело,

E1 — распределение напряженностей, полученное в

п. 2, а E2 — распределение напряженностей, полученное

в п. 3. Итоговое распределение E = E1 + E2. Подставляя

это выражение в (2), получаем

F = −
ε0

2

∮
S

E2
1n dS − 2ε0

∮
S
E1E2n dS −

ε0

2

∮
S

E2
2n dS.

Но первое слагаемое дает силу, рассчитанную в п. 2, а

третье должно совпадать с силой, рассчитанной в п. 3,

и именно значения этих сил мы будем использовать

вместо этих слагаемых. В результате вместо третье-

го слагаемого мы будем использовать более точное

значение, чем в расчете по итоговой суперпозиции

напряженностей.

5. Из полученной системы уравнений находим значе-

ние коэффициентов k11, k12, k22.

Тестовые расчеты значений этих коэффициентов с

использованием изложенного алгоритма для шаров, про-

веденные при помощи программы freefem++, и последу-

ющее их сравнение со значениями, полученными на ос-

нове аналитических выражений [7], показали, что данный

алгоритм при h = 10R позволяет вычислять указанные

коэффициенты для одинаковых шаров с погрешностями

менее полупроцента, а для двух шаров с радиусами,

отличающимися в два раза (в этом случае R — радиус

большего шара), — с погрешностями, не превышаю-

щими 0.6%. Отметим, что все дальнейшие расчеты по

данному алгоритму проводились именно при помощи

данной программы, а программа FEniCS использовалась

лишь для получения дополнительного подтверждения

того, что большие погрешности расчета на основе перво-

начально рассмотренного подхода обусловлены именно

недостатками метода конечных элементов, а не его

реализацией в программе freefem++ .

A

B C

DO

r

z

Рис. 1. Структура исходной расчетной области.

Исследование влияния
поляризационного взаимодействия

Разработанный алгоритм расчета был применен для

исследования поляризационного взаимодействия частиц

сфероидальной формы. Как уже было сказано, для рас-

четов использовалась программа freefem++ . Поскольку

в методе конечных элементов расчет всегда ведется

в конечной области, границы этой области полагались

достаточно удаленными от тел, и задание нулевого

потенциала на бесконечности моделировалось его за-

данием на этой границе. Если искомые распределения

осесимметричны, как это имеет место в данном случае,

требования к вычислительным ресурсам можно много-

кратно сократить, перейдя к цилиндрическим координа-

там, и в результате трехмерную задачу свести к дву-

мерной, в которой все распределения зависят только от

полярного радиуса ρ и аппликаты z цилиндрической си-

стемы координат. Сведения, необходимые для перехода

к цилиндрической системе координат, приведены в [14]
и в руководстве к программе freefem++. Рассмотрим

построение расчетной сетки. Пусть для определенности

первое тело имеет форму шара, а вторая частица —

сплюснутого сфероида. Структура расчетной области

для этого случая показана на рис. 1. Для удобства

отображения отдельных элементов соотношения их раз-

меров отличаются от реально используемых. Обозначим

через a расстояние от центра второй частицы до ее

поверхности вдоль оси z , а через b — расстояние от

центра этой частицы до ее поверхности в направлении,

перпендикулярном этой оси. Последнее расстояние в

данном случае равно радиусу R первого тела. При по-

строении расчетной сетки расстояние R (или b в случае

двух одинаковых сплюснутых сфероидов) принималось

равным единице. Расстояния от центра первого тела

частицы до левой границы расчетной области, от центра

второй частицы до правой границы и от оси z до верхней

границы полагались равными 50R (или 50b в случае

двух одинаковых сплюснутых сфероидов). Как показали

результаты расчетов, для одинаковых шаров дальнейшее

увеличение размеров указанной области не приводило

к заметному изменению получаемых результатов. Если

шар рассматривать, как частный случай сфероида, то

все далее используемые формы тел получались только
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Рис. 2. Зависимости нормированного значения коэффициен-

та k11 от относительного расстояния между поверхностями тел

для двух сплюснутых сфероидов с полуосями b и a (сплошная
линия) и шаров (штриховая линия) с радиусами R, R = b = 2a .

уменьшением той или иной полуоси этих тестовых

сфероидов, что гарантировало достаточность размеров

области для корректности расчета в этих случаях. Раз-

биение рассматриваемой области на подобласти произ-

водилось при помощи алгоритма Делоне−Вороного [15].
Программа freefem++ проводит такое разбиение ав-

томатически по заданному числу точек на границах.

Число подобластей расчетной области в зависимости

от форм тел и расстояний между ними менялось от

2 · 104 до 8 · 104. Для аппроксимации искомого распре-

деления потенциалов использовались базисные функции

на основе полиномов Лежандра третьего порядка. Время

одного расчета с использованием процессора Intelr

Corer i3-210 не превышало полуминуты. Потенциал

на границе ABCD расчетной области полагался равным

нулю. На границах расчетной области, соответствующих

поверхностям тел, задавались их потенциалы. На грани-

це AOD, совпадающей с осью симметрии, никаких усло-

вий в явном виде не задавалось, так как использование

цилиндрической системы координат при нахождении ме-

тодом конечных элементов решения уравнения Лапласа

фактически вводит неявное граничное условие равенства

нулю нормальной составляющей градиента вычисляемой

величины на границе, совпадающей с осью z [14].
На рис. 2 сплошной линией для двух одинаковых

тел, имеющих форму сплюснутого сфероида с b = 2a ,
изображена зависимость величины −tk11 от кратчайшего

расстояния h между поверхностями тел, где нормиро-

вочный множитель t имеет вид

t = 4πb2ε0.

Штриховой линией для сравнения изображена зави-

симость этой же величины для двух одинаковых шаров

радиусом R = b. Так как тела одинаковы, то k22 = k11.

Обратим внимание на то, что величина −tk11 представ-

ляет собой силу притяжения между телами, нормиро-

ванную на Q2
1/t, для случая, когда первое тело имеет

ненулевой заряд Q1, а заряд второго тела равен нулю.

Из рисунка видно, что на больших расстояниях эта сила

для сплюснутых сфероидов меньше, чем для шаров, а на

малых — немного больше. Вместе с тем, как видно из

рис. 3, величина k12, характеризующая вклад взаимного

отталкивания помещенных на тела одноименных зарядов

в величину итоговой силы, при всех рассмотренных

расстояниях больше для сплюснутого сфероида, чем для

шара. В итоге для сплюснутых тел интервал отношения

Q1/Q2 одноименных зарядов тел, при котором они

отталкиваются, оказывается больше, чем для шаров,

что видно из рис. 4, где приведены зависимости этого

отношения от расстояния между поверхностями тел,

при котором сила взаимодействия между телами равна

нулю. Отметим, что если рассматривать зависимости

коэффициентов k11, k12, k22 от расстояния r между

центрами тел, то при всех r модули этих величин

окажутся больше для шаров. Однако значения суммы

h b/

1 10
0.001

0.01

0.1

1

tk
1
2

0.10.01

10

Рис. 3. Зависимости нормированного значения коэффициен-

та k12 от относительного расстояния между поверхностями тел

для двух сплюснутых сфероидов с полуосями b и a (сплошная
линия) и шаров (штриховая линия) с радиусами R, R = b = 2a .
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Рис. 4. Зависимости отношения зарядов тел от относитель-

ного расстояния между их поверхностями, при котором сила

взаимодействия равна нулю, для двух сплюснутых сфероидов с

полуосями b и a (сплошная линия) и шаров (штриховая линия)
с радиусами R, R = b = 2a .
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Рис. 5. Зависимости нормированной силы отталкивания меж-

ду телами от относительного расстояния между центрами тел

для двух сплюснутых сфероидов с полуосями b и a (сплошная
линия), шаров с радиусами R (штриховая линия) и точечных

зарядов (штрихпунктирная линия) при одинаковых зарядах тел

Q1 = Q2 = Q, R = b = 2a .
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Рис. 6. Зависимости нормированных значений коэффици-

ентов k12 (сплошная линия), k11 (штриховая линия), k22

(штрихпунктирная линия) от относительного расстояния меж-

ду поверхностями тел для шара с радиусом R и сплюснутого

сфероида с полуосями b и a , R = b = 2a .

этих коэффициентов для шаров и сплюснутых сферои-

дов при одинаковых r оказываются достаточно близки.

Но эта сумма представляет собой нормированную на Q2

силу отталкивания двух тел, заряд каждого их которых

Q1 = Q2 = Q. Сказанное иллюстрируется рис. 5. Штрих-

пунктирной линией на этом рисунке для сравнения по-

казана зависимость от r величины Ft/Q2 для точечных

зарядов.

Рассмотрим теперь взаимодействие шара со сплюс-

нутым сфероидом при R = b = 2a . На рис. 6 приведе-

ны зависимости нормированных значений коэффициен-

тов k11, k12, k22 от расстояния между поверхностями тел.

Из рисунка видно, что при всех расстояниях значение

модуля коэффициента k22 больше модуля коэффициен-

та k11. Расчеты показывают, что это верно и том случае,

когда второе тело является вытянутым сфероидом при

R = 2b = a или шаром с радиусом, в два раза меньшим

радиуса первого шара. Это означает, что во всех случаях

помещение некоторого заряда на одно из тел приводит

к силе взаимного притяжения тел, которая оказывается

большей, когда заряд помещается на второе тело. Эти

результаты согласуются с результатами работы [5] для

шара и точечного заряда. Кроме того, во всех рас-

смотренных случаях значение модуля коэффициента k11

оказывается меньшим, чем для одинаковых шаров ради-

уса R, а значение модуля коэффициента k22 — большим.

Таким образом, если рассматривать два одинаковых

тела шарообразной формы, одно из которых заряжено,

то уменьшение размера незаряженного тела как вдоль

оси z , так и поперек этой оси приводит к уменьшению

сил притяжения между телами. Уменьшение же разме-

ров заряженного тела при данном расстоянии между

поверхностями тел приводит к увеличению этой силы.

На рис. 7 для случая взаимодействия шара со сплюсну-

тым сфероидом при R = b = 2a приведены зависимости
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Рис. 7. Зависимости отношения зарядов тел от относи-

тельного расстояния между их поверхностями, при котором

сила взаимодействия равна нулю, для шара с радиусом R и

сплюснутого сфероида с полуосями b и a , R = b = 2a .
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Рис. 8. Зависимости отношения потенциалов тел от отно-

сительного расстояния между поверхностями, при котором

сила взаимодействия равна нулю, для шара с радиусом R и

сплюснутого сфероида с полуосями b и a , R = b = 2a .
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отношения Q1/Q2 от расстояния между поверхностями

тел, при котором сила взаимодействия между телами

равна нулю, а на рис. 8 — отношения потенциалов

этих тел при указанных отношениях зарядов. Из этих

рисунков видно, что отношения зарядов при Q1 > Q2

и при Q1 < Q2 стремятся друг к другу, а отношения

потенциалов — к единице. Из того следует, что, как

и в случае шаров [7], одноименно заряженные тела

отталкиваются друг от друга при любых расстояниях

между ними только при условии равенства отношения

их зарядов отношению, которое получается в результате

перераспределения общего заряда тел при их контакте.

Аналогичные выводы вытекают и из расчетов для шара

и вытянутого сфероида.

Заключение

С использованием метода конечных элементов рас-

смотрено электростатическое взаимодействие заряжен-

ных проводников в виде двух сфероидов. На приме-

рах взаимодействия шаров и взаимодействия сплюсну-

тых сфероидов показано, что при заданном расстоянии

между поверхностями одинаковых тел уменьшение их

продольного размера (т. е. размера вдоль соединяющей

их линии) увеличивает интервал отношения зарядов

этих тел, при котором они отталкиваются. Расчеты сил

взаимодействия шара и сплюснутого или вытянутого

сфероида показали, что при заданном расстоянии между

поверхностями первоначально одинаковых тел, только

одно из которых заряжено, сила притяжения между

ними уменьшается при уменьшении как поперечного,

так и продольного размера незаряженного тела и увели-

чивается, если уменьшаются размеры заряженного тела,

а одноименно заряженные тела отталкиваются друг от

друга при любых расстояниях между ними только при

условии равенства отношения их зарядов отношению,

которое получается в результате перераспределения

общего заряда тел при их контакте.
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