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Рассмотрены нелинейные явления, вызванные квадратичным взаимодействием электромагнитных волн в

плотной заряженной среде (кулоновские системы, плазма): параметрическая генерация и генерация второй

гармоники электромагнитного излучения. Для определения квадратичных функций реакции, описывающих

взаимодействия электромагнитных волн в среде, применен подход, основанный на использовании явных ап-

проксимаций для функций реакции с подгоночными параметрами. Параметры найдены из точных частотных

моментов функций реакции. С использованием данных по функциям реакции выполнена оценка условий

экспериментальной реализации перечисленных явлений в лабораторной плотной плазме в постоянном

магнитном поле.
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В последние несколько лет проводятся интенсив-

ные исследования генерации второй гармоники и дру-

гих нелинейных явлений, обусловленных квадратичным

взаимодействием электромагнитных волн в различных

средах: кристаллах, графене, различных смесях, ком-

позитах, слабоионизованных газах, суспензиях и т. д.

(см., например, [1–4]). В то же время аналогичные

явления в плотной плазме и других плотных заряженных

средах, нелинейные свойства этих сред теоретически

изучены фрагментарно. Рассмотрены лишь нелинейные

переносные и гидродинамические характеристики таких

сред, а также их нелинейная реакция на продольное

электрическое поле: плазменное эхо и преобразование

волн [5,6]. Экспериментальные работы по нелинейным

явлениям в плотной плазме и ее свойствам отсутствуют.

Эти очевидные пробелы в исследованиях нелинейных

характеристик плотных заряженных сред определяют

актуальность настоящей работы, посвященной изучению

квадратичного взаимодействия электромагнитных волн в

плотной плазме. Заметим, что линейные характеристики

таких сред подробно изучались экспериментально и тео-

ретически в течение предшествующих 50 лет (см., на-
пример, [7,8]).
Рассмотрим параметрическую генерацию и генера-

цию второй гармоники электромагнитного излучения

(ПГИ и ГВГ соответственно), которые представляют

собой результаты квадратичного взаимодействия элек-

тромагнитных волн при распространении в плотной

(неидеальной) плазме в постоянном магнитном поле B0.

ПГИ характеризуется перекачкой энергии к двум от-

носительно слабым электромагнитным волнам —
”
сиг-

нальной“ (СВ) и
”
холостой“ (ХВ) с частотами ω1 и

ω2 — от интенсивной электромагнитной
”
волны накач-

ки“ (ВН) с частотой ω3. ГВГ есть эффект квадратичного

взаимодействия двух волн на частоте ω в среде (или пе-

реизлучение на частоте 2ω поляризованной средой,

вызванное одной волной с частотой ω), результатом

которого является генерация электромагнитной волны

на частоте 2ω. Исследуем условия реализации ПГИ

(исследование ГВГ во многом аналогично), учитывая

особенности тензоров квадратичной восприимчивости

χ
(2)
i jk и диэлектрической проницаемости εi j в плотной

плазме и поле B0, оценим возможность соответствую-

щих экспериментальных исследований. Полагаем, что

χ
(2)
i jk и εi j не зависят от интенсивности ВН. Как и

в [6], далее для определения χ
(2)
i jk , комплексной функ-

ции, применен подход, основанный на использовании

явных аппроксимаций данной функции с подгоночными

параметрами, которые находятся из точных частотных

моментов χ
(2)
i jk .

Для исследования ПГИ необходимы уравнения для

амплитуд A1(z ), A2(z ), A3(z ) трех взаимодействующих

электромагнитных волн с частотами и волновыми век-

торами ω1, k1; ω2, k2; ω3, k3 [9]. Данные уравнения

рассмотрим для однородной плазмы во внешнем посто-

янном и однородном магнитном поле с учетом нели-

нейной поляризации среды Pnl , заданной соотношением

Pnl,i (r, t) = χ
(2)
i jk E j(r, t)Ek(r, t). Линейная часть поляри-

зации включена в диэлектрическую проницаемость εi j .

Поле в среде E(z , t) является суперпозицией полей СВ,

ХВ и ВН: E(z , t) = (1/2)
3

∑

n=1

[enAn(z )ei(ωnt−kn·z) + c.c.]

(n = 1−3, En(z , t) = enAn(z )ei(ωnt−kn·z), en — единичный

вектор поляризации волны на частоте ωn, {en,xyz} —

набор компонентов вектора en). Далее используем при-

ближение медленно меняющихся во времени и про-
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странстве амплитуд волн. При χ(2) ≈ Re χ(2) и заданном

поле
”
накачки“ (когда a1,2(z ) ≪ a3(0) волны накачки и

амплитуда a3 уменьшается только из-за поглощения δ3
в среде, а не из-за перекачки энергии в СВ и ХВ;

см. обозначения (3)) положим, что δn = δ, ω1 = ω2,

ω3 = 2ω1, σ1 = σ2, a1 = a2, 9(z ) ≈ π/2 + 1k · z. После

этих непринципиальных упрощений a1 примет вид

a1(z ) = a1(0) exp

{[

Re σ1a3(0)
sin(1kz )

1kz
− δ1

]

z

}

. (1)

В случае σn ≈ Im σn (т.е. χ(2) ≈ i Im χ(2)) вместо (1) най-

дем

a1(z ) = a1(0) exp

{[

Im σ1a3(0)
sin(1kz )

1kz
− δ1

]

z

}

. (2)

В выражениях (1) и (2), удобных для анализа условий

реализации ПГИ в среде, введены следующие обозна-

чения в связи с переходом от комплексных ампли-

туд A1,2,3(z ) к вещественным амплитудам и фазам,

1k = k3 − k1 − k2, 1k — проекция 1k на ось z , n(ω) —

показатель преломления на частоте ω:

An(z ) = aneiϕn(z ), 9 ≡ ϕ3 − ϕ1 − ϕ2 − 1k · z,

δn = ωnen
Im ε(ωn)en

2n(ωn)c
, k = ωn(ω)/c,

σ1 = 2πω1e1
χ(2)(ω1) : e2e3

n(ω1)c
,

σ2 = 2πω2e2
χ(2)(ω2) : e1e3

n(ω2)c
,

σ3 = 2πω3e3
χ(2)(ω3) : e1e2

n(ω3)c
. (3)

В (3) δn и σn представляют собой свертки тензоров εi j

и χ
(2)
i jk с векторами поляризации по соответствующим

индексам.

Таким образом, условиями экспоненциального роста

амплитуды СВ, следующими из (1) и (2), являются

положительность действительной или мнимой частей σ1;

Re σ1a3(0) > δ1, Im σ1a3(0) > δ1 (и 1k · z = 0). Нарас-

тание амплитуды СВ по z также возможно, когда

вместо (1) (или (2)) используется более полная систе-

ма уравнений для амплитуд и Re σ1a3(0) > 1k ( f = 2,

см. таблицу); то же для Imσ1a3(0) > 1k . Выполнение
и конкретизация перечисленных условий зависят от

интенсивности и поляризации взаимодействующих элек-

тромагнитных волн (свертки в определениях (3) не

должны быть равны нулю), вида и значений действи-

тельной и мнимой частей тензора χ
(2)
i jk , B0 и линейных

свойств среды (δ1, см. таблицу). Заметим, что линейные

динамические свойства — εi j — плотной заряженной

среды достаточно хорошо изучены (см., например, [7,8]),
но нелинейная реакция такой среды на электромаг-

нитное поле не исследовалась. В изотропной плазме

параметры {σn} равны нулю. В случае ГВГ одной волной

основной частоты с амплитудой a1 можно получить для

амплитуды второй гармоники a2 (по аналогии с (1), (2))
a2(z ) ≈ σ2a2

1z (на длине когерентности, если σi ≈ Re σi

и σ2a2
1 cos(1kz ) − δ2a2 > 0).

Рассмотрим тензор квадратичной восприимчивости

χ
(2)
i jk анизотропной плотной плазмы (в постоянном маг-

нитном поле B0), свойства которого определяют условия

реализации ПГИ в данной среде. Можно получить

формальный вид χ
(2)
i jk через соответствующие корреля-

торы методами теории нелинейного отклика (см., напри-
мер, [6]). Но, очевидно, что для плотной (неидеальной
в отличие от разреженной плазмы) последовательное

вычисление χ
(2)
i jk невозможно, так как отсутствует малый

параметр по межчастичному взаимодействию (Ŵ ≥ 1,

Ŵ = e2/akBT , a = (3/4πn)1/3). Поэтому в работе ис-

пользуем модельный подход, заключающийся в примене-

нии явной аппроксимации с подгоночными параметрами

для χ
(2)
i jk , параметры удобно найти из точных частотных

моментов χ
(2)
i jk [6]. Выпишем аппроксимацию χ

(2)
i jk ани-

зотропной плотной высокотемпературной заряженной

среды (при nλ3 ≪ 1, λ — длина волны де Бройля) в

форме, соответствующей решению уравнения Власова

(см., например, [10]) с одним подгоночным параметром

(ν — эффективная частота столкновений):

χ
(2)
i jk(ω1, k1;ω2, k2) =

∑

l

−i
2

ω2
plel

ml

1

ω1ω2ω

∫

dv

×
∑

n

einϕ−ia sinϕ

ω − k‖v‖ − nωB + iν
X (n)

i (k⊥, v)

[

Yj(ω1, k1, v)

×
∑

n2

e−in2(ϕ−ϕ2)+ia2 sin(ϕ−ϕ2)

ω2 − k2‖v‖ − n2ωB + iν
Z(n2)

k (ω2, k2, v)

+ Yk(ω2, k2, v)
∑

n1

e−in1(ϕ−ϕ1)+ia1 sin(ϕ−ϕ1)

ω1 − k1‖v‖ − n1ωB + iν

× Z(n1)
j (ω1, k1, v)

]

f 0(v‖, v⊥),

X (n)
i =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(nωB/k⊥)Jn(a) cosϕk + iv⊥J′
n(a) sinϕk

(nωB/k⊥)Jn(a) sinϕk − iv⊥J′
n(a) cosϕk

v‖Jn(a)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

Yi = [(ω1 − k1v)δi j + k1 jv i ]
∂

∂v j
,

Z(n)
i = X (n)∗

i

(

ω − k‖v‖

v⊥

∂

∂v⊥
+ k‖

∂

∂v‖

)

− δiz Jn(a)

× (ω − k‖v‖ − nωB)

(

v‖

v⊥

∂

∂v⊥
−

∂

∂v‖

)

. (4)

В (4) f 0 — функция распределения Максвелла;

ei , mi , ωpi — заряд, масса и плазменная частота i-го
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Параметры ПГИ для лабораторной плазмы (см. (1), (3); f = a3(0)Re σ1/1k, ω1 = ω2 = ω3/2, rS = (a3(0)Re σ1)
−1,

s = a3(0)Re σ1−δ1)

B0, G T , eV ne , 10
21 cm−3 ν/ωp a3(0), V/cm ω1/ωp δ1, cm

−1 Re σ1, V
−1

s , cm−1; rS , cm

f = ∞ f = 2

104 3 1 10−2 106−107 1.6 2.4 · 102 10−10 s < 0

104 3 10−3 10−4 106−107 1.6 0.25 2 · 10−9 s < 0

105 3 10−5 10−5 106−107 1.6 0.003 2 · 10−7 rS ∼ 5−0.5 r̃S ∼ 6.5−0.6

сорта частиц, суммирование проводится по всем сортам

заряженных частиц среды; ϕ, ϕ1, ϕ2 — азимутальные

углы векторов v, k1, k2 в плоскости, перпендикуляр-

ной B0; система координат — ось z ‖ B0, ось x лежит в

плоскости k, B0; Jn(a) — функция Бесселя n-го порядка,

a = k⊥v⊥/ωB , ωB = eB0/mc . Далее для (4) используем

значения ν из [6], т. е. данный параметр найден для

заданной комбинации {ki} при отсутствии внешнего

поля (B0 = 0, см. таблицу).

Для оценки параметров {σn} в (1), (2) зададим кон-

фигурацию {ki} и {ei} следующим образом: k ≡ k3 ‖ B0,

{ki} находятся в одной плоскости, {ei} имеют компонен-

ты e3,x , e1,xz , e2,xyz . По виду тензора χ
(2)
i jk (4) и значениям

параметра ν можно заключить, что в предложенной

модели Re χ(2) > Im χ(2). В таблице представлены по-

лученные по известным тензорам χ
(2)
i jk , εi j , {ki} и {ei}

значения параметров σ1 и δ1 (3) для плазмы. Дан-

ные результаты позволяют при заданной интенсивности

ВН оценить характерную длину эффективной передачи

мощности от ВН к СВ, на которой происходит уси-

ление амплитуды волны в e раз (rS , r̃S при 1k = 0 и

1k 6= 0 соответственно). Зависимость параметров {σn}
от конфигурации {ki}, {ei} весьма консервативна, что

дает возможность провести достаточно общую оценку

условий реализации ПГИ для лабораторной плотной

плазмы с аппроксимацией χ
(2)
i jk в форме (4).

В таблице представлены данные параметров ПГИ для

полностью однократно ионизованной плазмы различной

концентрации, оцененные по предложенной выше моде-

ли. Заметим, что условие f = ∞ (условие фазового син-

хронизма [9]) в плазме не может быть в точности выпол-

нено ввиду резкой зависимости показателя преломления

плазмы от частоты. Тем не менее использование (1), (2)
при 1k → 0 для качественного обсуждения условий

возникновения ПГИ в лабораторной плазме является

приемлемым (ср. rS , r̃S при f = ∞, 2 в таблице). Ана-
лиз полученных значений параметров показывает, что

квадратичное взаимодействие электромагнитных волн в

пространственно однородной плазме во внешнем посто-

янном и однородном магнитном поле при достижимых

в эксперименте значениях полей B0 и a3(0) (такие
поля не провоцируют

”
нагревную“ и

”
стрикционную“

неустойчивости [11]) приводит к реализации явления

ПГИ на rS ∼ 1 cm лишь для достаточно умеренных кон-

центраций заряженных частиц. Это связано как с весьма

малыми значениями функций нелинейной реакции {σn},
так и с высоким уровнем поглощения излучения в

более плотной плазме. Другими словами, реализуется

своего рода
”
отсечка“ ПГИ в неидеальной плазме. В слу-

чае ГВГ
”
отсечка“ соответствует нарушению условия

σ2a2
1 cos(1kz ) − δ2a2 > 0 (см. выше) в сильно или пол-

ностью ионизованной плотной плазме. Как показывает

проведенный анализ, для преодоления
”
отсечки“ нужно

увеличивать интенсивность воздействия излучения на

среду, что может привести к другому типу взаимодей-

ствия излучения с веществом (см., например, [12]).

Таким образом, в работе впервые рассмотрены яв-

ления ПГИ и ГВГ в плотной лабораторной плазме в

постоянном магнитном поле, вызванные квадратичным

взаимодействием электромагнитных волн. Применен мо-

дельный подход, основанный на использовании явных

аппроксимаций для функций реакции с подгоночными

параметрами, которые найдены из точных частотных

моментов этих функций. Предложенный подход показал

удовлетворительное совпадение с экспериментальными

данными по линейным оптическим характеристикам

плотной плазмы в широком диапазоне параметров [7].
В рамках предложенной модели обнаружена

”
отсечка“

явлений ПГИ и ГВГ, обусловленная конкуренцией гене-

рации полем накачки квадратичного отклика в плазме и

его поглощения.
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