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Методом Монте-Карло выполнены исследования фазовых переходов и критических свойств антиферромаг-

нитной модели Гейзенберга на кубической решетке с учетом взаимодействий первых и вторых ближайших

соседей. Рассмотрен диапазон значений величины взаимодействия вторых ближайших соседей 0.0 ≤ r ≥ 1.0.

Построена фазовая диаграмма зависимости критической температуры от величины взаимодействия вторых

ближайших соседей. Показано, что в рассмотренном интервале значений r наблюдается фазовый переход

второго рода. Используя теорию конечно-размерного скейлинга, рассчитаны значения всех основных

статических критических индексов. Показано, что класс универсальности критического поведения этой

модели сохраняется в диапазоне значений 0.0 ≥ r ≥ 0.4.
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1. Введение

В настоящее время продолжается активное исследо-

вание фазовых переходов (ФП) и критических свойств

в спиновых системах с конкурирующим обменным вза-

имодействием. Конкуренция обменного взаимодействия

может привести к возникновению в системе эффектов

фрустрации. Наличие фрустраций в системе приводит

к целому ряду изменений свойств фундаментального

характера [1–4]. Спиновые системы с фрустрациями во

многом проявляют свойства, отличные от соответству-

ющих нефрустрированных систем. Это отличие выра-

жается в богатом разнообразии фаз и ФП, сильным

вырождением основного состояния и высокой чувстви-

тельности фрустрированных систем к различного рода

возмущающим взаимодействиям [4,5].

В настоящее время получено достаточно большое

количество интересных результатов для двумерной и

трехмерной модели Изинга с конкурирующими обмен-

ными взаимодействиями на различных типах реше-

ток [6–11]. ФП и критические свойства классической

модели Гейзенберга с конкурирующими обменными вза-

имодействиями для трехмерного случая практически не

исследованы.

В данной работе, нами на основе репличного алго-

ритма метода Монте-Карло (МК) проведено исследо-

вание ФП и критических свойств антиферромагнитной

модели Гейзенберга на кубической решетке с учетом

взаимодействий первых и вторых ближайших соседей

в диапазоне 0.0 ≥ r ≥ 1.0, где r = J2/J1 — величина

взаимодействия вторых ближайших соседей (J1 и J2 —

константы обменного взаимодействия первых и вторых

ближайших соседей, соответственно).
Интерес к исследуемой модели обусловлен тем что,

при учете антиферромагнитных взаимодействий вторых

ближайших соседей внутри слоев данная модель стано-

вится фрустрированной. В спиновых системах с фруст-

рациями многие физические свойства сильно зависят от

величины взаимодействия вторых ближайших соседей.

Кроме того, антиферромагнитная модель Гейзенберга на

кубической решетке с учетом взаимодействия первых

и вторых ближайших соседей до сих пор является

малоизученной. Таким образом, исследование этой мо-

дели на основе современных методов позволит получить

ответ на ряд вопросов, связанных с ФП и критическими

свойствами фрустрированных спиновых систем.

2. Модель и метод исследования

Антиферромагнитная модель Гейзенберга с учетом

взаимодействий первых и вторых ближайших соседей

описывается следующим гамильтонианом:

H = −J1

∑

〈i, j〉

(S j · S j) − J2

∑

〈i,l〉

(S j · Sl) (1)

где Si — трехкомпонентный единичный вектор

Si = (Sx
i , S

y
i , S

z
i ). Решетка состоит из двумерных квадрат-

ных слоев, сложенных по ортогональной оси. Первый
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член в формуле (1) характеризует антиферромагнит-

ное взаимодействие всех ближайших соседей, которое

берется одинаковым как внутри слоев, так и между

слоями (J l < 0). Второй член характеризует антиферро-

магнитное взаимодействие вторых ближайших соседей,

находящихся в том же слое (J2 < 0).
В настоящее время ФП и критические свойства фруст-

рированных спиновых систем на основе микроскопи-

ческих гамильтонианов довольно успешно изучаются

методами МК [12–18]. Методы МК позволяют исследо-

вать физические свойства спиновых систем практически

любой сложности. На их основе, на сегодняшний день,

изучены целые классы спиновых систем и рассчита-

ны критические индексы широкого спектра моделей.

В данном исследовании был использован репличный

обменный алгоритм метода МК [19], который является

наиболее мощным и эффективным инструментом для

исследования фрустрированных спиновых систем.

3. Результаты моделирования

Расчеты проводились для систем с периодически-

ми граничными условиями и с линейными размерами

L × L × L = N, L = 24−60. Для вывода системы в состо-

яние термодинамического равновесия отсекался участок

длиной τ0 = 4 · 105 МКшагов/спин, что в несколько раз

больше длины неравновесного участка. Усреднение тер-

модинамических величин проводилось вдоль марковской

цепи длиной τ == 500τ0 МКшагов/спин.

Для наблюдения за температурным ходом теплоемко-

сти C и восприимчивости chi использовались выраже-

ния [20]:
C = (NK2)

(

〈U2〉 − 〈〉2
)

, (2)

χ =

{

(NK)
(

〈m2〉 − 〈|m|〉2
)

, T < TN

(NK)〈m2〉, T ≥ TN

, (3)

где K = |J1|/kBT , N — число частиц, TN — критическая

температура, U — внутренняя энергия, m — параметр

порядка (U и m являются нормированными величинами).
Расчет параметра порядка системы m был выполнен

на основе выражения видa:

mi =
4

N

∑

i∈λ

(−1)z
S, где λ = 1, 2, 3, 4, (4)

ma = [m1 + m2 − (M3 + m4)]/4, (5)

mb = [m1 + m4 − (m2 + m3)]/4, (6)

m =
√

(ma)2 + (mb)2. (7)

где m1, m2, m3, m4 — параметр порядка по подрешет-

кам, z — номер слоя решетки.

На рис. 1 и 2 представлены температурные зависи-

мости параметра порядка при L = 30 для различных

значений r (здесь и далее статистическая погрешность

не превышает размеров символ, использованных для
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Рис. 1. Зависимость параметра порядка m от температуры

kB T/|J1| для значений r в интервале 0 ≤ r ≤ 0.5.
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Рис. 2. Зависимость параметра порядка m от температуры

kB T/|J1| для значений r в интервале 0.6 ≤ r ≤ 1.0.

построения зависимостей). Отметим, что с увеличением

значения r в интервале 0.0 ≤ r ≤ 0.5 спад параметра

порядка сдвигается в сторону более низких температур.

В интервале 0.6 ≤ r ≤ 1.0, мы наблюдаем противопо-

ложную картину. С увеличением r от 0.6 до 1.0 спад

параметра порядка смещается в сторону более высоких

температур.

Hа рис. 3 и 4 представлены температурные зависи-

мости восприимчивости, полученные при L = 30 для

различных значений r . Отметим, что увеличение значе-

ния r в интервале 0.0 ≤ r ≤ 0.5 сопровождается сдви-

гом максимумов в сторону более низких температур,

одновременно с этим наблюдается рост абсолютных зна-

чений максимумов восприимчивости. Рост абсолютных

значений максимумов происходит за счет конкуренции

первых и вторых ближайших соседей. В случае, когда

0.6 ≤ r ≤ 1.0, наблюдаем противоположную картину.

С увеличением r от 0.6 до 1.0 наблюдается спад

Физика твердого тела, 2020, том 62, вып. 6
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Рис. 3. Зависимость восприимчивости χ от температуры

kB T/|J1| для значений r в интервале 0 ≤ r ≤ 0.5.
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Рис. 4. Зависимость восприимчивости χ от температуры

kB T/|J1| для значений r в интервале 0.6 ≤ r ≤ 1.0.

абсолютных значений максимумов восприимчивости и

максимумы смещаются в сторону более высоких темпе-

ратур.

Увеличение взаимодействия вторых ближайших сосе-

дей в этом интервале, приводит к увеличению энергии

взаимодействия по модулю, что укрепляет жесткость

системы и соответственно повышается температура фа-

зового перехода.

Для определения критической температуры TN , нами

использовался метод кумулянтов Биндера UL четвертого

порядка [21]:

UL = 1−
〈m4〉

3〈m2〉2L
, (8)

Согласно теории конечноразмерного скейлинга точка

пересечения всех кривых UL(T ) является критической

точкой [21]. Выражение (8) позволяет определить кри-

тическую температуру TN с большой точностью.

На рис. 5 представлены характерные зависимости UL

от температуры при r = 0.7 для разных значений L.
Рисунок демонстрирует точность определения крити-

ческой температуры. Видно, что в критической обла-

сти наблюдается четко выраженная точка пересечения

(TN = 0.963; здесь и далее температура дана в единицах

|J1|/kB). Аналогичным образом были определены крити-

ческие температуры и для остальных значений r .
На рис. 6 приведена фазовая диаграмма зависимости

критической температуры от величины взаимодействия

вторых ближайших соседей.

На диаграмме видно, что вблизи значения r = 0.5 пе-

ресекаются три различные фазы: антиферромагнитная —

I , парамагнитная — II и суперантиферромагнитная —

III . Как было показано в работе [22], для всех рассмат-

риваемых значений r наблюдаются ФП второго рода.

Для расчета статических критических индексов теп-

лоемкости α, параметра порядка β, восприимчивости γ

и радиуса корреляции ν применялись соотношения тео-

рии конечно-размерного скейлинга. Из теории конечно-

0.960 0.961 0.962 0.963 0.964 0.965

0.61

0.62

0.63

0.64

0.60

k T J
B

/| |1

L = 240.65

U
L

L = 30
L = 36

T
N

= 0.963

Рис. 5. Зависимости кумулянта Биндера UL от температуры

kB T/|J1| для r = 0.7 при различных L.
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Рис. 6. Фазовая диаграмма зависимости критической темпера-

туры от величины взаимодействия вторых ближайших соседей.
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Значения коиьических параметров для антиферромагнитной модели Гейзенберга на кубической решетке

r kB TN |J1| ν α β γ η α + 2β + γ = 2

Нефрустрированная

модель 1.443(1) 0.7112(5) −0.01336(15) 0.3689(3) 1.3960(9) 0.0375(5) 2

Гейзенберга [22]

0.0 1.443(1) 0.712(5) −0.134(5) 0.366(5) 1.393(5) 0.036(5) 2

0.1 0.307(1) 0.710(5) −0.132(5) 0.364(5) 1.390(5) 0.032(5) 1.98

0.2 1.160(1) 0.711(5) −0.133(5) 0.362(5) 0.392(5) 1.034(5) 1.98

0.3 1.000(1) 0.713(5) −0.136(5) 0.365(5) 1.391(5) 0.033(5) 1.99

0.4 0.811(1) 0.712(5) −0.133(5) 0.363(5) 1.393(5) 0.035(5) 1.99

0.6 0.802(1) 0.650(5) 0.161(5) 0.295()5 1.259(5) 0.06(2) 2.01

0.7 0.963(1) 0.648(5) 0.163(5) 0.293(5) 1.256(5) 0.05(2) 2

0.8 1.096(1) 1.647(5) 0.162(5) 0.291(5) 1.258(5) 0.05(2) 2

0.9 1.219(1) 0.651(5) 0.164(5) 0.292(5) 1.257(5) 0.07(2) 2.01

1.0 1.332(1) 0.649(5) 0.165(5) 0.295(5) 1.259(5) 0.06(2) 2.01
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Рис. 7. Зависимость параметра Vi от линейных размеров

системы L при T = TN для r = 0.7.

размерного скейлинга следует, что в системе с разме-

рами L × L × L при kBT/|J1| = kBTN/|J1| и достаточно

больших L выполняются следующие выражения [23–25]:

m ∼ L−β/ν , (9)

χ ∼ Lγ/ν , (10)

Vi ∼ L1/νgVi , (11)

где gVi — постоянная, а в качестве Vi могут выступать

Vi =
〈mi E〉
〈mi〉

− 〈E〉, (i = 1, 2, 3). (12)

Эти выражения были нами использованы для определе-

ния значений критических индексов β, γ и ν .

Для аппроксимации температурной зависимости теп-

лоемкости от L на практике, как правило, используется

выражение [6]:

Cmax(L) = A1 − A2L
α/ν , (13)

где A1 и A2 — некоторые коэффициенты.

На рис. 7 в двойном логарифмическом масштабе

представлены характерные зависимости параметров Vi

при i = 1, 2, 3 от линейных размеров решетки L для

r = 0.7. Как видно из рисунка все точки на графиках

в пределах погрешности хорошо ложатся на прямую.

Зависимости на рисунке, проведенные в соответствии

с методом наименьших квадратов, параллельны друг

другу. Угол наклона прямой определяет значение 1/ν .

Вычисленное таким образом значение ν использовалось

для определения критических индексов теплоемкости α,

параметра порядка β и восприимчивости γ .

На рис. 8 и 9 в двойном логарифмическом масштабе

представлены характерные зависимости магнитного па-

раметра порядка m и восприимчивости χ от линейных

размеров решетки L для r = 0.7. Все точки в пределах

погрешности ложатся на прямые. Углы наклона этих

прямых определяют значения β/ν и γ/ν . По этой схеме

было определено значениe и для теплоемкости α/ν .

Имея данные по ν , вычислялись статические критиче-

ские индексы α, β и γ .

Эта процедура использовалась для расчета критиче-

ских индексов для всех рассмотренных значений r . Все
значения статических критических индексов, получен-

ные таким образом, представлены в таблице. Проце-

дура, использованная нами для определения индекса

Фишера η более подробно изложена в работе [26].
Данные, полученные нами для индекса Фишера η также

представлены в таблице.

Отметим, что для значения r = 0.5 рассчитать крити-

ческие индексы с допустимой погрешностью не удалось.

Предполагаем, что это связано с тем, что в этой точке

сосуществуют три различные фазы.

Как видно в таблице, критическая температура

kBTN/|J1| уменьшается с увеличением величины взаимо-

действия вторых ближайших соседей вплоть до значения

r = 0.6. При дальнейшем увеличении r критическая

температура начинает расти. Все значения критических

индексов, рассчитанные нами в интервале 0.0 ≤ r ≤ 0.4,

в пределах погрешности совпадают со значениями кри-

Физика твердого тела, 2020, том 62, вып. 6
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Рис. 8. Зависимость параметра порядка m от линейных

размеров системы L при T = TN для r = 0.7.

16 32 64

64

128

32

L

c

256

16

Рис. 9. Зависимость восприимчивости χ от линейных разме-

ров системы L при T = TN для r = 0.7.

тических индексов трехмерной нефрустрированной мо-

дели Гейзенберга [27]. Это свидетельствует о принадлеж-

ности данной модели в интервале 0.0 ≤ r ≤ 0.4 к тому

же классу универсальности критического поведения,

что и нефрустрированная модель Гейзенберга. Значения

критических индексов, рассчитанные нами в интервале

0.6 ≤ r ≤ 1.0 сильно отличаются от данных, полученных

в интервале 0.0 ≤ r ≤ 0.4. Можно предположить, что

учет взаимодействий вторых ближайших соседей внутри

слоев решетки для антиферромагнитной модели Гейзен-

берга на кубической решетке приводит к смене класса

универсальности критического поведения.

4. Заключение

Исследование фазовых переходов и критического по-

ведения антиферромагнитной модели Гейзенберга на

кубической решетке с учетом взаимодействия первых

и вторых ближайших соседей внутри слоев решетки

выполнено с использованием высокоэффективного реп-

личного алгоритма метода Монте-Карло. Построена фа-

зовая диаграмма зависимости критической температуры

от величины взаимодействия вторых ближайших сосе-

дей. Определены значения критических температур и

рассчитаны значения всех основных статических крити-

ческих индексов в интервале 0.0 ≤ r ≤ 1.0. Установлены

закономерности изменения критических параметров в

рассмотренном интервале r . Обнаружено, что в интерва-

ле 0.0 ≤ r ≤ 0.4 система проявляет универсальное кри-

тическое поведение. Показано, что в рассматриваемой

модели в интервале 0.6 ≤ r ≤ 1.0 наблюдается другое

критическое поведение.
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