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Описаны типы нелинейных поверхностных волн необыкновенной поляризации, возникающие на границе

раздела фоторефрактивного кристалла и среды с положительной керровской нелинейностью. Показано,

что в такой системе могут существовать нелинейные поверхностные волны несимметричного профиля

двух типов. Волны первого типа затухают при удалении от границы раздела без осцилляций как в

глубину фоторефрактивного кристалла, так и керровского, а волны второго типа затухают в глубину

фоторефрактивного кристалла с осцилляциями. Получены дисперсионные соотношения и указаны условия

существования всех описанных типов волн в зависимости от оптических характеристик кристаллов.
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1. Введение

Существует множество теоретических работ, посвя-

щенных описанию поверхностных электромагнитных

волн (плазмонов, поляритонов) на границах различ-

ных сред [1–7]. Особое значение имеют исследования

свойств поверхностных волн в различных нелинейных

оптических средах, таких как фоторефрактивные кри-

сталлы [8–11] и среды с эффектом Керра [12]. Однако
особенности распространения нелинейных поверхност-

ных волн на границах сред, в которых нелинейные

эффекты обусловлены различными механизмами пере-

распределения плотности зарядов и индицированного

ими поля, остаются мало изученными. Поэтому тре-

буют детального анализа многие практически важные

аспекты, в частности, закономерности формирования

нелинейных поверхностных волн с несимметричным

профилем, возникающих вблизи границ между фото-

рефрактивными кристаллами и другими нелинейными

оптическими средами.

В большинстве существующих теоретических работ

рассматривается локализация возбуждений электромаг-

нитного поля вблизи границ раздела сред с одинаковыми

по физической природе формами нелинейности (наибо-
лее часто встречающийся случай — контакт двух сред

с керровской нелинейностью [13–18]), либо на границе

раздела линейной и нелинейной сред [19–22].

В настоящей работе предлагается теоретичное опи-

сание новых типов нелинейных локализованных со-

стояний, соответствующих поверхностным волнам на

границе двух оптических сред с различными по физиче-

ской природе формами нелинейности: фоторефрактивно-

го кристалла и кристалла с керровской нелинейностью.

Очевидно, что такие поверхностные волны будут иметь

несимметричный профиль относительно границы разде-

ла сред.

2. Формулировка модели

Рассмотрим контакт одноосного фоторефрактивного

кристалла с диффузионным механизмом формирования

нелинейности и одноосного кристалла с керровской

нелинейностью (далее будем для краткости называть

его керровским кристаллом) в отсутствии приложенно-

го внешнего поля. Границу раздела кристаллов будем

считать настолько тонкой, что можно будет пренебречь

оптическими эффектами внутри нее.

Будем изучать Р-поляризованные нелинейные поверх-

ностные волны, для которых Ey = 0, Hx = Hz = 0, т. е.

волны с необыкновенной поляризацией (ТМ-волны). Так
как будет рассматриваться скользящее распростране-

ние светового пучка, то можно пренебречь анизотро-

пией показателя преломления и использовать одноосное

приближение.

Пусть полярная ось фоторефрактивного кристалла на-

правлена вдоль оси x . ТМ-волна распространяется вдоль

оси z . Граница раздела между фоторефрактивным и кер-

ровским кристаллами расположена в плоскости x = 0.

Фоторефрактивный кристалл занимает полупростран-

ство x > 0, а керровский — полупространство x < 0.

Будем рассматривать только стационарное распреде-

ление поля поверхностной волны. Из системы уравне-

ний Максвелла в рассматриваемом случае получается

уравнение для отличной от нуля компоненты вектора
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магнитного поля

1Hy + k2(x)Hy = 0, (1)

где 1 — двумерный оператор Лапласа по координатам x
и z ,

k(x) = k0{n j0(x) + 1n j(x)},
k0 = 2π/λ0, λ0 — длина волны света в вакууме, n j0 —

невозмущенные показатели преломления, 1n j — нели-

нейные добавки к ним, которые считаются малыми

(1n j ≪ n j0), j = 1, 2. Здесь и далее значение индекса

j = 1 соответствует величине, характеризующей фото-

рефрактивный кристалл в области x > 0, а значение ин-

декса j = 2 соответствует величине, характеризующей

керровский кристалл в области x < 0.

Нелинейная добавка к показателю преломления фо-

торефрактивного кристалла формируется в результа-

те диффузионного механизма нелинейности [23]. Если
пренебречь темновой интенсивностью по сравнению с

интенсивностью поверхностной волны, то нелинейную

добавку к показателю преломления фоторефрактивного

кристалла можно представить в виде [9,10,23]:

1n1(x) =
1

2
n3
10re f f

kBT
e

I ′1
I1

где штрихи здесь и далее означают производные по

координате x , re f f — эффективный электрооптический

коэффициент, kВ — константа Больцмана, T — тем-

пература, e — модуль заряда электрона, I j ∝ |H j |2 —

интенсивность светового пучка в поверхностной волне.

Нелинейная добавка к показателю преломления кер-

ровского кристалла пропорциональна интенсивности:

1n2(x) ∝ I2. Для нее будем использовать выражение в

виде: 1n2(x) = α|H2|2, α — коэффициент керровской

нелинейности. В данной работе он считается постоян-

ным и положительным, что соответствует керровской

среде с фокусировкой.

Предполагая, что установившееся распределение поля

в распространяющейся вдоль оси z волне представимо в

виде

Hy(x , z ) = H j(x)eiβk0z ,

где β — константа распространения, в рассматриваемом

приближении с учетом малости темновой интенсивно-

сти по сравнению с интенсивностью поверхностной вол-

ны и малости невозмущенных показателей преломления

по сравнению с нелинейными добавками к ним, из (1)
можно получить уравнения

H ′′

1 + µH ′

1 +
(

n2
10 − β2

)

k2
0H1 = 0, (2)

H ′′

2 +
(

n2
20 − β2

)

k2
0H2 + g|H2|2H2 = 0, (3)

где обозначили µ = 2k2
0n

4
10re f f kBT/e — коэффици-

ент затухания волны в фоторефрактивном кристалле,

g = 2αk2
0n20 — коэффициент нелинейности в керровском

кристалле (в данной работе он считается положительной

величиной).

Из условия непрерывности тангенциальных составля-

ющих полей на границе кристаллов следуют граничные

условия

H1(0) = H2(0) = H0, (4)

1

ε1
H ′

1(0) =
1

ε2
H ′

2(0), (5)

где H0 — амплитуда поля на границе раздела,

ε j ∝ n2
j0 — линейные (невозмущенные) части диэлек-

трических проницаемостей фоторефрактивного и кер-

ровского кристаллов соответственно.

Таким образом, математическая формулировка модели

для описания нелинейных поверхностных волн на грани-

це фоторефрактивного и керровского кристаллов сводит-

ся к уравнениям (2) и (3) с граничными условиями (4)
и (5).

3. Нелинейные поверхностные волны

Уравнение (2) имеет два типа исчезающих на беско-

нечности решений в зависимости от соотношения между

значениями константы распространения, коэффициента

затухания и невозмущенного показателя преломления

в фоторефрактивном кристалле. Амплитуда волны пер-

вого типа затухает без осцилляций при удалении от

границы раздела вглубь фоторефрактивного кристалла,

а второго — осциллирующим образом [24].
Решения нелинейного уравнения (3) определяются

знаком коэффициента нелинейности g и знаком разности

n2
20 − β2. В зависимости от их комбинаций возника-

ет несколько типов нелинейных поверхностных волн

несимметричного профиля.

В настоящей работе будем рассматривать керровскую

среду только с положительным коэффициентом нелиней-

ности.

3.1. Затухающие без осцилляций волны

При g > 0 и max
{

n20,

√

n2
10 − µ2/4k2

0

}

< β < n10 ре-

шение уравнений (2) и (3) представимы в виде

H1(x) = e−µx/2 (Aeνx + Beνx) , (6)

H2(x) =

√

2

g
q

ch q(x − x0)
. (7)

где

ν2 =
1

4

{

µ2 − 4k2
0

(

n2
10 − β2

)}

, (8)

q2 = k2
0

(

β2 − n2
20

)

. (9)

Подстановка решений (6) и (7) в граничные усло-

вия (4) и (5) приводит к выражениям для параметров

поля в фоторефрактивном кристалле

A =
q

ν
√
2g ch qx0

(

ε1

ε2
q th qx0 +

µ

2
+ ν

)

, (10)

B = − q

ν
√
2g ch qx0

(

ε1

ε2
q th qx0 +

µ

2
− ν

)

. (11)
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Нелинейная поверхностная волна с неосциллирую-

щим профилем (6) может затухать в глубину фото-

рефрактивного кристалла немонотонно или монотонно.

Монотонное затухания волны в глубь фоторефрактивно-

го кристалла может происходить в двух случаях:

1) A = 0 и тогда H0 = B или

2) B = 0 и тогда H0 = A.
Тогда из (10) и (11) получается

ν = ∓
(

ε1

ε2
q th qx0 +

µ

2

)

, (12)

где выбирается знак
”
−“ для A = 0 и

”
+“ для B = 0.

В этих случаях распределение поля (6) в монотонной

затухающей поверхностной волне в фоторефрактивном

кристалле принимает вид

H1(x) = H0e−γx ,

где амплитуда поля на границе раздела

H0 =
√
2q
/√

g ch qx0, (13)

коэффициент затухания

γ = −ε1q th qx0/ε2.

Для положительности коэффициента затухания в мо-

нотонной убывающей волне должно быть x0 < 0. Такая

монотонно убывающая волна существует при фиксиро-

ванной связи константы распространения, коэффициен-

тов преломления и других физических характеристик

фоторефрактивного и керровского кристаллов, опреде-

ляемой выражением (12).
В отличие от такой монотонной убывающей по-

верхностной волны, поверхностная волна, в котором

поле в фоторефрактивном кристалле описывается вы-

ражением (6), может иметь экстремум на расстоянии

xm = ν−1 ln I , где

I =
(ν + µ)(ν − µ/2− (ε1/ε2)g th qx0)

(ν − µ)(ν + µ/2 + (ε1/ε2)g th qx0)
.

Экстремальное значение амплитуды поля, достигае-

мое на расстоянии xm от границы раздела в глубину

фоторефрактивного кристалла, можно оценить по фор-

муле

Hm =
qI−(ν+µ/2)

ν
√
2g ch qx0

(

2ε1q(ν2 + µ2/4) th qx0

ε2(ν2 − µ2/4)
− µ

)

.

3.2. Затухающие с осцилляциями волны

Если теперь считать, что n20 < β <

√

n2
10 − µ2/4k2

0, то

при g > 0 решение уравнения (3) остается в виде (7), а
решение уравнения (2) примет вид

H1(x) = H0e
−µx/2 cos(px + ϕ)/ cosϕ, (14)

p2 = −ν2 =
1

4

{

4k2
0

(

n2
10 − β2

)

− µ2
}

. (15)

Распределение поля (14) в поверхностной волне зату-

хает с осцилляциями при удалении от границы раздела

в глубину фоторефрактивного кристалла. Характерный

период осцилляций поля: 3 = 2π/p, глубина проникно-

вения в фоторефрактивный кристалл: l = 2/µ. Затухание

поля в глубину керровского кристалла по-прежнему

происходит без осцилляций.

Подстановка решений (7) и (14) в граничные усло-

вия (4) и (5) приводит к амплитуде поля H0 в фо-

торефрактивном кристалле в виде (13), а также к

дисперсионному соотношению

p tgϕ = −
(

ε1

ε2
q th qx0 +

µ

2

)

. (16)

Дисперсионное соотношение (16), определяющее за-

висимость константы распространения от коэффициен-

тов преломления и других физических характеристик

фоторефрактивного и керровского кристаллов, можно

проанализировать в различных предельный случаях.

В частности, при ϕ = 0 и qx0 ≪ 1 из (16) можно

получить в явном виде закон дисперсии

β2(x0) = n2
20 −

µε2

2ε1x0k2
0

. (17)

Волна с законом дисперсии (17) существует при

x0 < 0.

При x0 = 0 и меняющемся ϕ из (16) получается закон

дисперсии в виде

β2(ϕ) = n2
10 −

µ2

4k2
0

(

1 + ctg2 ϕ
)

. (19)

Условие существования такой волны с законом

дисперсии (18) определятся неравенством:

ctg2 ϕ < 4k2
0n2

10/µ
2 − 1.

При qx0 ≪ 1 и меняющемся ϕ из (16) получается

закон дисперсии в виде

β2(ϕ) = n2
10 −

µ2

4k2
0

−
(

ε2 tgϕ

2ε1k0x0

)2
{

1± D1/2
}

, (20)

D = 1− f ctg2 ϕ,

f =
4ε1x0

ε2

{

ε1x0

ε2

[

µ2

4
− k2

0

(

n2
10 − n2

20

)

]

− µ

2

}

.

Условие существования такой волны с законом дис-

персии (20) определятся неравенством: tg2 ϕ > f .
При меняющемся ϕ в основном приближении кон-

станта распространения зависит от квадрата коэффи-

циента затухания волны в фоторефрактивном кристал-

ле. От коэффициента керровской нелинейности зависит

только амплитуда поверхностной волны.
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4. Зависимость константы
распространения от амплитуды поля

В теории нелинейных колебаний часто такие харак-

теристики как, например, частота, выражаются через

амплитуду. Для нелинейных поверхностных волн имеет

смысл проанализировать зависимость частоты констан-

ты распространения от амплитуды поля на границе

раздела кристаллов. В п. 3 проведен анализ поведения

константы распространения от свободного (управляю-
щего) параметра x0, характеризующего положение

”
цен-

тра солитона“ в керровском кристалле. Далее в качестве

управляющего параметра выберем величину H0, опреде-

ляемую выражением (13). В результате удается найти

точные решения дисперсионных уравнений в явном

аналитическом виде.

4.1. Зависимость константы распространения

от амплитуды монотонно затухающих волн

Если исключить из (12) x0 с помощью (13), то

получится дисперсионное уравнение

ν = ∓





ε1

ε2

√

q2 − gH2
0

2
+

µ

2



 , (21)

точное решение которого позволяет при использова-

нии (8) и (9) получить зависимость константы распро-

странения от амплитуды в виде

β2(H0) = n2
20 +

1

2δε2k2
0

{

(

µε1

ε2

)2

− 2δεd0 ± D1/2
0

}

,

(22)

δε = 1−
(

ε1

ε2

)2

, d0 =

(

ε1

ε2

)2 gH2
0

2
− k2

0

(

n2
10 − n2

20

)

,

D0 =

{

(

µε1

ε2

)2

−2δεd0

}2

−4δε2

{

d2
0+

(

µε1

ε2

)2 gH2
0

2

}

.

Из (22) следует, что в случае малоамплитудных коле-

баний в основном приближении квадрат константы рас-

пространения зависит линейно от квадрата амплитуды:

β2(H0) = n2
20 + aH2

0, где a определяется параметрами

кристаллов и не зависит от амплитуды H0.

Если амплитуда на границе раздела кристаллов

связана с оптическими характеристиками кристаллов

специальным соотношением (получаемым из условия

(µε1/ε2)
2 = 2δεd0):

H2
0 =

1

g

{

µ2

δε
+ 2k2

0

(

n2
10 − n2

20

)

(

ε2

ε1

)2
}

, (23)

то из (22) следует зависимость константы распростране-

ния поверхностной волны

β2(H0) = n2
20 +

1

k2
0

{

− 1

δε

[

(

µε1

ε2

)2 gH2
0

2

+

(

(

ε1

ε2

)2 gH2
0

2
− k2

0

(

n2
10 − n2

20

)

)2]}1/2

,

(24)

куда подставляется (23). Для существования такой по-

верхностной волны достаточно того, чтобы линейный

показатель преломления фоторефрактивного кристалла

был больше линейного показателя преломления керров-

ского кристалла.

В случае малости δε ≪ 1, что соответствует тому,

что значения линейных показателей преломления фото-

рефрактивного керровского кристаллов близки, из (21)
можно получить константу распространения в виде

β2(H0) = n2
20 +

1

k2
0

×







gH2
0

2
+

(

ε2

µε1

)

(

(

ε1

ε2

)2 gH2
0

2
− k2

0

(

n2
10 − n2

20

)

)2






.

(25)

Если линейный показатель преломления фоторефрак-

тивного кристалла много больше линейного показателя

преломления керровского кристалла, из (21) можно

получить константу распространения в виде

β2(H0) = n2
20 +

gH2
0

2k2
0

. (26)

В таком предельном случае (n20 ≪ n10) значение кон-

станты распространения при малых амплитудах близ-

ко к линейному показателю преломления керровского

кристалла, а ее квадрат линейно зависит от квадрата

амплитуды поля на границе раздела кристаллов.

Следует отметить, что зависимости (25) и (26)
являются приближенными решениями дисперсионного

уравнения (21) в отличие от зависимости (22) и ее

частных случаев (23) и (24), которые являются точными
решениями дисперсионного уравнения (21).

4.2. Зависимость константы распространения

от амплитуды затухающих
с осцилляциями волн

Если исключить x0 из (16) с помощью (13), то

получится дисперсионное уравнение

p tgϕ = −





ε1

ε2

√

q2 − gH2
0

2
+

µ

2



 , (27)
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точное решение которого позволяет при использова-

нии (9) и (15) получить зависимость константы распро-

странения от амплитуды при меняющемся ϕ в виде

β2(H0, ϕ) = n2
10 −

1

2δεϕk2
0

{

δεϕdϕ −
(

µε1

ε2

)2

± D1/2
ϕ

}

,

(28)

δεϕ =
ε1

ε2
+ tg2 ϕ,

bϕ =

(

ε1

ε2

){

k2
0

(

n2
10 − n2

20

)

− gH2
0

2

}

,

dϕ =
µ2

4

(

1 + tg2 ϕ
)

+ bϕ,

Dϕ =

{

δεϕdϕ −
(

µε1

ε2

)2
}2

− 4δε2ϕ

{

d2
ϕ

(

µε1

ε2

)2

bϕ

}

,

При ϕ = 0 из (28) можно получить закон дисперсии в

виде

β2(H0) = n2
20 +

1

k2
0

{

(

µε1

2ε2

)2

+
gH2

0

2

}

, (29)

который представляет собой линейную зависимость от

квадрата амплитуды поля. Из (28) также следует, что

tgϕ < 0.

Если амплитуда на границе раздела кристаллов

связана с оптическими характеристиками кристаллов

специальным соотношением (получаемым из условия

(µε1/ε2)
2 = 2δεϕdϕ):

H2
0 =

2

g

{

µ2ε2

2ε1

(

1 + tg2 ϕ − 2

aϕ

)

+ k2
0

(

n2
10 − n2

20

)

}

,

(30)

то из (27) следует зависимость константы распростране-

ния поверхностной волны

β2(H0, ϕ) = n2
10 −

1

δεϕk2
0

{

(

µε1

ε2

)2

bϕ − d2
ϕ

}1/2

, (31)

куда подставляется (30). Для существования такой

поверхностной волны должно выполняться условие

(µε1/ε2)
2bϕ > d2

ϕ .

Если амплитуда на границе раздела кристаллов

связана с оптическими характеристиками кристаллов

специальным соотношением (получаемым из условия

(µε1/ε2)
2bϕ = d2

ϕ):

H2
0 =

2

g

{

µ2

2

(

ε1

ε2
− ε2

2ε1
(1 + tg2 ϕ)

)

+ k2
0(n

2
10 − n2

20) ±

√

(

ε1

ε2

)2

− (1 + tg2 ϕ)

}

, (32)

то из (28) следует зависимость константы распростране-

ния поверхностной волны

β2(H0, ϕ) = n2
10 −

1

k2
0

{

aϕdϕ −
(

µε1

ε2

)2
}

, (33)

куда подставляется (32). Для существования такой по-

верхностной волны значения ϕ выбираются из условий:

(µε1/ε2)
2 < aϕdϕ и cosϕ > ε2/ε1.

5. Заключение

Таким образом, в данной работе установлено, что

на границе раздела фоторефрактивного кристалла и

керровского кристалла с фокусирующей нелинейностью

могут существовать нелинейные поверхностные волны

несимметричного профиля двух типов. Волны первого

типа затухают при удалении от границы раздела без ос-

цилляций как в глубину фоторефрактивного кристалла,

так и керровского, а волны второго типа затухают в

глубину фоторефрактивного кристалла с осцилляциями.

Волны первого типа могут затухать монотонно при

определенных условиях связи константы распростране-

ния, коэффициентов преломления и других физических

характеристик фоторефрактивного и керровского кри-

сталлов.

Возможность существования волн с осциллирующим

затуханием при определенных условиях принципиаль-

но отличает контакт фоторефрактивного кристалла с

фокусирующей керровской средой от контакта двух

нелинейных керровских сред или контакта нелинейной

и линейной сред. Данное обстоятельство имеет суще-

ственное значение для проектирования различных опти-

ческих устройств (переключателей, сенсоров), использу-
ющих волноводные свойства нелинейных поверхностных

волн [25–27].
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