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Указаны недостатки известных из литературы методов определения 4-х параметров парного межатомного

потенциала Ми−Леннард−Джонса применительно к кристаллам. Предложен новый метод для определения

параметров этого потенциала по термоупругим свойствам кристалла. В данном методе параметры опре-

деляются по наилучшему совпадению рассчитанных значений с экспериментальными данными: 1) энергии

сублимации кристалла при нулевых значениях температуры (T = 0K) и давления (P = 0); 2) коэффициента

теплового расширения и изотермического модуля упругости, измеренными при P = 0 и T = 300K;

3) зависимостью изотермы T = 300K уравнения состояния от объема P(300K,V ). Метод был апробирован

на железе и золоте и показал хорошие результаты. Данным методом были также определены параметров

межатомного потенциала для тугоплавких металлов: Nb, Ta, Mo и W. Полученные результаты позволили

также более точнее определить такие свойства данных металлов как энергия сублимации, температура Дебая

и поверхностная энергия.

Ключевые слова: межатомный потенциал, уравнение состояния, тепловое расширение, поверхностная

энергияю

DOI: 10.21883/FTT.2020.07.49462.026

1. Введение

Для численного или аналитического расчета термо-

динамических свойств кристалла простого (однокомпо-
нентного) вещества необходимо определить потенциал

взаимодействия пары его атомов. Для аналитического

расчета часто парное межатомное взаимодействие в кри-

сталле простого вещества представляется в виде 4-х па-

раметрического потенциала Ми−Леннард−Джонса, ко-

торый имеет следующий вид [1–7]:

ϕ(r) =
D

(b − a)

[

a

(

ro

r

)b

− b

(

ro

r

)a]

, (1)

где D и ro — глубина и координата минимума потенци-

ала, b > a > 1 — численные параметры.

В литературе встречаются высказывания, что парный

4-х параметрический потенциал Ми−Леннард−Джон-

са (1) дает при расчетах свойств кристаллов худшие

результаты, чем трех параметрический потенциал Морзе

для металлов, либо многочастичные потенциалы для Si

или Ge (потенциалы типа Stillinger-Weber или Tersoff,

которые включают не менее 10−12 параметров, и кото-

рые можно использовать только в численных расчетах).
Это мнение возникло из-за трудностей определения

самосогласованным образом всех четырех параметров

потенциала Ми−Леннард−Джонса, особенно значений

степенней a и b. Поэтому ранее (лет 50 тому назад)
в большинстве расчетов брали ничем не обоснованные

значения степенных параметров a = 6 и b = 12. Это

было обусловлено тем, что с параметрами 6 и 12 получа-

ется квадратное уравнение, с которым было легче рабо-

тать. Потенциал 6-12 использовался Леннард–Джонсом
с соавт. в

”
докомпьютерную эру“ (т. е. 30−40-х годах

XX века) для описания свойств инертных газов [8]. По

этой же причине потенциал 6−12 (названный потен-

циалом Леннард−Джонса) был применен для расчета

свойств твердой фазы металлов и диэлектриков. Это

и привело к плохим результатам, на основе которых

и сложилось неправильное мнение о неприменимости

потенциала Ми−Леннард−Джонса общего вида (1), т. е.
со степенями a−b, для описания свойств металлов.

Отметим, что потенциал Морзе дает для металлов более

лучшие результаты чем потенциал Леннард−Джонса

6−12. Но 3-х параметрический потенциал Морзе явля-

ется частным случаем 4-х параметрического потенциала

Ми−Леннард−Джонса (1) при b = 2a [8, Т. 1, стр. 282].
Задача корректного определения параметров потенци-

ала (1) решалась во многих работах (см. обзор в [1,2]),
но так до сих пор и не получила полного решения. Коор-

дината минимума потенциала ro легко вычисляется либо

из мольного объема (V00), либо из параметра решетки

(l00) кристалла при нулевых значениях температуры

T = 0K и давления P = 0 по формулам [1,2]:

ro =

(

qv

V00

NA

)1/3

, ro =

(

6
k pV00

πNA

)1/3

, ro = qll00 = c00.

(2)
Здесь NA — число Авогадро, k p — коэффициент

упаковки структуры, c00 — расстояние между центрами
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ближайших атомов при T = 0K и P = 0, структурные

константы qv и ql были определены в [1,2].
Величину D — глубину потенциальной ямы можно

определить из молярной энергии сублимации кристалла,

экстраполированной к T = 0K при P = 0: L00. В ра-

боте [1] величину D определяли из L00 без учета

энергии
”
нулевых колебаний“ решетки кристалла. Но

это приближение плохо выполняется даже для металлов.

Параметры b и a в [1] определялись из зависимо-

сти величины L00/(B00r3o) от произведения ba . Здесь

B = −V (∂P/∂V )T — изотермический модуль упругости.

Такой подход позволил в [1] приближенно рассчитать

параметры ro, D, b и a для металлов с различной

структурой.

Нами в [2] был предложен метод самосогласованного

определения всех 4-х параметров потенциала (1): ro,

D, b и a , который состоит в следующем. Значение ro

вычисляется по формулам (2). Величина D в прибли-

жении
”
взаимодействия только ближайших соседей“ вы-

числялась из уравнения, в котором учитывается энергия

”
нулевых колебаний“

L00/NA = (kn/2)D − (9/8)kB200, (3)

где kn — первое координационное число, kB — постоян-

ная Больцмана, 200 — температура Дебая при T = 0K

и P = 0.

Для определения степеней b и a в [2] используется

выражение для 2 и вытекающая из этого выражения

формула для первого параметра Грюнайзена (γ), кото-
рые были получены в [9] также на основе приближения

”
взаимодействия только ближайших соседей“

2(kn, c) = Aw(kn, c)ξ

[

−1 +

(

1 +
8D

kBAw(kn, c)ξ2

)1/2]

,

(4)

γ = −

(

∂ ln2

∂ lnV

)

T

=
b + 2

6(1 + Xw)
. (5)

Здесь c = [6k pV/(πN)]1/3 — расстояние между цен-

трами ближайших атомов, функция Aw возникает из-за

учета энергии
”
нулевых колебаний“ атомов в кристалле,

Aw(kn, c) = KR
5kn ab(b + 1)

144(b − a)

(

ro

c

)b+2

,

KR =
~
2

kBr2o m
, ξ =

9

kn
, (6)

где m — масса атома, ~ — постоянная Планка, функция

Xw = Awξ/2 определяет роль квантовых эффектов в

кристалле.

Таким образом, для одноатомного вещества парамет-

ры ro, D, b и a в [2] однозначно определялись из

формул (2) и из 3-х уравнений, в которые входят три

экспериментально определенные при T = 0K и P = 0

величины: L00, 200, γ00:

D/kB = (2/kn)
{[

L00/(NAkB)
]

+ (9200/8)
}

,

b = 6γ00
[

1 + (2Fb)
−1

]

− 2, (7)

a = b/
{

1 +
[

5KRkn b(b + 1)/
(

144Aw(1)
)]}

.

Здесь, согласно (4) и (6), имеем: Aw(1) = 200/(2ξFb),
Fb = [4D/(kBξ200)] − 1.

Таким методом в [2] были определены параметры

потенциала (1) для многих элементарных кристаллов.

При этом было учтено, что потенциальные параметры

простых веществ ограничены определенными интерва-

лами допустимых значений

0.67K ≤ D/kB ≤ 97473.6K и 6 ≤ ab ≤ 108. (8)

Но метод из [2] предполагает, что значения L00,

200 и γ00 определены в эксперименте при T = 0K

и P = 0 с высокой точностью. К сожалению, этого

не получается, причем наименее точно определяется

величина γ00. Именно поэтому в [2] значения D, b и

a были рассчитаны из фиксированных значений L00 и

200 и различных значений γ00, которые известны из

литературы. При этом возникала неопределенность в

выборе значения γ00 и вытекающих из этого расчета

набора параметров b и a .
Это привело к тому, что в работе [3] нами был

предложен метод, в котором при данных значени-

ях ro, D и b величина a корректировалась так,

чтобы получить хорошее совпадение с эксперимен-

тальным значением коэффициента теплового расшире-

ния: αp(P, T ) = (∂ lnV/∂T)P , измеренным при P = 0 и

T = 300K. Таким методом для ОЦК-Fe величина a была

скорректирована от a = 3.58 [2] до a = 2.95 [3].
Но для тугоплавких металлов (Mo, W, Nb) такая

корректировка величины a для получения хорошего

согласия с величиной αp(P = 0, T = 300K) оказалась

недостаточной. Это было связано с тем, что для таких

металлов приближенно измеряется не только значение

γ00, но и величина 200. Например, для Mo и W в

литературе приводятся следующие значения:

200(Mo)/K = 450 [10], 460−474.5 [11],

472.4−474.9 [12], 259± 11 [13], 423 [14],

273.7 [15], 375−527 [16], 455−470 [17];

200(W)/K = 400 [10], 382.58−390 [11],

382.6−384.6 [12], 384−388 [13], 383 [14],

232 [15], 378± 7 [18].

Для Nb и Ta разброс чуть меньше:

200(Nb)/K = 275 [10], 275.7−277.05 [11],

276.6−278.7 [12], 241 ± 13 [13], 276 [14], 300 [15].

200(Ta)/K=240 [10], 258−263.7 [11], 263.4−264.6 [12],

247 [13], 245 [14], 160.9 [15].

По этим причинам в [5,7] при расчетах свойств W

и Au корректировались уже два параметра b и a ,
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при фиксированных значениях ro и D. Корректиров-

ка производилась до получения наилучшего совпаде-

ния как с экспериментальным значением коэффициента

теплового расширения: αp(P = 0, T = 300K), так и с

экспериментальной зависимостью уравнения состояния

P(300K, v/vo). Здесь v = V/N — удельный объем,

vo = πr3o/(6k p). Однако, полученные таким путем па-

раметры потенциала (1) привели к низким значениям

модуля упругости B(P = 0, T = 300K).

Поэтому в работах [4,6] оптимизация потенциала (1)
проводилась уже по трем параметрам: D, b и a , при

фиксированном значении ro . В этом методе стремились

получить наилучшее согласие с экспериментальными

данными для αp(P = 0, T = 300K), B(P = 0, T = 300K)
и с экспериментальной зависимостью P(300K, v/vo).
Таким путем были получены параметры потенциала (1)
для Mo [4] и Nb [6]. Эти параметры позволили получить

хорошие зависимости для функций: P(T, v/vo), αp(P, T ),
B(P, T ), изохорной (Cv) и изобарной теплоемкости:

C p = Cv(1 + γαpT ), температуры плавления (Tm), а так-

же производных этих функций по давлению. Однако,

ввиду высокой величины D, рассчитанные значения

энергии сублимации L00 и поверхностной энергии (σ )
оказались много больше экспериментальных данных.

В связи с этим в данной работе предложен самосогла-

сованный метод определения параметров межатомного

потенциала (1) по термоупругим свойствам кристалла,

который будет более корректнее, чем методы из [1–7].

2. Метод определения параметров

В новом методе оптимизация потенциала (1) идет по

двум параметрам: b и a , при фиксированных значениях

ro и молярной энергии сублимации L00. При этом

значения 200, γ00 изменяются в широких диапазонах.

Для металлов эти величины равны:

100 < 200 < 600 и 1.1 < γ00 < 4.1.

Из рассчитанных по формулам (7) наборам значений

D, b и a отбираются только такие, которые при расче-

те уравнения состояния: P(300K, v/vo = 0.8), модуля

упругости: B(P = 0, T = 300K) и коэффициента тепло-

вого расширения: αp(P = 0, T = 300K), дают величины,

входящие в интервал допустимых значений. Данные

функции вычисляются по формулам полученным в [3] на
основании модели кристалла Эйнштейна и приближения

”
взаимодействия только ближайших соседей“

P = −

(

∂ f H

∂v

)

T

=

[

kn

6
D ·U ′(R) + 3kB2E · γ · Ew

(

2E

T

)]

1

v
, (9)

B = −v

(

∂P
∂v

)

T

= P +

[

kn

18
D ·U ′′(R) + 3kB2E · γ · (γ − q) · Ew

(

2E

T

)

− 3N · kB · γ2
· T · FE

(

2E

T

)]

1

v
. (10)

αp = γ
Cv

V · B
=

γ ·Cv

N · B [πr3o/(6k p)]

(

vo

v

)

. (11)

Здесь f H — удельная (на атом) свободная энергия

Гельмгольца для кристалла Эйнштейна, 2E — это тем-

пература Эйнштейна, которая связана с температурой

Дебая соотношением [19]: 2 = (4/3)2E , R = ro/c —

относительная линейная плотность кристалла, U(R) —

функция потенциальной энергии, которая, в соответ-

ствии с (1), равна

U(R) =
aRb − bRa

b − a
,

U ′(R) = R

[

∂U(R)

∂R

]

=
ab(Rb − Ra)

b − a
,

U ′′(R) = R

[

∂U ′(R)

∂R

]

=
ab(bRb − aRa)

b − a
, (12)

Ew(y) = 0.5 +
1

[

exp(y) − 1
] ,

FE(y) =
y2 exp(y)

[

exp(y) − 1
]2
, Cv = 3N · kB · FE

(

2E

T

)

,

q =

(

∂ ln γ

∂ ln v

)

T

= γ
Xw(1 + 2Xw)

1 + Xw

.

Проверка данного метода была проведена на Fe с

объемно-центрированной кубической (ОЦК) структурой

и на Au с гранецентрированной кубической (ГЦК) струк-
турой. Были определены как параметры межатомного

потенциала (1), так и вытекающие из этих параметров

значения энергии сублимации: L00, уравнения состояния:

P(300K, v/vo = 0.8), и значения решеточных свойств

кристалла: αp, B , 2, γ . Здесь σ — удельная (на единицу

площади) поверхностная энергия грани (100), выраже-
ние для которой имеет вид [20]:

σ (R, T ) = −
knDR2

12α2/3r2o
LE(R, T ), (13)

Здесь введены обозначения:

LE(R, T ) = U(R) + 3Hw(R, T ),

Hw(R, T ) =
6γ

(b + 2)

[

kB2E

Dkn

]

Ew

(

2E

T

)

.

Таким образом, в данном методе производится опти-

мизация параметров потенциала (1) как по энергетиче-

ским, так и по упругим параметрам кристалла.
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Энергия сублимации, параметры межатомного потенциала (1) и статья, в которой они были определены, и свойства, которые получаются при расчете с использованием

указанных параметров

Кристалл
L00, D/kB ,

b a Статья
P(0.8), αp B = −v(∂P/∂v)T , B ′(P) = (∂B/∂P)T 2

γ
σ ,

kJ/mol K GPa 10−6 K−1 GPa K 10−3 J/m2

413.80 [1] 12561.53 8.37 3.097 75.9 34.1 161.3 5.85 415.17 1.720 2202.98

−//− 12576.70 8.26 3.58 [2] 87.7 28.6 185.7 5.98 470.01 1.701 2207.35

Fe 414.454 12576.70 8.26 2.95 [3] 71.1 36.1 151.9 5.77 399.5 1.702 2204.95

414.634 ± 1.255 50−60 33−38 156−171 4−6 420−478 1.4−1.8 1910−2525 [34]
[21] [23] [25,26] [26,32] [26,32] [33] [33] 2420−2480 [35]

368.19 [1] 7419.16 16.05 2.80 109.9 43.0 166.4 8.35 198.04 3.001 1531.38

−//− 7411.50 15.56 1.96 [2] 71.9 64.0 109.0 7.91 156.23 2.921 1523.82

Au
−//− −//− 16.34 1.89 [2] 75.2 66.6 109.4 8.15 155.38 3.051 1523.08

367.903 −//− 12.82 2.93 [7] 80.5 41.7 141.1 7.30 190.09 2.464 1530.31

368.610 ± 1.255 65−75 42−42.8 166.4−173.2 5.31 [15]−9.57 [27] 156−178 2.3−3.05 1175−1850 [34]
[21] [15] [25,27] [10,14] [33] [33] 1500−1510 [35]

719.65 [1] 21732.20 9.24 2.55 77.7 24.0 167.2 5.95 327.28 1.869 2870.66

−//− 21706.44 5.81 1.88 [2] 31.1 37.0 77.2 4.58 237.02 1.300 2860.54

Nb
−//− −//− 7.50 1.72 [2] 39.0 38.4 90.5 5.09 236.38 1.581 2859.80

1001.25 30200.0 6.2 2.3 [6] 57.4 20.6 145.1 4.84 331.56 1.367 3998.34

719.472 ± 4.184 50−60 21.3−22.8 144.2−170.2 3.3 [15]−14.5 [14] 241[13]−300 [10] 1.3−1.69 2050−2550 [34]
[21] [15] [25,28,29] [10,14] [33] 2660−2700 [35]

706.26 [1] 21318.49 7.86 3.49 86.3 18.5 192.8 5.80 289.93 1.640 2819.56

−//− 21305.51 7.01 2.90 [2] 60.8 23.2 142.4 5.32 244.43 1.499 2815.53

Ta
−//− −//− 11.16 2.52 [2] 97.9 24.8 194.7 6.58 242.84 2.190 2814.5

785.608 [21] 23701.02 7.92 3.13 85.8 18.6 193.8 5.70 278.54 1.650 3136.47

785.608 ± 4.184 55−75 18−19.8 192 [15]−195 [24]− 3.4−3.55 [24] 160.9 [15] 1.5−2.19 1950−2680 [34]
[21] [15,24] [25,29,30] 201.9 [14] −3.842 [14] −264.6 [12] [33] 2900−3150 [35]

655.31 [22] 19832.34 8.29 3.93 115.0 16.4 248.7 6.09 451.13 1.710 2907.50

−//− 19776.91 7.68 1.93 [2] 48.4 37.2 110.6 5.22 253.91 1.610 2889.24

Mo 1624.34 48950.0 6.82 1.87 [4] 97.5 14.9 242.6 4.90 383.66 1.468 7207.60

654.867 ± 2.928 80−95 14−16.5 244−260 4.21−4.67 455−470 1.95 − 2.03 1865−2630 [34]
[21] [15,17] [25,29,31] [17] [17] [17] [17] 2910−3000 [35]

848.10 [1] 25594.79 8.82 3.45 136.2 15.0 295.7 6.10612 330.35 1.800 3715.79

−//− 25608.93 8.58 4.06 [2] 157.6 12.6 339.6 6.22903 381.042 1.760 3719.21

W 847.987 −//− 6.28 3.97 [5] 103.1 13.6 243.5 5.42890 393.482 1.377 3718.11

855.644 ± 4.184 103−120 11−15 296 [15]−323.3 [10] 4.4 [15]−19.1 [14] 232 [15]−400 [10] 1.1−1.76 2668−2712 [34]
[21] [15] [18,25,29] 310−610 [33] [33] 3270−3680 [35]
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3. Результаты расчетов

В таблице представлены полученные в различных

работах параметры межатомного потенциала (1) и выте-

кающие из этих параметров значения указанных свойств

как для ОЦК-Fe и ГЦК-Au, так и для тугоплавких

металлов Nb, Ta, Mo и W, которые имеют ОЦК струк-

туру. Для координаты минимума потенциала (1) брали

следующие значения: ro/[10
−10 m] = 2.4775 (ОЦК-Fe),

2.8751 (ГЦК-Au), 2.8648 (ОЦК-Nb), 2.8648 (ОЦК-Ta),
2.7365 (ОЦК-W) — из [1]; 2.72 (ОЦК-Mo) — из [2]. Для
каждого кристалла в верхних строках представлены ре-

зультаты полученные новым методом, а в нижней стро-

ке представлены экспериментальные оценки указанных

свойств. Для ОЦК-Ta расчет параметров потенциала (1)
и свойств сделан для двух значений энергий сублимации:

из [1] и из [21], ввиду их заметного различия. Результаты

представлены в первой и четвертой строках.

Как видно из таблицы, полученные новым методом

параметры потенциала (1) для Fe и Au дают при

T = 300K и P = 0 значения решеточных свойств лучше,

чем потенциалы из других работ. Но величина P(300K,
v/vo = 0.8) по данным параметрам получилась несколь-

ко выше экспериментальных данных. Это указывает

на то, что полученные здесь параметры потенциала

работоспособны в области упругих деформаций, т. е.

при v/vo ≥ 0.9. Аналогичный вывод можно сделать

и по результатом расчета свойств тугоплавких ОЦК-

металлов. Но потенциальные параметры, полученные

предлагаемым методам, дают в комплексе более лучшее

согласие с набором экспериментальных данных: как по

L00 и P(300K, v/vo = 0.8), так и для определенных при

T = 300K и P = 0 решеточных свойств: αp, B , 2, γ и

σ . Для ОЦК-Ta лучшее согласие рассчитанных свойств

с экспериментальными данными получено из значения

энергии сублимации из [21], которые представлены в

четвертой строке.

Помимо определения параметров потенциала (1) дан-

ный метод расчета позволяет определить более до-

стоверные значения для таких свойств как 2, γ и

σ , которые для тугоплавких металлов имеют большой

разброс экспериментальных данных. Как было указано

в [9,34,36] современные экспериментальные методы не

позволяют измерить данные параметры с необходимой

точностью (см. разброс экспериментальных данных в

таблице). Кроме этого, на примере ОЦК-Ta показано,

что данный метод может быть использован для выбора

более достоверного значения энергии сублимации кри-

сталла. Поэтому данный комплексный метод расчета па-

раметров потенциала (1), также позволяет более точнее

определять и термодинамические свойства кристалла.

4. Заключение

Предложен новый метод для определения 4-х парамет-

ров потенциала Ми−Леннард−Джонса по термоупругим

свойствам кристалла. Показано, что данный метод более

корректен, чем известные из литературы другие методы

определения параметров потенциала. Определены

параметры межатомного потенциала для ГЦК-Au,

и для кристаллов Fe, Nb, Ta, Mo, W, имеющих

ОЦК-структуру. На основании полученных результатов

указаны более достоверные значения для 2, γ и σ

указанных кристаллов. На примере ОЦК-Ta показано,

что данным методом можно также указать более

достоверное значение энергии сублимации кристалла.
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