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В нерелятивистском приближении флуктуационной электродинамики, с использованием модели зеркаль-

ного отражения и нелокальной диэлектрической проницаемости металла, получены простые аналитические

выражения для сил трения в системах частица–пластина и пластина–пластина при относительном движении

тел с постоянной скоростью. Показано, что при расстояниях около 1−10 nm для наночастицы Au (или
золотой пластины), движущейся вблизи другой такой же пластины в состоянии покоя, диссипативные силы

на 2−4 порядка выше, чем в случае, когда используется локальная диэлектрическая функция Друде.

Ключевые слова: трение Ван-дер-Ваальса, квантовое трение, силы Казимира−Лифшица, нелокальные

эффекты.

DOI: 10.21883/FTT.2020.08.49620.032

1. Введение

Детальное описание сил трения ван-дер-Ваальса

(и квантового трения), а также соответствующих дис-

сипативных эффектов в наноструктурах имеет большое

фундаментальное и практическое значение в связи с

интенсивным развитием микро- и нанотехнологии, по-

скольку они могут влиять на функционирование микро-

механических устройств (МЭМС) [1]. Однако до недав-

него времени даже результаты теоретических расче-

тов этих сил в простейших конфигурациях (частица-
пластина, пластина-пластина) были предметом интен-

сивного обсуждения (см. [2–4] и соответствующие ссыл-

ки). Практически отсутствуют и надежные эксперимен-

тальные измерения сил данного типа, что резко контра-

стирует с измерениями статических консервативных сил

ван-дер-Ваальса и Казимира-Лифшица [5,6], имеющих

одинаковое происхождение. Все вышеупомянутые силы

зависят от вида диэлектрических проницаемостей взаи-

модействующих тел. В случае консервативных сил ван-

дер-Ваальса (Казимира−Лифшица), как показано в [6,7],
роль пространственной дисперсии (ПД) диэлектриче-

ской проницаемости материалов относительно мала, но

в случае квантового трения ПД проявляется значитель-

но сильнее [8,9]. Это связано с возможностью генерации

электрон-дырочных пар при относительном движении

тел (даже с небольшой скоростью).

Целью данной работы является расчет силы трения

ван-дер-Ваальса (с линейной зависимостью от скорости

при конечной температуре) и квантовой силы трения

(с кубической зависимостью от скорости при нулевой

температуре) в рамках нерелятивистского приближения

флуктуационной электродинамики и модели зеркального

отражения (МЗО) [10,11]. Хорошо известно, что МЗО

позволяет описывать многие свойства реальных поверх-

ностей и успешно используется для расчета потерь

энергии ускоренных ионов вблизи поверхности твер-

дых тел и динамики движения электронов, захвачен-

ных кильватерным потенциалом движущихся ионов в

веществе [12].
На основе решения задачи о взаимодействии ма-

лой частицы с пластиной рассматривается задача о

взаимодействии двух толстых пластин в относитель-

ном движении. При этом используется
”
принцип со-

ответствия“ между конфигурациями частица−пластина

и пластина−пластина [13]. В отличие от работ [8,9],
в которых рассматривались силы квантового трения

между двумя пластинами и при взаимодействии атома с

поверхностью, использование реалистичного приближе-

ния для нелокальной диэлектрической функции металла

позволяет проводить аналитические и численные расче-

ты этой силы, а также (в общем случае) силы трения

ван-дер-Ваальса, более простым образом при произволь-

ных температурах взаимодействующих тел. Проводится

детальное численное сравнение нелокальных сил трения

с результатами локальной теории при взаимодействии

наночастиц золота с поверхностью золота и взаимодей-

ствии двух пластин золота. Показано, что учет нелокаль-

ности в этих случаях приводит к увеличению сил трения

на 2−4 порядка величины.

2. Основные теоретические
соотношения

На рис. 1 показана схема МЗО и движения частицы с

флуктуационным дипольным моментом d(t) относитель-
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Рис. 1. Схема МЗО и используемая координатная система.

но поверхности поляризующейся пластины. В вакуумной

области электрическое поле создается диполем d(t) с де-
картовыми компонентами Vx , 0,−Vz вектора скорости V,

идентичным ему диполем с компонентами (Vx , 0,Vz )

вектора скорости V′, зеркально-симметричным относи-

тельно плоскости z = 0, и фиктивной плотностью заряда

ρs(x , y, t)δ(z ) на плоскости z = 0. Введение фиктивной

плотности заряда необходимо для выполнения гранич-

ных условий непрерывности электрического потенциала

и индукции электрического поля [10,11]. Поле внутри

пластины (z < 0) также создается плотностью заряда

ρs(x , y, t)δ(z ).

Задавая векторы поляризации дипольных источников

в виде P = d(t)δ(r − Vt) и P′ = d(t)δ(r − V′t), и разлагая

электрический потенциал 8 и соответствующие плот-

ности заряда −divP, −divP′, ρs(x , y, t)δ(z ) в интегралы

Фурье по частоте ω и трехмерному волновому вектору

k = (q, kz ) = (kx , ky , kz ), решение уравнения Пуассона

18 = −4πρ для фурье-компонент потенциала при z > 0

и z < 0 запишем в виде

8(ω, k) = − 4π

k2

[

ikd(ω − kV) + ikd(ω − kV′)

+ ρs(ω, q)
]

, z > 0 (1)

8(ω, k) =
4πρs (ω, q)

k2ε(ω, k)
, z < 0 (2)

где d(ω − kV), d(ω − kV′) и ρs(ω, q) — фурье-компо-

ненты дипольных моментов и ρs(x , y, t).

Условие непрерывности потенциала 8 на границе

z = 0 определяет величину ρs (ω, q):

ρs(ω, q) = − q
π + qI0

∞
∫

−∞

dkz

q2 + k2
z

×
[

ikd(ω − qxVx + kzVz ) + ikd(ω − qxVx − kzVz )
]

= − q
π + qI0

[

iqd(ω+ − qxVx) + iqd(ω− − qxVx)

+ qdz (ω
+ − qxVx) + qdz (ω

− − qxVx)
]

, (3)

I0 =

∞
∫

0

dkz

k2ε(ω, k)
, (4)

где ω± = ω ± iqVz .

При вычислении интеграла (3) он рассматривается

как предел при z → 0 от такого же выражения с допол-

нительным множителем exp(ikz z ) в подынтегральном

выражении, а интегрирование по kz выполняется вдоль

контура, включающего вещественную ось и верхнюю

полуокружность комплексной плоскости. Кроме того,

используется модификация kd = qd− kz dz скалярного

произведения [14], необходимая для согласования ре-

зультатов с точным решением для потенциала, полу-

ченного при использовании локальной диэлектрической

проницаемости. Без этой модификации вклад флукту-

ационного дипольного момента с компонентой dz за-

нуляется. Граничное условие непрерывности индукции

на границе z = 0 выполняется автоматически, посколь-

ку составляющая потенциала (1) с фурье-компонентой,

обусловленной вкладом диполей, симметрична относи-

тельно границы z = 0 и имеет нулевую производную

по координате z , а вклады в индукцию от фиктивной

плотности заряда при z → ±0 взаимно сокращаются.

В рамках МЗО любое распределение заряда, связанное с

движущейся частицей, обладает такими же свойствами.

Фурье-компонента 8ind(ω, k) потенциала, индуцирован-

ного в вакуумной области, определяется путем вычита-

ния из 8(ω, k) фурье-компоненты 8vac(ω, k) потенциала
для частицы, движущейся в вакууме. Для этого нужно

сделать замену ε(ω, k) → 1 в (1)−(4).
В результате получаем

8ind(ω, k)=
2π

k2
1(ω, q) ·

[

iqd(ω+−qxVx)+iqd(ω−−qxVx)

+ qdz (ω
+ − qxVx) + qdz (ω

− − qxVx)], (5)

1(ω, q) =
π − qI0
π + qI0

. (6)

Принимая во внимание (5), выражение для индуциро-

ванного потенциала в точке (r, t) = (R, z , t) = (x , y, z , t)
вакуумной области принимает вид

8ind(R, z , t) =
1

(2π)4

∫

dωd2qdkz

× 8ind(ω, k) exp
(

i(qR + kz z − ωt)
)

.

(7)
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Если частица движется параллельно поверхности, то,

подставляя (5) в (7), необходимо перейти к пределу

Vz → 0, Vx → V при условии Vz t → ±z 0, где z 0 —

расстояние частицы от поверхности. После этого, инте-

грируя (7) по kz так же, как и в (3), получаем фурье-

компоненту потенциала с разложением по частоте и

двумерному волновому вектору:

8ind(ω, q, z ) =
2π

q
1(ω, q)e−q(z+z 0)

[

iqx dx(ω − qxV )

+ iqy dy(ω − qxV ) + qdz (ω − qxV )
]

. (8)

Формула (8) совпадает с точным решением электроди-

намической задачи в случае параллельного движения,

когда используется локальная диэлектрическая прони-

цаемость ε(ω) [14]. Используя (8), дальнейший расчет

диссипативной силы ван-дер-Ваальса, действующей на

частицу, полностью повторяет расчет с локальной функ-

цией ε(ω) [3]. Выражая диэлектрический отклик частицы

через частотно-зависящую поляризуемость α(ω), полу-
чаем следующий результат для силы Fx (T1 и T2 —

температуры частицы и пластины в энергетических

единицах, ω+ = ω + qxV )

Fx =− ~

π2

∞
∫

0

+∞
∫

−∞

dqx qx

+∞
∫

−∞

dqyqe−2qz 0 Im1(ω, q) Imα(ω+)

×
[

coth(~ω/2T2) − coth(~ω+/2T1)
]

. (9)

В линейном приближении по скорости (при T1 = T2

= T ) из (9) следует

Fx = − 1

2π

(

~
2V
T

)

∞
∫

0

dω

∞
∫

0

dqq4e−2qz 0

× Im1(ω, q) Imα(ω) sinh−2(~ω/2T ), (10)

а в пределе квантового трения (T = 0), соответственно,

Fx =
4~

π2

∞
∫

0

dqx qx

∞
∫

0

dqy qe−2qz 0

×
qxV
∫

0

dω Imα(ω − qxV ) Im1(ω, q). (11)

Формулы (9)−(11), естественно, полностью совпа-

дают с результатами других авторов, полученны-

ми для локальной диэлектрической проницаемости

материала пластины (см. [2–4] и ссылки), когда

1(ω, q) → (ε(ω) − 1)/(ε(ω) + 1).

3. Сферическая частица
над металлической поверхностью

Для практического расчета силы Fx по форму-

лам (10), (11) используем выражение для поляризуе-

мости α(ω) = R3(ε(ω) − 1)/(ε(ω) + 2) сферической ча-

стицы с радиусом R и диэлектрической проницаемо-

стью Друде ε(ω) = 1− ω2
p/ω(ω + iγ), где ωp и γ —

частота плазмы и коэффициент затухания (ωp = 9 eV

и γ = 30meV для золота). Для функции ε(ω, k) ме-

таллической пластины используем известное прибли-

жение [15], учитывающее низкочастотную асимптотику

диэлектрической проницаемости Линдхарда, генерацию

электрон-дырочных пар и плазмонов

ε(ω, k)=1+
ω2

p

{s2k2[1−iπωθ(2kF−k)/2kVF ]−ω(ω+iγ)} ,
(12)

где kF — волновой вектор Ферми, s = VF/3, VF —

скорость Ферми, θ(x) — единичная функция Хевисай-

да. Формула (12) отличается от известного гидродина-

мического приближения для диэлектрической функции

наличием в знаменателе члена с тэта-функцией. Она

хорошо зарекомендовала себя в расчетах тормозной

способности ионов низких энергий при скользящем

движении вблизи поверхности [11].

Низкочастотное разложение интеграла (4) приводит к

выражению I0 = A + B + C, в котором

A = πk−1
T F (1 + x2)−3/2, (13)

B = − i

(

π

kTF

)(

ω

ωp

)

×
[

(2 + x2)

2(1 + x2)3/2
ln

(

p
√
1 + x2 +

√

p2 − x2

p
√
1 + x2 −

√

p2 − x2

)

− p
√

p2 − x2

(1 + p2)
√
1 + x2

]

θ(p − x) (14)

C = −i

(

π

kTF

)(

γω

ω2
p

)

[ √
1 + x2 − x

x
√
1 + x2 + x

− 1

2(1 + x2)3/2

]

.

(15)

Здесь x = q/kT F , kT F =
√
3ωp/VF — обратная

длина экранирования Томаса−Ферми, p = 2kF/kTF

= 3
√

3π2/2
√

aB/r s , aB и r s — боровский радиус и

параметр модели
”
желе“ (r s/aB = 3.01 и p = 1.415 для

золота). Мы также используем одинаковое значение

фактора затухания γ в выражении для ε(ω) и в (12).
Следует отметить, что в формуле (14) выражение

в квадратных скобках несколько отличается от

аналогичного, приведенного в работе [11]. Кроме

того, в [11] отсутствует фактор θ(p − x). Учитывая (6),
(13)−(15), получим следующее выражение для функции

диэлектрического отклика поверхности, 1(ω, q):

1(ω, q) =
1− (ω/ωp)

2S2(x) + 2i(ω/ωp)S(x)
√
1 + x2

(√
1 + x2 + x

)2

+ (ω/ωp)2S2(x)

(16)
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S(x) =

[

x(2 + x2)

2(1 + x2)
ln

(

p
√
1 + x2 +

√

p2 − x2

p
√
1 + x2 −

√

p2 − x2

)

− x p
√

p2 − x2

(1 + p2)
√
1 + x2

]

θ(p − x)

+ β

[

√

1 + x2 − x − 2

2(1 + x2)

]

. (17)

При записи S(x) в (17) и далее, для простоты, не

указывается аргумент β = γ/ωp. В случае малых ско-

ростей частиц V ≪ VF и S(x) ∼ 1 (VF — скорость

Ферми), члены, пропорциональные ω2 в (14), можно

не учитывать, поскольку в интегралы (10), (11) дают

вклад только низкие частоты ω ≪ ωp . Аналогично, для

Imα можно использовать более простое выражение

Imα ≈ 3iγω/ω2
p . Тогда, в результате интегрирования по

частоте ω, формулы (10), (11) принимают вид

F (nl)
x = −π

8

(

R
z 0

)3
~γ

z 2
0

(

T
~ωp

)2 V
ωp

f 1(2kT F z 0), (18)

F(nl)
x = − 1

256π

(

R
z 0

)3
~γ

z 0

(

V
ωpz 0

)3

f 2(2kTF z 0), (19)

где функции f i(x), i = 1, 2 определены выражениями

f 1(x) =

∞
∫

0

dz z 4e−z S1(z/x), (20)

f 2(x) =

∞
∫

0

dz z 6e−z S1(z/x), (21)

S1(x) = S(x)

√
1 + x2

(√
1 + x2 + x

)2
. (22)

Если при вычислении Fx используется локальная функ-

ция Друде, то 1(ω, q) → (ε(ω) − 1)/(ε(ω) + 1) и после

интегрирования в (10), (11) получим

F(l)
x = −3π

(

R
z 0

)3
~γ

z 2
0

(

T
~ωp

)2 V
ωp

γ

ωp
, (23)

F(l)
x = − 45

16π

(

R
z 0

)3( V
ωpz 0

)3
~γ

z 0

γ

ωp
. (24)

На рис. 2 показаны зависимости F (nl)
x /F (l)

x , вычис-

ленные в нелокальном и локальном приближении, от

параметра 2kT Fz 0. Сплошная и штриховая кривые со-

ответствуют случаю конечной температуры и T = 0.

Заметим, что для золота 2kT Fz 0 = 34 при z 0 = 1 nm.

Как следует из рис. 2, эффект ПД приводит к возрас-

танию сил трения более чем на два порядка величи-

ны при z 0 = 1÷ 10 nm. При сравнении отношений сил

F (nl)
x /F (l)

x , соответствующих нелокальному и локальному

приближениям, вычисленных по формулам (̃18), (23)
и (19), (24), можно видеть, что возрастание силы трения

вследствие ПД связано с большой величиной параметра

1/β = ωp/γ ≫ 1. Это согласуется с результатами [9].
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Рис. 2. Зависимость F (nl)
x /F (l)

x от приведенного расстояния

2kT F z 0 для наночастицы Au вблизи поверхности золота.

Штриховая линия: сила квантового трения; сплошная линия:

сила трения при конечной температуре; (nl) — нелокальное

приближение (18), (19); (l) — локальное приближение (23),
(24). Логарифмические функции здесь и далее берутся с

основанием 10. Для золота, 2kT F z 0 = 34 при z 0 = 1 nm.

4. Две пластины в относительном
движении

Как впервые показал Лифшиц [16], в статическом

случае между конфигурациями
”
пластина−пластина“ (1)

и
”
частица−пластинa“ (2) имеется правило соответ-

ствия. Оно позволяет получить выражение для силы

Казимира−Полдера в конфигурации 2, исходя из со-

ответствующего выражения для силы взаимодействия

пластин (полупространств) в конфигурации 1. В соот-

ветствии с этим правилом,

1(ω) → 2πnα(ω), (25)

F(2)(z ) = − 1

nS
d
dl

F(1)(l)l=z , (26)

где α(ω) поляризуемость частицы вещества разрежен-

ной среды с плотностью числа частиц n, моделирующей

материал одной из пластин, а S — площадь поверхности

пластин в области вакуумного контакта.

В неравновесных системах, не находящихся в тепло-

вом и (или) динамическом равновесии, соответствующее

правило соответствия было обосновано в незапаздыва-

ющем пределе [3,13]. Было показано, что соотноше-

ния (25), (26) выполняются и для других величин, опи-

сывающих флуктуационно-электромагнитное взаимодей-

ствие, таких как скорость радиационного теплообмена

и сила трения. Такое же правило соответствия, очевид-

но, должно выполняться и в нелокальном случае для

существования предельного перехода от нелокального к

локальному случаю. Кроме того, соотношения (25), (26)
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могут применяться
”
в обе стороны“: от конфигурации 1

к конфигурации 2 и наоборот.

Имея это в виду, для учета ПД в конфигурации 1

следует сделать замену 1(ω) → 1(ω, q) в формуле (9).
Следует отметить, что данный подход принципиально

отличается от подхода авторов [4,6] при вычислении

сил Казимира−Лифшица (сил притяжения и трения пла-

стин) с учетом ПД, когда нелокальная диэлектрическая

функция ε(ω, k) (в форме Линдхарда−Мермина [17])
подставлялась непосредственно в выражения для фре-

нелевских амплитуд отражения электромагнитных волн

в формулах для соответствующих сил, содержащих

диэлектрическую функцию.

В нашем случае сила трения, действующая на движу-

щуюся пластину (величины, относящиеся к ней, отме-

чаются индексом
”
1“), отнесенная к единице площади

контакта, будет совпадать с аналогичным выражением

в [3] при условии 11(ω+) → 11(ω+, q) и ω+ = ω + qxV :

Fx (l) = − ~

4π3

∞
∫

0

dω
∫

d2qqx e−2ql Im11(ω+, q)

× Im12(ω, q)|D|−2
[

coth(~ω/2T2) − coth(~ω+/2T1)
]

,

(27)

где D = 1− 11(ω+, q)12(ω, q) exp(−2ql), а l — расстоя-

ние между пластинами. Используя (27), выражения для

силы трения в линейном приближении по скорости (при
T1 = T2 = T ) и в случае квантового трения (T = 0) запи-
шем в виде n(ω) = 1/(exp(~ω/T ) − 1) — планковский

фактор)

Fx =
~V
2π3

∞
∫

0

dω
dn(ω)

dω

∞
∫

0

d2qqx e−2ql

× Im11(ω, q) Im12(ω, q)|D|−2, (28)

Fx =
~

π3

+∞
∫

0

dqy

∞
∫

0

dqx qx e−2ql

×
qxV
∫

0

dωIm11(ω − qxV, q) Im12(ω, q)|D|−2. (29)

Следует отметить, что, в отличие от (27) и (29),
D-фактор в (28) имеет вид D = 1− 11(ω, q)12(ω, q)
× exp(−2ql). Формулы (28), (29) согласуются с резуль-

татами, полученными другими авторами [2–4,14,18] при
использовании локальной диэлектрической проницаемо-

сти ε(ω), а (29) совпадает с формулой (24) в [8], полу-
ченной в рамках нелокальной квантово-полевой теории.

Как и в разделе 2, в случае малых скоростей (V ≪ VF)
можно опустить члены, пропорциональные ω2 в (16).
Тогда 11,2(ω, q) ∼= 1, Im11,2(ω, q) ∼= 2(ω/ωg )S1(x), и

при подстановке этих выражений в (28), (29) получим

(считая, что обе пластины изготовлены из одинакового

материала)
1) T1 = T2 = T

F (nl)
x = − 1

24

(

T
~ωp

)2 (
~V
l4

)

f 3(2kT F l). (30)

2) T1 = T2 = 0

F(nl)
x = − 1

211 · 3

(

V
ωpl

)3 (
~ωp

l3

)

f 4(2kT F l). (31)

f 3(x) =

∞
∫

0

dyy3e−y
S2
1(y/x)

(

√

1 + (y/x)2 + (y/x)
)4

[

(

√

1 + (y/x)2 + (y/x)
)4

− e−y

]2
.

(32)

f 4(x) =

∞
∫

0

dyy5e−y
S2
1(y/x)

(

√

1 + (y/x)2 + (y/x)
)4

[

(

√

1 + (y/x)2 + (y/x)
)4

− e−y

]2
.

(33)

В то же время, используя диэлектрическую прони-

цаемость Друде ε(ω) = 1− ω2
p/ω(ω + iγ), будем иметь

11,2(ω) ∼= 1, Im11,2(ω) ∼= 2(ωγ/ω2
p) и тогда из (28), (29)

следует

F (l)
x = − ζ (3)

4

(

T
~ωp

)2 (
~V
l4

)(

γ

ωp

)2

, (34)

F (l)
x = −5ζ (5)

28

(

V
ωpl

)3 (
~ωp

l3

)(

γ

ωp

)2

. (35)

где ζ (3) = 1.202 и ζ (5) = 1.037 — дзета-функции Ри-

мана.
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Рис. 3. Зависимость Fnl
x /F l

x как функция приведенного рас-

стояния 2kT F l для двух пластин золота при их относитель-

ном движении. Штриховая линия: сила квантового трения;

сплошная линия: сила трения при конечной температуре.

(nl) — нелокальное приближение (30), (31), (l) — локальное

приближение (34), (35).
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На рис. 3 показаны результаты расчета отношения

F (nl)
x /F (l)

x в зависимости от 2kTF l для двух пластин зо-

лота при относительном движении с постоянной скоро-

стью. Видно, что в диапазоне l = 1−10 nm силы трения

увеличиваются на четыре порядка, если учитывать ПД.

Эффект обусловлен большой величиной фактора ω2
p/γ

2.

5. Обсуждение результатов

Целесообразно выполнить более детальное сравнение

численных значений сил Fx , найденных с использова-

нием разных подходов. На рис. 4 показана линейная

по скорости сила трения между двумя пластинами

золота как функция расстояния l при T1 = T2 = 300K,

V = 1m/s. Сплошная толстая кривая показывает нело-

кальное приближение (формула (30)). Пунктирная тол-

стая кривая и кривая, показанная точками (S-local
Drude и P-local Drude), показывают результаты расчета

с локальной диэлектрической проницаемостью Друде.

При этом использовалась модификация общей формулы

для силы трения теории Рытова−Левина−Полевого [19]
(формула (A2) приложения, подробнее см. в [20]).
Указанные кривые соответствуют вкладам второго и

первого членов в квадратных скобках (A2) для элек-

тромагнитных мод с S-поляризацией и P-поляризацией.
Следует отметить, что в (A2) учитываются как ближние

(неоднородные), так и распространяющиеся (однород-
ные) моды, хотя при малых значениях ширины ще-

ли l однородные моды вносят малый вклад в общий

результат. Кривая, показанная длинными штрихами на
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Рис. 4. Сила трения между двумя пластинами золота как

функция расстояния l при T1 = T2 = 300K, V = 1m/s. Кривая

P-nonlocal: формула (30); кривая S-local Drude: второе cлага-

емое (A2), определяющее вклад S-мод; кривая P-local Drude:
первое слагаемое (A2), определяющее вклад P-мод; тонкая

штриховая кривая: формула (35). Вклад s -поляризации в нашей

нерелятивистской нелокальной теории (c → ∞) отсутствует.
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Рис. 5. Сила квантового трения двух пластин золота как

функция расстояния l при V = 0.1VF (VF = 1.4 · 106 m/s. Тол-

стая сплошная кривая (P-nonlocal): формула (31); кривая local

Drude: формула (A3) (суммарный вклад S-мод и P-мод); тонкая
штриховая линия (P-local Drude) соответствует вкладу P-мод
в (A3). Зависимость, соответствующая (35) (незапаздывающее
приближение Друде для P-мод), близка к зависимости P-local
Drude и поэтому не показана.

рис. 4, была рассчитана по формуле (34) и соответству-

ет незапаздывающему локальному приближению Друде.

Мы видим, что эффект ПД велик только при l < 2 nm,

тогда как при больших значениях l доминирует вклад

S-мод, рассчитанный в рамках локальной теории. Все

кривые на рис. 4 удовлетворяют закону Fx ∼ V , но

зависимость от l у них разная: Fx ∼ l−5 для P-nonlocal
Drude, Fx ∼ l−0.9 для S-local Drude, и Fx ∼ l−4 для двух

других кривых.

На рис. 5 проводится сравнение сил квантового тре-

ния при T = 0 и V = 0.1VF . Сплошная толстая кривая

рассчитана по формуле (31). Штриховая толстая кривая

рассчитана по формуле (A3) c учетом P-мод и S-мод.
Кривая P-local Drude показывает вклад P-мод в (A3)
(первое слагаемое в квадратных скобках). Значения сил,

вычисленных по формуле (35) (т. е. вклад P-мод без

запаздывания), очень близки к значениям сил на кривой

P-local Drude (вклад P-мод с учетом запаздывания),
поэтому на рисунке не показаны. Из рис. 5 следует,

что диапазон расстояний l, при которых влияние ПД

велико (l < 8 nm) в этом случае шире, чем для сил

трения при конечной температуре (рис. 4). Сплош-

ная толстая кривая (P-local Drude) соответствует за-

висимости Fx ∼ V 3/l7.2 при 1 < l < 2 nm и Fx ∼ V 3/l2

при 2 < l < 20 nm. Кривая local Drude имеет зависи-

мость Fx ∼ V 3/l3.2 при 1 < l < 2 nm и Fx ∼ V 3/l2 при

2 < l < 20 nm.
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Мы также сравнили наши результаты с данными чис-

ленного расчета [8], используя две реперные точки (из
рис. 8, a, b [8]), соответствующие скорости V/VF = 0.2

и ширине щели 1.27 nm (24 a0) и 5.3 nm (100 a0). Па-

раметр модели желе (r s = 3a0) в [8] близок к наше-

му (rS = 3.01a0). Согласно данным [8], для указанных

расстояний Fx ≈ 9N/m2 и Fx ≈ 0.004 n/m2, тогда как

из(31) получаем Fx = 10.8N/m2 и Fx ≈ 0.0055N/m2, то

есть имеется достаточно хорошее согласие. При этом

заметим, что расчет силы Fx в работе [8] является очень

трудоемким, поскольку квантовая задача с вычислением

волновых функций электронов системы и нахождением

функции диэлектрического отклика пластин решается

при каждом значении l, т. е. при заданной геометрии. По-

этому в [8] отсутствуют результаты расчета зависимости

Fx(l) в широком диапазоне значений l .
Несмотря на

”
положительное“ влияние ПД при малых

расстояниях, приводящее к возрастанию сил трения, их

абсолютные значения все же очень малы. Например, в

идеальной конфигурации
”
сфера-плоскость“, используя

приближение Дерягина Fs p ≈ πRaFx(a,V ) для взаимо-

действия сферы с плоскостью, где R и a — ради-

ус сферического тела и его минимальное расстояние

от плоскости, из (30) следует Fs p = 3 · 10−15N при

R = 100µm, V = 300m/s, a = 1 nm T = 300K. При этом

Fx = 0.01N/m2. В свою очередь, в типичной экспери-

ментальной ситуации, когда можно применить динами-

ческий метод АСМ, даже использованное выше доста-

точно
”
умеренное“ значение скорости требует боль-

шой величины произведения амплитуды колебаний A
и частоты f , поскольку 2πA f = 300m/s. Большие зна-

чения A, R и малость l затрудняют проведение тако-

го эксперимента даже с имеющейся на сегодняшний

день техникой позиционирования. Измерение кванто-

вой силы трения выглядит еще сложнее, так как при

V = 300m/s получается гораздо меньшее значение си-

лы трения, Fx = 6 · 10−8 N/m2, или нужно увеличить

скорость до значений порядка 105 m/s. В этом случае,

возможно, предпочтительнее исследовать скользящее

взаимодействие с поверхностью ускоренных кластерных

частиц (см. [3]).
Наконец, следует также обсудить роль температуры.

В соответствии с (18), (30), нелокальная сила тре-

ния пропорциональна квадрату температуры и поэтому

уменьшается при понижении температуры. Поскольку

основным механизмом диссипации энергии при наличии

ПД является возбуждение электрон-дырочных пар, эта

зависимость вполне понятна. Что касается сил трения в

локальном приближении Друде (с учетом P- и S-мод),
то в наших недавних расчетах [20] отмечалось резкое

возрастание Fx при T < 50K при учете температурного

изменения γ — фактора по закону Блоха−Гюнайзена,

(в выражении для диэлектрической проницаемости).
Очевидно, вопрос о низкотемпературном изменении си-

лы трения еще требует дополнительного исследования,

поскольку в этом случае роль γ — фактора может играть

затухание Ландау, что отмечалось авторами [6].

6. Заключение и выводы

В статье изложен вывод выражений для сил тре-

ния ван-дер-Ваальса, действующих на частицу (тол-
стую металлическую пластину), движущуюся с по-

стоянной скоростью параллельно другой толстой ме-

таллической пластине (конфигурации 1 и 2). Теория

является обобщением модели зеркального отражения

и флуктуационно-электромагнитной теории с учетом

пространственной дисперсии материала пластины. С ис-

пользованием аналитического приближения для объем-

ной диэлектрической проницаемости ε(ω, k) металла

получены аналитические выражения для сил трения при

конечной температуре T и в случае квантового трения

(T = 0). При обосновании выражений для сил трения в

конфигурации параллельных пластин использован прин-

цип соответствия между конфигурациями 1 и 2. Это

обеспечивает однозначный предельный переход между

формулами, полученными с локальной и нелокальной

формой диэлектрической проницаемости.

Сравнение локального и нелокального приближений

показывает, что силы трения ван-дер-Ваальса в рамках

нелокальной теории на 2−4 порядка величины выше,

чем в рамках локальной теории (как при конечной

температуре, так и при T = 0). Формально математи-

чески это увеличение связано с большой величиной

фактора ωp/γ , что согласуется с результатами [8,9].
Сравнение численных значений силы трения пластин

со значениями, полученными в рамках квантово-полевой

теории [8] также показывает хорошее согласие.

Основной теоретический результат статьи состоит в

том, что развитая теория позволяет проводить расчеты

сил трения ван-дер-Ваальса и квантового трения при

расстояниях между телами 1−10 nm c учетом простран-

ственной дисперсии диэлектрической проницаемости

материалов.

Приложение А

В [20], преобразуя общее выражение для силы трения,

полученное в теории Рытова−Левина−Полевого [19]
с локальной формой диэлектрической проницаемости

ε(ω), мы получили формулу для силы трения двух

параллельных толстых пластин при их относительном

движении с нерелятивистской скоростью V/c ≪ 1 (ве-
личины, относящиеся к пластинам 1 и 2, снабжены

индексами 1, 2)

Fx = − ~

4π3

∞
∫

0

dω
∫

d2kkx

[

Im

(

q1

ε1

)

Im

(

q̃2

ε̃2

) |q|2
|Qe |2

+ Im

(

q1

µ1

)

Im

(

q̃2

µ̃2

) |q|2
|Qµ|2

]

×
[

coth(~ω−/2T2) − coth(~ω/2T1)
]

. (A1)

Физика твердого тела, 2020, том 62, вып. 8



Квантовое трение и трение ван-дер-Ваальса в конфигурациях частица−пластина... 1319

Здесь q =
√

k2 − (ω/c)2, q1 =
√

k2 − ε1µ1(ω/c)2, q2 =

=
√

k2 − ε2µ2(ω/c)2,
”
тильда“ означает, что аргументы

диэлектрической и магнитной проницаемости ε1,2 и µ1,2
берутся при ω− = ω − kxV ,

Qe = (q + q1/ε1) (q + q̃2/ε̃2) exp(ql)

− (q − q1/ε1) (q − q̃2/ε̃2) exp(−ql),

а величина Qµ определяется таким же выражением с

заменой ε → µ Формула (A1) описывает силу трения,

действующую на пластину 1, движущуюся в направ-

лении оси x с постоянной скоростью V . Ее важными

особенностями являются отсутствие в явной форме

френелевских коэффициентов отражения и отсутствие

разделения вкладов однородных и неоднородных мод на

оси волновых векторов. Из (A1), в линейном прибли-

жении по скорости при T1 = T2 = T , следует (см. (23)
в [20])

Fx =
~V
2π2

∞
∫

0

dω
dn(ω)

dω

∫

d2kkx

[

Im

(

q1

ε1

)

Im

(

q2

ε2

) |q|2
|Qe |2

+ Im

(

q1

µ1

)

Im

(

q2

µ2

) |q|2
|Qµ|2

]

, (A2)

а при T1 = T2 = 0, соответственно, — выражение для

квантовой силы трения [18,20]

Fx =
~

4π3

+∞
∫

−∞

dky

∞
∫

0

dkxkx

×
kxV
∫

0

exp(−2kl) Im11ε Im1̃2ε|Dε |−2 + (ε → µ). (A3)

Здесь 1iε = (εi qi − qi)/(εi qi + qi), i = 1, 2, Dε =
= 1− 11ε1̃2ε exp(−2kl), а для соответствующих магнит-

ных вкладов нужно сделать замену ε → µ. Заметим, что

в п. 3 расматривался случай немагнитных материалов,

когда µ1,2 = 1.
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