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Описаны математические модели, в основу которых положено рассмотрение кровеносной системы

организма как мультифрактального объекта. Приведено решение двух задач. Первая связана с нормальным

состоянием системы жизнеобеспечения организма, а именно теплообмен в коже человека Основой модели

служат уравнения гидродинамики и теплообмена. Приведены количественные результаты расчетов тепловых

потоков в трех слоях дермы. Вторая — с нарушением фрактальности за счет наличия артериовенозной

мальформации в сосудистой системе головного мозга. Моделирование кровотока при наличии мальформации

выполнено с помощью программного продукта SolidWorks 2017 Flow Simulation. Приведены данные о

скоростях и потоках крови в сосудах для различных случаев расположения мальформации.
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В настоящее время для исследования процессов

кровообращения широко применяется математическое

и аналоговое моделирование. Основой математических

моделей в большинстве случаев являются уравнения

гидродинамики [1–12]. К особенностям физической мо-

дели следует отнести замкнутость и разветвленность

сердечно-сосудистой системы, а также эластичность со-

судов.

Современный взгляд на строение сосудистой системы

состоит в том, чтобы рассматривать ее как фрактальный

или, точнее, мультифрактальный объект (рис. 1).
Фрактальный анализ включает в себя определение

фрактальной размерности и других фрактальных ха-

рактеристик объекта. Фракталы, связанные с геомет-

рическими объектами, удовлетворяют двум критериям:

самоподобие и дробная размерность.

Мультифрактал состоит из отдельных частей, каждая

из которых обладает своим свойством самоподобия.

Важным примером применения мультифракталов явля-

ется анализ сигналов и поведения хаотических систем.

Рассмотрим две задачи. Первая связана с нормальным

состоянием системы жизнеобеспечения организма. Вто-

рая — с нарушением фрактальности.

Моделирование теплообмена в коже человека выпол-

нено методом конечных разностей. На рис. 2 представ-

лена схема ячейки сосудистой система дермы. Ее можно

рассматривать как трехуровневый мультифрактал.

В математическую модель стационарной теплопере-

дачи в коже человека включены артерии, вены, венулы

и капилляры. С помощью модели проведен анализ

изменения температуры в ткани при изменении скоро-

сти движения крови по большим артериям,
”
тромбозу“

одной или нескольких вен и т. д. В настоящей работе

рассмотрен случай теплообмена в термонейтральной

зоне с температурой окружающей среды 28.5◦C.

Рис. 1. Фрагмент сосудистой системы [18].
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Рис. 2. Двумерная модель сосудистой системы дермы.
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Слои дермы состоят из сосудов и окружающей ткани.

Ткани в дерме неоднородны, однако их теплопроводные

свойства обычно не изменяются в пространстве. Это

позволяет описать изменение температуры θ стационар-

ным уравнением теплопроводности:

−λt ∇
2θ = qν . (1)

Здесь λt — теплопроводность ткани [W/(mm ·
◦C)],

qν — удельная производительность внутренних источ-

ников тепла [W/mm3].
Кровь рассматривается как ньютоновская жидкость,

течение которой можно описать приближением Бусси-

неска для несжимаемой жидкости

(ν̄∇)ν̄ = −
1

ρ0
∇P + ν∇2ν̄ − gβ(θ − θ0),

(ν̄∇)θ = abl
∇

2θ,

div ν̄ = 0,

ρ = ρ0[1− β(θ − θ0)]. (2)

Здесь ρ0 — плотность жидкости при температуре θ0,

β = −
1

ρ0

(

∂ρ

∂θ

)∣

∣

∣

∣

θ0

— коэффициент температурного расширения, ν — кине-

матическая вязкость, a — температуропроводность.

Граничные условия на границах Ŵ1−Ŵ9 поставлены

традиционным способом. Например, на границе тепло-

обмена с окружающей средой

∣

∣

∣

∂θ

∂z
= −

α

λ
(θ − θc p). (3)

Геометрические параметры дермы и скорости кровотока

приведены в табл. 1.

Полученная система уравнений приведена в безраз-

мерную форму и построен разностный аналог мето-

дом контрольного объема. Зависимость температуры в

модельных ячейках от скорости кровотока приведена

в табл. 2.

Таблица 1. Параметры дермы и скорости кровотока

Величина Капилляры
Второй Третий

уровень уровень

Количество сосудов, 6300 65 3

pieces/cm2

Диаметр артерии, mm 0.01 0.04 0.1

Диаметр вены, mm 0.01 0.1 0.25

Высота слоя, mm 2 3 4.5

Скорость кровотока 1 8 20

в артерии, mm/s

Скорость кровотока 1 2 2.3

в вене, mm/s

Таблица 2. Зависимость температуры в модельных ячейках

от скорости кровотока

Скорость Температура Температура Температура

кровотока, на выходе из в средней части в средней части

mm/s артериолы, ◦C артериолы, ◦C вены, ◦C

0 36.1097 36.2048 36.2048

0.5 36.1098 36.2048 36.2048

1 36.1098 36.2049 36.2048

10 36.1104 36.2051 36.2046

20 36.1112 36.2055 36.2044

30 36.1121 36.2058 36.2041

50 36.1097 36.2066 36.2035

100 36.1181 36.2076 36.2026

Артериовенозная мальформация, которую можно рас-

сматривать как нарушение фрактальности сосудистой

системы головного мозга (АВМ), представляет собой

клубок аномальных кровеносных сосудов, соединяющих

артерии и вены (рис. 3).

Люди могут родиться с АВМ, но нарушения могут

образовываться позже в жизни. Симптомы АВМ могут

включать приступы, головную боль, мышечную сла-

бость, потерю зрения, нарушение речи. Признаки АВМ

обычно появляются в возрасте 10−40 лет.

Существенным вкладом в аналоговое моделирование

мальформаций явилась работа Е. Гао и соавторов [13].
Модель состоит из 55 артерий, 37 вен и 20 микровас-

кулярных групп. АВМ моделирована афферентными

сосудами и дренирующими венами. Приведена зави-

симость давления от индекса кровотока BPa = 71×

× exp
(

−1.47
FVI
1000

)

, где: FVI = 0.25D2V · 60 (ml/min) —

индекс кровотока через афферентный сосуд, D —

диаметр сосуда [cm], V — средняя скорость кровото-

ка [cm/s].

Нашей группой разработана модель АВМ на базе

SolidWorks Flow Simulation. Мальформация представле-

на в виде посторонней связи между веной и артери-

ей. Приняты следующие допущения: не рассматрива-

ется эластика сосудов, движение крови стационарно,

известны данные о входных потоках. Для численной

реализации модели приняты следующие параметры:

диаметр артерии равен 0.5mm, диаметр вены равен

1.5mm, скорость кровотока на входе в артерию со-

ставляет 500mm/s, что соответствует потоку жидкости

Q = VA = 500πr 2 = 98, 125mm3/s. Давление в сосудах

мозга равно 5332.9 Pа. Распределение скоростей в арте-

рии, вене и мальформации приведены на рис. 4.

Подробное изложение состояния дел по диагностике

и лечению мальформаций можно найти в [14–17]. Со-
временными методами лечения мальформаций являются

эмболизация и гамма-нож. Эмболизация — рентгенохи-

рургическая эндоваскулярная процедура, которая состо-

ит в избирательной окклюзии (закупорке) кровеносных

сосудов специально введенными эмболами.
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Normal AVM

Artery supplying
oxygen-rich blood
from heart to brain

Healthy capillaries
slowly deliver oxygen
to surrounding tissues

Vein carrying
oxygen-depl tede
blood away
from brain

In an blood passesAVM,
quickly from artery to vein,
bypassing the normal
capillary network

Рис. 3. Артериовенозная мальформация [19].
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Рис. 4. Распределение скоростей в мальформации:

1 — скорость кровотока [m/s], 2 — мозговой кровоток

600ml/min, 3 — давление 5332 Pa, 4 — артериальный

кровоток 180ml/min, 5 — венозный кровоток 180ml/min.

Гамма-нож использует ионизирующее излучение, ис-

точником для которого является Кобальт-60. По срав-

нению с радиохирургией, гамма-нож имеет большую

пространственную точность (свыше 0.5mm) и меньшую

равномерность дозы внутри мишени (наиболее распро-

странено облучение 50% изодозой), тогда как на линей-

ных ускорителях используются изодозы 80−90% [17].

Выводы. Современный подход к описанию структур

человеческого организма содержит элементы мульти-

фрактального анализа. Такой подход позволяет выявить

наиболее характерные особенности, присущие системе

регуляции большинства физиологических процессов. На-

рушение фрактальности в строении и поведении систе-

мы жизнеобеспечения может служить первым призна-

ком начала болезни или даже приближения критической

ситуации. Математические модели, в основе которых

лежит анализ хаотического поведения динамических

систем, дают медикам дополнительную информацию для

принятия решений о выборе пути лечения пациентов.
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