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Приведено теоретическое исследование кинетики заселенности двухуровневой системы с учетом переноса

спонтанного излучения при непрерывной оптической накачке. Показано, что в случае, когда длина пробега

фотона в резонансно поглощающей среде меньше или сравнима с характерным размером этой среды,

спонтанное излучение может быть дополнительным источником накачки. При рассмотрении влияния вклада

спонтанных фотонов в кинетику уровней использовались два подхода. Первый подход заключается в

решении уравнения переноса излучения в диффузионном приближении. Второй связан с решением уравнения

Бибермана−Холстейна.
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Введение

При исследовании кинетики заселенности уровней

обычно используется приближение скоростных урав-

нений. В случае оптической накачки, к скоростным

уравнениям необходимо добавить уравнения переноса

излучения.

Основные процессы, определяющие заселенность

уровней таковы: 1) заселение верхних уровней за счет

поглощения излучения накачки и спонтанного излуче-

ния; 2) безызлучательный переход; 3) спонтанная эмис-

сия фотонов; 4) лазерная генерация; 5) перемешивание

уровней.

В зависимости от условий нужно учитывать те или

иные механизмы заселения уровней. Например, может

возникнуть ситуация, когда пробеги фотонов в резонанс-

но поглощающей среде малы по сравнению с линейными

размерами среды. Это приводит к тому, что рожденный в

глубине среды спонтанный фотон будет иметь высокую

вероятность повторного поглощения невозбужденным

атомом, и заново переизлучиться. Такой процесс будет

идти до тех пор, пока спонтанно рожденный фотон

не достигнет границы поглощающей среды. Происходит

накопление в среде спонтанных фотонов. Это явление

называют пленением излучения [1]. Данный процесс в

значительной мере определяет концентрацию и про-

странственное распределение возбужденных атомов и

тем самым влияет на кинетику заселенностей уровней.

Правильное описание переноса спонтанного излуче-

ния (ПСИ) оказывается возможным лишь с помощью

интегральных соотношений. Уравнение радиационного

переноса впервые получено Биберманом и Холстей-

ном [2–7] и носит их имена. Включение в систему ки-

нетических уравнений уравнения Бибермана−Холстейна

приводит к тому, что даже в простых задачах получе-

ние аналитического решения является проблемой невы-

полнимой [8]. Поэтому особое значение приобретают

различные оценочные соотношения и приближенные

методы.

Цель настоящей работы — исследование кинетики

двухуровневой системы, с учетом ПСИ в диффузи-

онном приближении. В этом случае удается полу-

чить аналитическое решение для двухуровневой схе-

мы в плоском случае. Сравнение решения, получен-

ного с помощью диффузионного приближения, с чис-

ленным решением уравнения Бибермана−Холстейна

позволяет оценить точность диффузионного прибли-

жения.

Моделирование кинетики
двухуровневой схемы с учетом
переноса спонтанного излучения
в диффузионном приближении

Рассмотрим резонансное поглощение квантов накачки

в двухуровневой схеме. Учтем следующие процессы:

1) заселение второго уровня фотонами накачки (фо-

тоны, которые переводят атом из основного (невоз-

бужденного) состояния 1 в возбужденное состояние 2,);

2) радиационный распад верхнего уровня; 3) накачка

второго уровня спонтанными квантами (рис. 1).
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Рис. 1. Принципиальная схема двухуровневой системы. P12 —

накачка уровня 2, S21 — спонтанное излучение с уровня 2 на

уровень 1, PS12 — накачка уровня 2 спонтанными фотонами.
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Рис. 2. Принципиальная схема задачи переноса излучения в

поглощающей среде.

Система уравнений кинетики и уравнений переноса

для данной задачи выглядит следующим образом [9]:
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n1 + n2 = n0,

∂n1

∂t
= −

1

hνp

(

n1−
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g2

n2

)

[

σ12I p(z , t)+cσcnU(z , t)
]

+
n2

τ
,

∂n2

∂t
=

1

hνp

(

n1−
g1

g2

n2

)

[

σ12I p(z , t)+cσcnU(z , t)
]

−
n2

τ
,

∂I p(z , t)
c∂t

+
∂I p(z , t)

∂z
= −

(

n1 −
g1

g2

n2

)

σ12 I p(z , t).

(1)
Здесь n1, n2 — концентрации атомов на уровнях 1 и 2

соответственно; σ12 — сечение поглощения фотона на

переходе 1 → 2; I p(z , t) — интенсивность падающего

излучения; τ — время жизни возбужденного атома;

n0 — концентрация атомов газа; hνp — энергия фотона

накачки; g1, g2 — кратность вырождения энергетических

уровней 1 и 2 соответственно; c — скорость света;

U(z , t) — плотность энергии спонтанных фотонов;

σcп — сечение поглощения спонтанных фотонов.

В настоящей работе рассматривается одномерная ста-

ционарная задача (рис. 2, ось z совпадает с направлени-

ем падающего излучения). Поглощающая среда имеет

толщину вдоль оси z , равную b. Вдоль осей x и y
размеры среды предполагаются бесконечно большими.

Перенос спонтанного излучения учтем в рамках диф-

фузионного приближения, которое хорошо подходит для

случая, когда пробег фотона в поглощающей среде мень-

ше ее характерных размеров. В таком случае фотоны

проходят расстояние порядка длины свободного пробега

и снова поглощаются и переизлучаются. Уравнения

ПСИ в диффузионном приближении имеют вид [10]

dS
dz

= j − cχ′U, S = −
l′c
3

dU
dz

ez , l′ =
1

σcn
(

n1−
g1

g2
n2

) .

(2)
Здесь S — вектор потока спонтанных фотонов;

l′ — эффективная длина пробега спонтанного фотона;

j = n2hνp/τ — источник спонтанных фотонов.

Перейдем к безразмерным переменным

K(z ) =
σ12I p(z )τ

hνp
, ϕ1 =

n1

n0

,

ϕ2 =
n2

n0

, µ = n0σ12

z
∫

0

(

ϕ1 −
g1

g2

ϕ2

)

dz̃ ,

dµ = n0σ12

(

ϕ1 −
g1

g2

ϕ2

)

dz , 9(z ) =
cσcnU(z )τ

hνp
. (3)

В системе (1) второе и третье уравнения являются

линейно зависимыми. Уравнения (2) сводятся к одному

уравнению. Считается, что сечение поглощения фотона

накачки и спонтанного фотона одинаковы (σ12 = σcn).
Тогда в безразмерных переменных (3) система (1) сов-

местно с уравнением ПСИ (2) примет следующий вид:
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)

9− ϕ2 = 0,

d29

dµ2
= 39−

3ϕ2
(

ϕ1 −
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ϕ2

) ,

dK
dz

= −n0σ12

(

ϕ1 −
g1

g2

ϕ2

)

K,

K(0) = K0.

(4)

Решением третьего уравнения системы (4) будет вы-

ражение

9 = −3K0e−µ + C1µ + C2. (5)

Для определения констант C1 и C2 воспользуемся

граничными условиями. Поглощающая среда занимает

пространство от 0 ≤ z ≤ b. При z < 0 и z > 0 поглоща-

ющей среды нет. На границах воспользуемся условиями

третьего рода [10].
Для границы слева (z = 0)

S = −
cU
2

⇒ −
l′c
3

dU
dz

= −
cU
2

⇒

(

d9
dµ

)

µ=0

=
3

2
9µ=0.

(6)
Для границы справа (z = b)

S =
cU
2

⇒ −
l′c
3

dU
dz

=
cU
2

⇒

(

d9
dµ

)

µ=µ0

= −
3

2
9µ=µ0 ,

(7)
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µ0 = n0σ12

b
∫

0

(

ϕ1 −
g1

g2

ϕ2

)

dz .

Из условий (6) и (7) выражаем константы C1 и C2.

Зависимость ϕ1 = ϕ1(µ) имеет следующий вид:

ϕ1 =
1 + g1

g2
(C1µ + C2 − 2K0e−µ)

1 +
(

1 + g1

g2

)

[C1µ + C2 − 2K0e−µ]
.

Зависимость z = z (µ) определяется из следующего

уравнения:

dµ
dz

= n0σ12

(

ϕ1 −
g1

g2

ϕ2

)

.

Так как µ → 0 при z → 0, получаем

n0σ12z = µ +

(

1 +
g1

g2

)(

2K0e−µ − 2K0 +
C1µ

2

2
+ C2µ

)

.

(8)
Оптическую толщину µ0 получим из уравнения (8).
В итоге имеем параметрическую зависимость всех

переменных от числа µ.

Учет переноса спонтанных фотонов приводит к увели-

чению прозрачности поглощающей среды

χ′ = σ12

(

n1 −
g1

g2

n2

)

=
n0σ12

1 + σ12τ
hνp

(

1 + g1

g2

)

(I p + cU)
. (9)

Здесь χ′ — коэффициент поглощения. Из формулы (9)
видно, что коэффициент поглощения зависит от интен-

сивности падающего излучения и плотности энергии

спонтанных квантов. Это значит, что с ростом интен-

сивности падающего излучения коэффициент поглоще-

ния будет становиться меньше, т. е. среда увеличивает

прозрачность.

Моделирование кинетики двухуровневой схемы
с учетом ПСИ с использованием уравнения
Бибермана−Холстейна

Рассмотрим такую же задачу, что и выше, для случая,

когда ПСИ и его вклад в кинетику описывается урав-

нением Бибермана−Холстейна [11], которое в случае

резонансного поглощения имеет вид

∂n
∂t

=
1

τ

∫

V

n(r ′)
χ′

4π|r − r′|2
exp

(

−

r
∫

r′

χ′dx

)

dV. (10)

Здесь dV — объем элементарной ячейки среды, которая

является источником спонтанных квантов; χ′ — коэф-

фициент поглощения; r — координата точки, в которой

рассчитывается кинетика; r′ — координата объема dV ;

exp
(

−
∫

χ′dx
)

— представляет долю дошедшего из точ-

ки r
′ в точку r излучения.

Выражение (10) преобразуем к простому виду. В на-

правлениях x и y среда является бесконечной, значит,
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Рис. 3. (a) Распределение концентрации атомов в возбужден-

ном состоянии; (b) плотность энергии накачки; (c) плотность

энергии спонтанного излучения в зависимости от глубины

проникновения накачки.

относительно оси z задача обладает симметрией. Сле-

довательно, элементарный объем dV можно выразить

через объем кольца:

dV = 2πρdρdz ′ =
(z − z ′)2

cos2(θ)
tg(θ)dθdz ′.

Уравнения кинетики совместно с уравнением пере-

носа двухуровневой схемы в безразмерных переменных

имеют вид



























































































ϕ1 + ϕ2 = 1,

∂ϕ2

∂(t/τ )
=

(

ϕ1 −
g1

g2

ϕ2

)

K(z ) +
χ′

2
[F1(z ) + F2(z )],

F1(z ) = n0

z
∫

0

ϕ2(z
′)E1

(

z
∫

z ′

χ′(z ′′)dz ′′

)

dz ′,

F2(z ) = n0

b
∫

z

ϕ2(z
′)E1

(

z ′

∫

z

χ′(z ′′)dz ′′

)

dz ′,

K(z ) = K0 exp
(

−µ(z )
)

.

(11)

Функция F1 отвечает за спонтанные фотоны, которые

прибывают в точку z из левой части пространства, а

функция F2 отвечает за спонтанные фотоны, которые

прибывают в точку z из правой части пространства

(рис. 3), E1 — интегральная экспонента.
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Систему (11) можно свести к интегродифференциаль-

ному уравнению

∂ϕ2

∂(t/τ )
=

(

1− ϕ2 −
g1

g2

ϕ2

)

×

[

K(z ) +
σ12

2
F1(z ) +

σ12

2
F2(z )

]

− ϕ2. (12)

Уравнение (12) решаем численным методом. По-

глощающая среда по направлению z разбивается на

N слоев, каждый толщиной b/N. Тогда уравнение (12)
разобьется на N дифференциальных уравнений, каждое

из которых описывает временную эволюцию концен-

трации на втором уровне в своей точке пространства.

При численном счете рассматривается именно неста-

ционарная задача. Расчет продолжается до некоторого

характерного времени, после которого все параметры

задачи перестают зависеть от времени (т. е. принимают
стационарные значения). Характерное время определя-

ется из графиков, в которых концентрация, зависящая

от времени, выходит на постоянное значение.

Сравнение диффузионного
приближения с приближением
Бибермана−Холстейна

Анализ получившихся выше решений, проводится

на примере двухуровневой газовой среды, состоящей

из паров Na. Выбор Na связан с тем, что этот атом

достаточно хорошо изучен (известны все необходимые

для расчета константы [12]). Также Na можно рас-

сматривать как двухуровневую систему, так как при

концентрации атомов (натрия) n0 ∼ 1011 cm−3 и при

температуре T = 3.45 · 10−2 eV сечение поглощения из-

лучения перехода 3S1/2 → 3P3/2 порядка 10−11 cm2, что

много больше сечения перемешивания уровней тонкой

структуры уровня 3P , которое порядка 10−17 cm2. Это

означает, что заселенность уровня 3P1/2 будет ничтожна

мала (по сравнению с заселенностью на уровнях 3S1/2

и 3P3/2), и он не будет участвовать в кинетике.

Рассматривается переход валентного электрона из

основного состояния 3S1/2 в состояние 3P3/2. Энергети-

ческое расстояние между данными уровнями E = 2.1 eV.

Время жизни уровня 3P3/2 составляет τ = 16.25 ns.

Масса атома Na равна mNac2 = 21.63GeV. Длина волны

перехода 3S1/2 → 3P3/2 равна λ0 = 589 nm.

В данной постановке можно считать, что спектральная

линия имеет допплеровскую форму:

aω =
1

ω0

(

mNac2

2πT

)1/2

exp

[

−
mNac2(ω − ω0)

2

2ω2
0T

]

. (13)

Здесь ω0 = 2πc/λ0, λ0 — длина волны света в максиму-

ме линии.

Сечение поглощения перехода 3S1/2 в 3P3/2 рассчиты-

вается по формуле [11]

σS1/2→P3/2
=

(

πc
ω

)2 aω

τ

gP3/2

gS1/2

. (14)

Здесь gP3/2
— кратность вырождения уровня 3P3/2,

равная 4, gS1/2
— кратность вырождения уровня 3S1/2,

равная 2.

При резонансном поглощении фотонов из

формул (13) и (14) получается, что σP3/2→S1/2
=

= 1.07 · 10−11 cm2.

Приведем пример для интенсивности накачки

I p(0) = 1W/cm2. Концентрация атомов Na равна

n0 = 5 · 1010 cm−3. Толщину области, заполненную

поглощающим газом, примем равной b = 5 cm.

На рис. 3, a, b представлены три кривые. Штриховая

кривая соответствует аналитическому решению

задачи (4). Сплошная кривая соответствует численному

решению уравнения (12). Точечная кривая соответствует
решению, в котором не учитывается ПСИ. На рис. 3, c

изображены распределения плотности спонтанного

излучения вдоль координаты z для двух приближений.

Из этих графиков видно, что оба приближения при

заданных параметрах имеют удовлетворительное

согласие.

Как видно из результатов, приведенных на рис. 3, a, b,

вклад спонтанных фотонов в накачку среды является

важным. На рис. 3, c представлена зависимость плот-

ности спонтанного излучения. Это и есть те самые

”
плененные“ спонтанные кванты, которые из-за малых

пробегов (по сравнению с размерами среды) покидают

среду не сразу. Сравнивая рис. 3, b и 3, c, можно заме-

тить, что плотность спонтанного излучения превосходит

плотность энергии накачки, что приводит к дополнитель-

ной накачке среды. Численный эксперимент показывает,

что если понизить концентрацию поглощающих центров

(атомов натрия), то тем самым увеличится длина сво-

бодного пробега в среде и вклад в кинетику спонтанных

квантов станет намного меньше, чем вклад квантов

накачки. Увеличение интенсивности накачки приводит к

увеличению прозрачности вещества (длина свободного

пробега фотона увеличится). Спонтанные фотоны бу-

дут легко покидать поглощающую среду, что приведет

к уменьшению их вклада в кинетику среды. Таким

образом, можно заключить, что параметром, который

определяет вклад спонтанного излучения в кинетику,

является длина свободного пробега.

На рис. 4 представлено решение уравнения (12).
Это уравнение, как сказано выше, решалось численным

методом. Поглощающая среда разбивалась по толщине

на N слоев. Для каждого слоя (каждый имеет толщи-

ну b/N) получалось свое уравнение, которое описывало

временную эволюцию концентрации атомов в возбуж-

денном состоянии. Несмотря на то, что уравнение (12)
решалось без учета временной производной в уравнении
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Рис. 4. Зависимость концентрации возбужденных атомов от

времени. Кривая 1 соответствует изменению концентрации

в первом слое (z = 0), кривая 2 соответствует серединному

слою (z = b/2), кривая 3 соответствует последнему слою

(z = b).

переноса излучения накачки, в результате предваритель-

ного расчета получено, что интенсивность излучения

накачки выходит на стационарное значение через время

∼ b/c (c — скорость света). Для рассматриваемого

примера это время ≈ 0.17 ns.

Однако из рис. 4 видно, что время, через которое в

среде устанавливается стационарное значение концен-

трации возбужденных атомов, много больше времени

установления стационарной интенсивности излучения

накачки. Следовательно, зависимостью интенсивности

излучения накачки от времени можно пренебречь, и

время, через которое уравнение (12) становиться стаци-

онарным, равно времени, через которое в среде устано-

вится концентрация атомов в возбужденном состоянии.

Из рис. 4 видно, что приблизительно через время, рав-

ное 120 ns, во всех слоях концентрация (следовательно,
и все остальные величины) примет свое стационарное

значение. Именно эти стационарные значения и рассмат-

ривались в настоящей работе и сравнивались со значе-

ниями, получаемыми в диффузионном приближении.

Заключение

Получено аналитическое решение задачи о заселение

двух уровней с учетом ПСИ в диффузионном приближе-

нии.

Решение этой же задачи получено с помощью

численного расчета интегро-дифференциального урав-

нения, в котором ПСИ описывался уравнением

Бибермана−Холстейна.

Получено, что оба подхода удовлетворительно со-

гласуются в диапазоне оптических толщин от 0

до ∼ 101−102. Показано (рис. 3, a, b, c), что в случае,

когда характерные размеры среды сравнимы или боль-

ше эффективной длины свободного пробега фотона в

этой среде, заметный вклад в кинетику уровней вносит

спонтанное излучение. При понижении концентрации

поглощающих центров (атомов Na) или при повыше-

нии потока излучения накачки происходит увеличе-

ние эффективной длины свободного пробега фотона и

уменьшение концентрации спонтанных фотонов в среде

(исчезает эффект пленения излучения).
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