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Рассмотрена строгая теория излучения элементарного диполя, расположенного на границе или внутри

плоскослоистой структуры. Для конкретного случая излучения диполя, расположенного на свободной

границе одной пленки, продемонстрирован метод аналитического упрощения решения. Этот метод позволил

привести формулы для излучаемых полей к одномерным интегралам, что существенно упростило анализ

задачи и ускорило численные расчеты. В качестве конкретного технического приложения теории были

получены диаграммы направленности точечных излучателей (молекул, наноструктур), расположенных на

свободной поверхности металлической пленки в схеме Кречмана и имеющих индуцированный дипольный

момент вдоль поверхности пленки. Определено влияние поверхностной волны на направленные свойства

излучателей.
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Введение

В последнее время значительный интерес привлекают

физические явления, которые сопровождают возбуж-

дение поверхностной плазмонной волны на поверх-

ности металлической пленки по схеме Кречмана [1]
(рис. 1). Поверхностная плазмонная волна распространя-

ется вдоль поверхности металла и локализуется вблизи

его поверхности [2,3], поэтому даже ничтожные из-

менения показателя преломления в приповерхностной

области сильно влияют на характер ее распростра-

нения. На этом основывается широкое использование

схемы Кречмана в различного рода высокочувствитель-

ных датчиках, реагирующих на изменение показателя

преломления тонкого (олиго- или моно-молекулярного)
поверхностного слоя [4].

Как показали исследования [5], амплитуда поверх-

ностной волны на свободной границе пленки в схеме

Кречмана более чем на порядок выше амплитуды па-

дающей волны. Так как в свободном пространстве над

пленкой не возбуждаются распространяющиеся волны,

это дает возможность, помещая на свободную поверх-

ность наночастицы или отдельные молекулы, наблюдать

именно их излучение, направленное в сторону свободно-

го полупространства. Это излучение порождается наве-

денными электрическими дипольными моментами нано-

частиц, которые индуцируются поверхностной волной.

Важно, что только точечные объекты будут излучать

распространяющиеся волны в свободное пространство,

и исключительно это излучение можно будет наблюдать

с помощью микроскопа, при этом можно быть полно-

стью уверенным, что наблюдаемый в микроскоп свет

исходит именно из точечных источников на поверхности.

В связи с этим возникает фундаментальный вопрос о

том, как влияет металлическая пленка (или в общем

случае многопленочная структура) в схеме Кречмана на

пространственное излучение в свободное пространство

над пленкой от точечного излучателя, расположенного

на поверхности.

Теоретические методы нахождения излучения от эле-

ментарного точечного электрического диполя, располо-

женного на плоской границе двух сред, были развиты

на заре эры использования электромагнитных волн для

передачи сигналов вдоль земной поверхности [6]. Эти
методы получили дальнейшее развитие в связи с воз-
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Рис. 1. Возбуждение поверхностной плазмонной волны 1

на поверхности металлической пленки 2 по схеме Кречмана.

Падающая поляризованная волна 3 со стороны призмы 4 по-

рождает на свободной границе поверхностную плазмонную 1

и отраженную 5 волны.
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никающими новыми задачами радиосвязи [7,8]. Развитие
антенной техники привело к развитию теории излуче-

ния элементарного диполя, расположенного на границе

плоскослоистой среды и теории излучения микрополос-

ковых антенн [9–11], которые являются наилучшими

конструкциями с точки зрения их совместимости с

микрополосковыми интегральными схемами и которые

играют особую роль в современной технике, так как

могут быть изготовлены из фольгированных материалов

высокопроизводительными методами печати и травле-

ния.

Существующие теоретические методы расчета излуче-

ния антенн, расположенных на границе слоистых струк-

тур, сложны (описываются в терминах диадных функций

Грина [12]). Кроме того, сама теория распространения

волн в слоистых структурах содержит много тонких

моментов, таких как необходимость правильного выбора

ветвей аналитических функций при записи волн в слоях,

которые могут приводить к чудесам вроде суперразре-

шения [13]. Поэтому в настоящей работе предложен

вариант строгой электромагнитной теории излучения

элементарного диполя, расположенного на границе или

внутри плоскослоистой структуры. Для случая излу-

чения диполя, расположенного на свободной границе

одной пленки, ниже продемонстрирован метод анали-

тического упрощения решения, имеющий, как кажется,

потенциально общетеоретическое значение. Этот метод

позволил привести формулы для излучаемых полей к

одномерным интегралам, что существенно упростило

анализ задачи и ускорило численные расчеты.

Постановка задачи. Излучение
элементарного излучателя,
расположенного внутри
плоскослоистой структуры

Рассмотрим задачу излучения электромагнитной вол-

ны точечным источником тока единичной амплитуды,

изменяющимся во времени гармонически с цикличе-

ской частотой ω. Пусть этот источник расположен в

плоской слоистой структуре, состоящей из нескольких

пленок, и из окружающих слоистую структуру двух

полупространств. Для определенности сначала будем

считать, что источник расположен в одной из пленок,

а затем обобщим эту задачу на случай, когда источник

расположен на границе между слоями.

Пусть общее число пленок равно N f , толщина m-й

пленки равна dm и полная толщина слоистой структуры

равна dtot =
N f
∑

m=1

dm. Общее число границ между плен-

ками обозначим как N = N f + 1. Пронумеруем области

пространства j = 1, . . . , (N + 1) (на рис. 2 показана для

примера задача с N=4 и N f = 3). Предположим, что

пленки имеют абсолютные комплексные диэлектриче-

ские и магнитные проницаемости, равные ε j и µ j на

рассматриваемой частоте ω, а перед и за слоистой

z1 = 0 z d2 1= z d +d3 1 2= z d +d +d4 1 2 3=

Z

X

j = 1

O

j = 2 j = 3 j = 4 j = 5

Рис. 2. Геометрия плоскослоистой структуры, состоящей из

трех пленок.

структурой находятся однородные полупространства с

проницаемостями ε1, µ1 и εN+1, µN+1 (свободное про-

странство). Обозначим также через z j координаты N
границ пленок по оси Z следующим образом: z 1 = 0,

z j =
j−1
∑

m=1

dm при j = 2, . . . , N.

Уравнения Максвелла для области с номером j можно
записать в виде

rotE j = iωB j , (1)

rotB j = µ j(−iωε jE j + J j), (2)

где E j , B j и J j — векторы напряженности электри-

ческого поля, индукция магнитного поля и плотность

стороннего (известного) тока в области с номером j
(если источник тока отсутствует в области j , то J j = 0).
Предполагается комплексное временное представление

в виде e−iωt .

Решая уравнения Максвелла в каждой области задачи,

найдем электромагнитное поле во всех областях. Рас-

смотрим сначала следующую вспомогательную задачу.

Распространение электромагнитной
волны в слое, свободном от сторонних
токов

Пусть сторонних токов нет в области с номером j
между границами z j−1 и z j (рис. 3). Диэлектрическая и

магнитная проницаемости среды в этой пленке равны ε j

и µ j соответственно. Тогда, учитывая, что в этой области

справедливо уравнение divD j = 0, из уравнений (1)
и (2) получаем уравнения для электромагнитных полей
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Рис. 3. Пленка с номером j , расположенная между границами

z j+1 и z j .

в виде

rot rotE j − ω2ε jµ jE j = 0, (3)

rot rotB j − ω2ε jµ jB j = 0. (4)

В рассматриваемой области divE j = 0 и

divB j = 0. Учитывая векторное тождество rot rotF =
= grad divF− 1F, где 1 = ∂2xx + ∂2yy + ∂2z z — оператор

Лапласа, из (3) и (4) получим

1E j + ω2ε jµ jE j = 0, (5)

1B j + ω2ε jµ jB j = 0. (6)

Подставим в полученные выше уравнения компоненты

полей в виде фурье-разложений. Представление для x -
компоненты электрического поля примем в виде

E j,x (x , y, z ) =
1

(2π)2

+∞
∫

−∞

+∞
∫

−∞

Ẽ j,x(ξ, η, z )ei(ξx+ηy)dξdη,

где фурье-образы определяются выражением

Ẽ j,x (ξ, η, z ) =

+∞
∫

−∞

+∞
∫

−∞

E j,x (x , y, z )e−i(ξx+ηy)dx dy.

Для остальных компонент полей будем использовать

аналогичные представления и соответствующие симво-

лы.

В компонентах уравнения (5) и (6) имеют вид

∂2xx E j,x + ∂2yy E j,x + ∂2z z E j,x + ω2µ jε j E j,x = 0

и аналогичные уравнения для E j,y , E j,z и составляющих

магнитного поля, которые выписывать не будем. Пере-

ходя к фурье-образам, получаем из (5) уравнения

d2Ẽ j,x

dz 2
+ γ2

j Ẽ j,x = 0,
d2Ẽ j,y

dz 2
+ γ2

j Ẽ j,y = 0,

d2Ẽ j,z

dz 2
+ γ2

j Ẽ j,z = 0, (7)

где γ j =
√

k2
j − ξ2 − η2, k j = ω

√
µ jε j .

Решения уравнений (7) для направлений распростра-

нения волн вдоль
”
+“ и против оси Z можно записать в

виде

E±

j (x , y, z ) =
1

(2π)2

+∞
∫

−∞

+∞
∫

−∞









Ê±

j,x

Ê±

j,y

Ê±

j,z









e±iγ j z ei(ξx+ηy)dξ dη.

(8)
В рассматриваемом случае divE j = 0 и, следователь-

но, ξ Ê j,x + ηÊ j,y ± γÊ j,z = 0. Тогда (8) можно перепи-

сать в виде

E±

j (x , y, z ) =
1

(2π)2

+∞
∫

−∞

+∞
∫

−∞









1 0

0 1

∓ξ/γ j ∓η/γ j









(

Ê±

j,x

Ê±

j,y

)

× e±iγ j z ei(ξx+ηy)dξ dη.

Поэтому общее решение уравнений (7) в области

[z j−1, z j ] можно записать в виде

E j(x , y, z ) =
1

(2π)2

+∞
∫

−∞

+∞
∫

−∞









1 0

0 1

−ξ/γ j −η/γ j









(

Ê+
j,x

Ê+
j,y

)

× eiγ j (z−z j−1)ei(ξx+ηy)dξ dη

+
1

(2π)2

+∞
∫

−∞

+∞
∫

−∞









1 0

0 1

ξ/γ j η/γ j









(

Ê−

j,x

Ê−

j,y

)

× e−iγ j (z−z j)ei(ξx+ηy)dξ dη.
(9)

Обратим внимание на форму записи волн. Они рас-

пространяются со стороны границ. При этом подразуме-

вается правильный выбор ветвей аналитических функ-

ций γ j , который обеспечивает сходимость интегралов (в
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выражение для γ j входит двузначная функция — корень

квадратный). В случае неправильного выбора экспонен-

циально усиливаются гармоники c малыми волновыми

числами, что приводит к нефизичным результатам. По-

дробности о выборе правильных аналитических ветвей

можно найти в [8,14].
Из уравнения rotE j = iωB j найдем x - и y -компо-

ненты магнитного поля. Для соответствующих фурье-

компонент найдем

B̂+
j = ex

(

η

ω
Ê+

j,z −
γ j

ω
Ê+

j,y

)

− ey

(

ξ

ω
Ê+

j,z −
γ j

ω
Ê+

j,x

)

+ ez

(

ξ

ω
Ê+

j,y −
η

ω
Ê+

j,x

)

,

или, учитывая divE j = 0, подставим Ê+
j,z = −ξ Ê+

j,x/γ j −
−η/Ê+

j,y/γ j , в результате получим

B̂+
j = ex

(

− ξη

ωγ j
Ê+

j,x −
(

γ2
j + η2

ωγ j

)

Ê+
j,y

)

+ ey

((

γ2
j + ξ2

ωγ j

)

Ê+
j,x +

ξη

ωγ j
Ê+

j,y

)

+ez

(

ξ

ω
Ê+

j,y −
η

ω
Ê+

j,x

)

,

или в матричном виде








B̂+
j,x

B̂+
j,y

B̂+
j,z









=









−ξη/ωγ j −(γ2
j + η2)/ωγ j

(γ2
j + ξ2)/ωγ j ξη/ωγ j

−η/ω ξ/ω









(

Ê+
j,x

Ê+
j,y

)

.

Аналогично для B−

j найдем









B̂−

j,x

B̂−

j,y

B̂−

j,z









=









ξη/ωγ j (γ2
j + η2)/ωγ j

−(γ2
j + ξ2)/ωγ j −ξη/ωγ j

−η/ω ξ/ω









(

Ê−

j,x

Ê−

j,y

)

.

Тогда общее решение для магнитного поля в рассмат-

риваемой области с номером j (пленке с номером j − 1)
можно записать в виде

B j(x , y, z ) =

=
1

(2π)2

+∞
∫

−∞

+∞
∫

−∞









−ξη/ωγ j −(γ2
j + η2)/ωγ j

(γ2
j + ξ2)/ωγ j ξη/ωγ j

−η/ω ξ/ω









×
(

Ê+
j,x

Ê+
j,y

)

eiγ j (z−z j−1)ei(ξx+ηy)dξ dη

+
1

(2π)2

+∞
∫

−∞

+∞
∫

−∞









ξη/ωγ j (γ2
j + η2)/ωγ j

−(γ2
j + ξ2)/ωγ j −ξη/ωγ j

−η/ω ξ/ω









×
(

Ê−

j,x

Ê−

j,y

)

e−iγ j (z−z j)ei(ξx+ηy)dξ dη.

(10)

Из (9) и (10) следует, что тангенциальные составляю-

щие фурье-образов полей на границах области j можно

представить в виде















Ẽ j,x

Ẽ j,y

B̃ j,x/µ j

B̃ j,y/µ j















∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

|z=z j−1
=

=

















1 0 eiγ j d j−1 0

0 1 0 eiγ j d j−1

− ξη

ωµ j γ j
− (γ2j +η2)

ωµ j γ j

ξη

ωµ j γ j
eiγ j d j−1

(γ2j +η2)

ωµ jγ j
eiγ j d j−1

(γ2j +ξ2)

ωµ j γ j

ξη
ωµ j γ j

− (γ2j +ξ2)

ωµ jγ j
eiγ j d j−1 − ξη

ωµ jγ j
eiγ j d j−1

















×















Ê+
j,x

Ê+
j,y

Ê−

j,x

Ê−

j,y















,















Ẽ j,x

Ẽ j,y

B̃ j,x/µ j

B̃ j,y/µ j















∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

z=z j

=

=

















eiγ j d j−1 0 1 0

0 eiγ j d j−1 0 1

− ξη

ωµ j γ j
eiγ j d j−1 − (γ2j +η2)

ωµ j γ j
eiγ j d j−1 ξη

ωµ jγ j

(γ2j +η2)

ωµ j γ j

(γ2j +ξ2)

ωµ j γ j
eiγ j d j−1 ξη

ωµ jγ j
eiγ j d j−1 − (γ2j +ξ2)

ωµ j γ j
− ξη

ωµ jγ j

















×















Ê+
j,x

Ê+
j,y

Ê−

j,x

Ê−

j,y















,

где d j−1 = z j − z j−1.

Вводя вектор-столбец Ê j = (Ê+
j,x ; Ê

+
j,y ; Ê

−

j,x ; Ê
−

j,y )
T , за-

пишем полученные выражения в матричном виде:















Ẽ j,x

Ẽ j,y

B̃ j,x/µ j

B̃ j,y/µ j















∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

z=z j−1

=

(

I eiγ j d j−1I

G j −eiγ j d j−1G j

)

Ê j, (11)

Оптика и спектроскопия, 2020, том 128, вып. 11



1680 А.Б. Петрин

















Ẽ j,x

Ẽ j,y

B̃ j,x/µ j

B̃ j,y/µ j

















∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

z=z j

=

(

eiγ j d j−1I I

eiγ j d j−1G j −G j

)

Ê j , (12)

где I — единичная 2× 2 матрица, а матрица представля-

ется в виде

G j =







− ξη

ωµ j γ j
− γ2j +η2

ωµ jγ j

γ2j +ξ2

ωµ j γ j

ξη

ωµ j γ j






. (13)

Распространение электромагнитной
волны в многослойной структуре,
свободной от сторонних токов

Рассмотрим теперь многослойную структуру, внут-

ри которой нет сторонних токов. Рассмотрим границу

z = z j между областями с номерами j и j + 1. Непре-

рывность тангенциальных компонент напряженностей

электрического и магнитного полей на этой границе

можно записать в виде

E j,x (x , y, z j) − E j+1,x(x , y, z j) = 0,

E j,y (x , y, z j) − E j+1,y(x , y, z j) = 0,

B j,x(x , y, z j)/µ j − B j+1,x(x , y, z j)/µ j+1 = 0,

B j,y(x , y, z j)/µ j − B j+1,y(x , y, z j)/µ j+1 = 0,

где электрические и магнитные поля в области j + 1

выражаются формулами (9) и (10), в которых произ-

ведена замена индексов j → j + 1. Так как уравнения

Максвелла — линейные уравнения, то граничные усло-

вия должны выполняться для каждого члена фурье-

разложения, т. е. граничные условия выполняются для

фурье-образов полей:

Ẽ j,x(ξ, η, z j) − Ẽ j+1,x(ξ, η, z j) = 0, (14)

Ẽ j,y(ξ, η, z j) − Ẽ j+1,y(ξ, η, z j) = 0, (15)

B̃ j,x(ξ, η, z j)/µ j − B̃ j+1,x(ξ, η, z j)/µ j+1 = 0, (16)

B̃ j,y(ξ, η, z j)/µ j − B̃ j+1,y(ξ, η, z j)/µ j+1 = 0. (17)

Записывая граничные условия (14)−(17) с помощью

выражений (11) и (12), получим матричное уравнение

на границе z = z j :





eiγ j d j−1I I

eiγ j d j−1G j −G j



 Ê j =





I eiγ j+1d j I

G j+1 −eiγ j+1d jGj+1



 Ê j+1,

(18)

где d j−1 = z j − z j−1, d j = z j+1 − z j .

Уравнение (18) можно записать для j = 2, . . .

. . . , (N − 1), где (N + 1) — общее число областей, N —

число границ, т. е. для всех границ, исключая первую

( j = 1) и последнюю ( j = N) границы. То есть, исклю-

чая границу z 1 = 0 и z N = dtot =
N−1
∑

m=1

dm, где dtot — общая

толщина слоистой структуры (сумма толщин пленок,

составляющих рассматриваемую структуру).

Общее решение для электрического и магнитного

полей в области j = 1, т. е. в интервале (−∞, z 1], где

z 1 = 0, запишем в виде

E1(x , y, z ) =
1

(2π)2

+∞
∫

−∞

+∞
∫

−∞









1 0

0 1

−ξ/γ1 −η/γ1









×
(

Ê+
1,x

Ê+
1,y

)

eiγ1z ei(ξx+ηy)dξdη

+
1

(2π)2

+∞
∫

−∞

+∞
∫

−∞









1 0

0 1

ξ/γ1 η/γ1









(

Ê−

1,x

Ê−

1,y

)

e−iγ1z ei(ξx+ηy)dξdη,

(19)

B1(x , y, z ) =

=
1

(2π)2

+∞
∫

−∞

+∞
∫

−∞









−ξη/ωγ1 −(γ2
1 + η2)/ωγ1

(γ2
1 + ξ2)/ωγ1 ξη/ωγ1

−η/ω ξ/ω









×
(

Ê+
1,x

Ê+
1,y

)

eiγ1z ei(ξx+ηy)dξ dη

+
1

(2π)2

+∞
∫

−∞

+∞
∫

−∞









ξη/ωγ1 (γ2
1 + η2)/ωγ1

−(γ2
1 + ξ2)/ωγ1 −ξη/ωγ1

−η/ω ξ/ω









×
(

Ê−

1,x

Ê−

1,y

)

e−iγ1z ei(ξx+ηy)dξ dη.

(20)

Записывая граничные условия на границе z 1 = 0, полу-
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чим

(

I I

G1 −G1

)

Ê1 =

(

I eiγ2d1I

G2 −eiγ2d1G2

)

Ê2. (21)

Общее решение для электрического и магнитного

полей в области j = N + 1, т. е. в интервале [z N, +∞),

запишем в виде

EN+1(x , y, z ) =
1

(2π)2

+∞
∫

−∞

+∞
∫

−∞









1 0

0 1

−ξ/γN+1 −η/γN+1









×
(

Ê+
N+1,x

Ê+
N+1,y

)

eiγN+1(z−z N)ei(ξx+ηy)dξ dη

+
1

(2π)2

+∞
∫

−∞

+∞
∫

−∞









1 0

0 1

ξ/γN+1 η/γN+1









×
(

Ê−

N+1,x

Ê−

N+1,y

)

e−iγN+1(z−z N)ei(ξx+ηy)dξ dη,

(22)

BN+1(x , y, z ) =

=
1

(2π)2

+∞
∫

−∞

+∞
∫

−∞









−ξη/ωγN+1 −(γ2
N+1+η2)/ωγN+1

(γ2
N+1+ξ2)ωγN+1 ξη/ωγN+1

−η/ω ξ/ω









×
(

Ê+
N+1,x

Ê+
N+1,y

)

eiγN+1(z−z N)ei(ξx+ηy)dξ dη

+
1

(2π)2

+∞
∫

−∞

+∞
∫

−∞









ξη/ωγN+1 (γ2
N+1+η2)/ωγN+1

−(γ2
N+1+ξ2)/ωγN+1 −ξη/ωγN+1

−η/ω ξ/ω









×
(

Ê−

N+1,x

Ê−

N+1,y

)

e−iγN+1(z−z N)ei(ξx+ηy)dξ dη.

(23)

Тогда получим граничные условия на границе z N в

виде

(

eiγN dN−1I I

eiγN dN−1GN −GN

)

ÊN =

(

I I

GN+1 −GN+1

)

ÊN+1.

(24)

Граничные условия (18), (21) и (24) позволяют связать

векторы-столбцы электрического поля в первой и по-

следней областях задачи (т. е. в полупространствах, вне

плоскослоистой структуры):

E1 =

(

I I

G1 −G1

)−1

×
(

I eiγ2d1I

G2 −eiγ2d1G2

)

×
(

eiγ2d1I I

eiγs d1G2 −G2

)−1

×

. . . ×
(

I eiγN dN−1I

GN −e−γN dN−1GN

)

×
(

eiγN dN−1I I

eiγN dN−1GN −GN

)−1

×
(

I I

GN+1 −GN+1

)

ÊN+1

или

Ê1 = M× ÊN+1, (25)

где матрица M имеет вид M = T1 ×
( N
∏

m=2

Tm

)

× TN+1,

где

T1 =

(

I I

G1 −G1

)−1

,

Tm =

(

I eiγmdm−1I

Gm −e−iγmdm−1Gm

)(

eiγmdm−1I I

eiγmdm−1Gm −Gm

)−1

,

TN+1 =

(

I I

GN+1 −GN+1

)

.

Если нам известна, например, падающая на плоско-

слоистую структуру волна, а значит компоненты Ê+
1,x и

Ê+
1,y вектора-столбца Ê1, то из уравнения (25) можно

найти компоненты Ê−

1,x и Ê−

1,y и саму отраженную

волну по формулам (19), (20) и компоненты Ê+
N+1,x и

Ê+
N+1,y вектора-столбца ÊN+1 и прошедшую волну по

формулам (22), (23). Подробности решения таких задач

для пространственно ограниченных падающих пучков

можно найти, например, в работах [15–17].

Распространение электромагнитной
волны в многослойной структуре
от элементарного источника стороннего
тока

Пусть имеется точечный излучатель, расположенный

в точке (0, 0, z d) в области с номером s (рис. 4). Пусть

этот излучатель определяется плотностью стороннего

тока (в комплексном представлении e−iωt):

J(x , y, z ) = (nxex + nyey + nzez )δ(x)δ(y)δ(z − z d),

где nx , ny , nz — направляющие косинусы вектора тока

вдоль осей координат, причем n2
x + n2

y + n2
z = 1. Тогда
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zs – 1

Z

s

zszd

Dz

Рис. 4. Точечный излучатель, расположенный в точке

(0, 0, z d) в области с номером s .

фурье-образы составляющих этого тока определятся

следующими выражениями:

J̃s ,x(ξ, η, z ) = nx

+∞
∫

−∞

+∞
∫

−∞

δ(x)δ(y)δ(z − z d)e
−i(ξx+ηy)dx dy

= nxδ(z − z d),

J̃s ,y(ξ, η, z ) = nyδ(z − z d),

J̃s ,z (ξ, η, z ) = nzδ(z − z d),

Пусть этот элементарный источник тока находится в

бесконечно тонком слое (z d − 1z/2, z d + 1z/2). Тогда
уравнения Максвелла (1) и (2) для фурье-образов полей

можно записать (при 1z → 0) в виде



















iηẼs ,z − 1Es,y

1z = iωB̃ s ,x ,

1Ẽs,x

1z − iξ Ẽs ,z = iωB̃ s ,y ,

iξ Ẽs ,y − iηẼs ,x = iωB̃ s ,z ,

(26)



















iηB̃ s ,z − 1B̃ s,y

1z = µs (−iωεs Ẽs ,x + nxδ(z − z d)),

1B̃ s,x

1z − iξ B̃ s ,z = µs (−iωεs Ẽs ,y + nyδ(z − z d)),

iξ B̃ s ,y − iηB̃ s ,x = µs (−iωεs Ẽs ,z + nz δ(z − z d)).

(27)
Так как z -компоненты полей из уравнений (26) и (27)

можно выразить через x - и y -компоненты по формулам

B̃ s ,z =
ξ

ω
Ẽs ,y −

η

ω
Ẽs ,x и

Ẽs ,z = − ξ

ωεsµs
B̃ s ,y +

η

ωεsµs
B̃ s ,x +

1

iωεs
J̃s ,z ,

то для x - и y -компонент напряженностей электрического

и магнитного полей получим















































































1Ẽs ,x =

(

iξη
ωεsµs

B̃ s ,x + i

(

ω − ξ2

ωεsµs

)

B̃ s ,y

+ ξ
ωεs

nz δ(z − z d)

)

δz ,

1Ẽs ,y =

(

i

(

η2

ωεsµs
− ω

)

B̃ s ,x − iξη
ωεsµs

B̃ s ,y

+ η
ωεs

nz δ(z −z d)

)

1z ,

1B̃ s,x

µs
=

(

− iξη
ωµs

Ẽs ,z +i

(

ξ2

ωµs
−ωεs

)

Ẽs ,y +nyδ(z −z d)

)

1z ,

1B̃ s,y

µs
=

(

i

(

ωεs − η2

ωµs

)

Ẽs ,x + iξη
ωµs

Ẽs ,y −nxδ(z − z d)

)

1z .

Тогда в пределе 1z → 0 скачок тангенциальных ком-

понент напряженностей электрического и магнитного

полей при переходе через бесконечно тонкий слой с

током равен



































1Ẽs ,x −−−→
1z→0

nz ξ/ωεs

1Ẽs ,y −−−→
1z→0

nzη/ωεs

1B̃ s ,x/µs −−−→
1z→0

ny

1B̃ s ,y/µs −−−→
1z→0

−nx

.

В матричном виде уравнения, связывающие тангенци-

альные компоненты полей с двух сторон слоя с током,

можно записать в следующем виде:















Ẽs ,x

Ẽs ,y

B̃ s ,x/µs

B̃ s ,y/µs















∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

z=z d+0

−















Ẽs ,x

Ẽs ,y

B̃ s ,x/µs

B̃ s ,y/µs















∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

z=z d−0

=















nz ξ/ωεs

nzη/ωεs

ny

−nx















.

(28)
Особо отметим, что скачок электрических полей при

переходе через рассматриваемый бесконечно тонкий

слой (при 1z → 0), вообще говоря, зависит от диэлек-

трической проницаемости εs среды, в которой распо-

ложен рассматриваемый источник тока. Но излучение
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источников, у которых есть только составляющие тока

вдоль границы, не зависит в явном виде от диэлектриче-

ских свойств среды, в которой они расположены.

Выразим теперь левую часть граничного условия

(28) через векторы-столбцы Ê1 и ÊN+1 полупространств

снаружи плоскослоистой структуры. Для этого разобьем

область с номером s на две области и обозначим их

индексами l и r (левая и правая, если смотреть на

рис. 4). Введем векторы-столбцы Êl и Êr в этих областях.

Тогда тангенциальные компоненты напряженностей по-

лей в (28) можно выразить как














Ẽs ,x

Ẽs ,y

B̃ s ,x/µs

B̃ s ,y/µs















∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

z=z d−0

=

(

eiγs (z d−z s−1)I I

eiγs (z d−z s−1)Gs −Gs

)

Êl, (29)















Ẽs ,x

Ẽs ,y

B̃ s ,x/µs

B̃ s ,y/µs















∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

z=z d+0

=

(

I eiγs (z s−z d)I

Gs −eiγs (z s−z d)Gs

)

Êr , (30)

Кроме того, из (25) следует, что

Ê1 = QLÊl, (31)

где

QL =

(

I I

G1 −G1

)−1

×

×
(

I eiγ2d1I

G2 −eiγ2d1G2

)

×
(

eiγ2d1I I

eiγ2d1G2 −G2

)−1

×

. . . ×
(

I eiγs−1ds−2I

Gs−1 −eiγs−1ds−2Gs−1

)

×

×
(

eiγs−1ds−2I I

eiγs−1ds−2Gs−1 −Gs−1

)−1

×
(

I eiγs (z d−z s−1)I

Gs −eiγs (z d−z s−1)Gs

)

,

Êr = QRÊN+1, (32)

где

QR =

(

eiγs (z s−z d)I I

eiγs (z s−z d)Gs −Gs

)−1

×

×
(

I eiγs+1ds I

Gs+1 −eiγs+1dsGs+1

)

×
(

eiγs+1ds I I

eiγs+1dsGs+1 −Gs+1

)−1

×

. . . ×
(

I eiγN dN−1I

GN −eiγN dN−1GN

)

×

×
(

eiγN dN−1I I

eiγN dN−1GN −GN

)−1

×
(

I I

GN+1 −GN+1

)

.

Подставляя (31), (32) в (29), (30) и затем полученные

выражения в (28), получаем

HR × ÊN+1 = HL × Ê1 + V, (33)

где V = (nz ξ/ωεs ; nzη/ωεs ; ny ;−nx)
T — вектор-столбец,

характеризующий возбуждающее воздействие на систе-

му стороннего элементарного тока, а матрицы HR и HL

характеризуют отклик на внешнее возбуждение слои-

стой структуры справа и слева излучателя и выражаются

следующим образом:

HR =

(

I eiγs (z s−z d)I

Gs −eiγs (z s−z d)Gs

)

QR =TR×
(

N
∏

m=s+1

Tm

)

×TN+1,

HL =

(

eiγs (z d−z s−1)I I

eiγs (z d−z s−1)Gs −Gs

)

(QL)
−1

=

(

T1×
(

s−1
∏

m=2

Tm

)

×TL

)−1

,

где матрицы Tm при m 6= s выражаются формулой

Tm =

(

I eiγmdm−1I

Gm −eiγmdm−1Gm

)(

eiγmdm−1I I

eiγmdm−1Gm −Gm

)−1

,

а матрицы TL и TR — формулами

TL =

(

I eiγs (z d−z s−1)I

Gs −eiγs (z d−z s−1)Gs

)(

eiγs (z d−z s−1)I I

eiγs (z d−z s−1)Gs −Gs

)−1

,

Tm =

(

I eiγs (z s−z d)I

Gs −eiγs (z s−z d)Gs

)(

eiγs (z s−z d)I I

eiγs (z s−z d)Gs −Gs

)−1

.

В вышеприведенных формулах матрицы Gs выражаются

по формулам (13).

Далее в рассматриваемой задаче источники полей

находятся исключительно внутри плоскослоистой струк-

туры. Поэтому в столбцах Ê1 и ÊN+1 есть только

компоненты волн, идущие от плоскослоистой структуры.

Поэтому эти столбцы имеют вид

Ê1 = (0; 0; Ê−

1,x ; Ê
−

1,y)
T ,

ÊN+1 = (Ê+
N+1,x ; Ê

+
N+1,y ; 0; 0)

T .

Чтобы получить оставшиеся, отличные от нуля компо-

ненты Ê1 и ÊN+1, разобьем матрицы HR и HL каждую

на четыре 2× 1 подматрицы HRA, HRB , HRC , HRD и HLA,

HLB , HLC , HLD следующим образом:

HR =

(

HRA HRB

HRC HRD

)

и HL =

(

HLA HLB

HLC HLD

)

,
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тогда уравнение (33) примет вид

(

HRA HRB

HRC HRD

)

×















Ê+
N+1,x

Ê+
N+1,y

0

0















=

(

HLA HLB

HLC HLD

)

×















0

0

Ê−

1,x

Ê−

1,y















+V.

(34)

Если еще разбить вектор V = (V1;V2;V3;V4)
T на

VA = (V1,V2)
T и VB = (V3,V4)

T , то уравнение (34) мож-

но представить следующей системой из двух матричных

уравнений:

HRA

(

Ê+
N+1,x

Ê+
N+1,y

)

= HLB

(

Ê−

1,x

Ê−

1,y

)

+ VA,

HRC

(

Ê+
N+1,x

Ê+
N+1,y

)

= HLD

(

Ê−

1,x

Ê−

1,y

)

+ VB .

Полученные уравнения можно снова объединить в одно

матричное 4× 4 уравнение:

(

−HLB HRA

−HLD HRC

)

Êout = V, (35)

где введен вектор-столбец

Êout = (Ê−

1,x ; Ê
−

1,y ; Ê
+
N+1,x ; Ê

+
N+1,y)

T .

Решая это уравнение, найдем Ê−

1,x , Ê−

1,y и Ê+
N+1,x ,

Ê+
N+1,y , а значит, уходящую из плоскослоистой структу-

ры влево волну (в направлении z → −∞) по формулам

E1(x , y, z ) =
1

(2π)2

+∞
∫

−∞

+∞
∫

−∞









1 0

0 1

ξ/γ1 η/γ1









×
(

Ê−

1,x

Ê−

1,y

)

e−iγ1z ei(ξx+ηy)dξ dη, (36)

B1(x , y, z ) =

=
1

(2π)2

+∞
∫

−∞

+∞
∫

−∞









ηη/ωγ1 (γ2
1 + η2)/ωγ1

−(γ2
1 + ξ2)/ωγ1 −ξη/ωγ1

−η/ω ξ/ω









×
(

Ê−

1,x

Ê−

1,y

)

e−iγ1z ei(ξx+ηy)dξ dη

(37)

и волну вправо от плоскослоистой структуры (в направ-

лении z → +∞) по формулам

EN+1(x , y, z ) =
1

(2π)2

+∞
∫

−∞

+∞
∫

−∞









1 0

0 1

−ξ/γN+1 −η/γN+1









×
(

Ê+
N+1,x

Ê+
N+1,y

)

eiγN+1(z−z N)ei(ξx+ηy)dξ dη,

(38)

BN+1(x , y, ) =

=
1

(2π)2

+∞
∫

−∞

+∞
∫

−∞









−ξη/ωγN+1 −(γ2
N+1+η2)/ωγN+1

(γ2
N+1+ξ2)/ωγN+1 ξη/ωγN+1

−η/ω ξ/ω









×
(

Ê+
N+1,x

Ê+
N+1,y

)

eiγN+1(z−z N)ei(ξx+ηy)dξ dη.

(39)

Наконец, при необходимости, зная Ê1 и ÊN+1, мож-

но найти векторы-столбцы поля в любой внутренней

области Ê j , так как они однозначно определяются

граничными условиями. После этого электромагнитные

поля в любой из этих областей могут быть найдены по

формулам (9), (10). Таким образом, электромагнитные

поля будут определены во всем пространстве.

Излучение элементарного диполя,
расположенного на границе двух
полупространств

Пусть теперь рассматривается простейшая задача —

точечный источник на границе двух разных однород-

ных полупространств. Тогда N = 1, z 0 = 0, HR = T2,

HL = (T1)
−1 и уравнение (33) примет вид

T2 × Ê2 = (T1)
−1 × Ê1 + V, (40)

где V = (nz ξ/ωεs ; nzη/ωεs ; ny ,−nx)
T ,

T1 =

(

I I

G1 −G1

)−1

, T2 =

(

I I

G2 −G2

)

.

В выражении для V будем полагать εs = ε1, если

источник находится в первой среде бесконечно близко

к границе, и εs = ε2, если во второй среде.

Тогда, получим из (39) уравнение

(

I I

G2 −G2

)

× Ê2 =

(

I I

G1 −G1

)

× Ê1 + V. (41)

Далее в рассматриваемой задаче источник полей на-

ходится на границе, поэтому в столбцах Ê1 и Ê2 есть
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только компоненты волн, идущие от плоскослоистой

структуры. Поэтому эти столбцы имеют вид

Ê1 = (0; 0; Ê−

1,x ; Ê
−

1,y )
T , Ê2 = (Ê+

2,x ; Ê
+
2,y ; 0; 0)

T .

Чтобы получить оставшиеся компоненты Ê1 и Ê2,

разобьем матрицы HR и HL каждую на четыре 2× 2

подматрицы HRA, HRB , HRC , HRD и HLA, HLB , HLC , HLD

следующим образом:

HR

(

HRA HRB

HRC HRD

)

=

(

I I

G2 −G2

)

и

HL =

(

HLA HLB

HLC HLD

)

=

(

I I

G1 −G1

)

.

Как и ранее, после введения вектор-столбца

Êout = (Ê−

1,x ; Ê
−

1,y ; Ê
+
2,x ; Ê

+
2,y)

T уравнение (35) примет

вид
(

−I I

G1 G2

)

Êout = V,

или в явном виде

















−1 0 1 0

0 −1 0 1

− ξη

ωµ1γ1
− γ21+η2

ωµ1γ1
− ξη

ωµ2γ2
− γ22+η2

ωµ2γ2

γ21+ξ2

ωµ1γ1

ξη

ωµ1γ1

γ22+ξ2

ωµ2γ2

ξη

ωµ2γ2

















×















Ê−

1,x

Ê−

1,y

Ê+
2,x

Ê+
2,y















=















nz ξ/ωεs

nzη/ωεs

ny

−nx















. (42)

Очень часто рассматриваются немагнитные среды, для

которых µ1 = µ2 = µ0, тогда уравнение (41) упрощается

и записывается в виде

















−1 0 1 0

0 −1 0 1

− ξη
ωµ0γ1

− γ21+η2

ωµ0γ1
− ξη

ωµ0γ2
− γ22+η2

ωµ0γ2

γ21+ξ2

ωµ0γ1

ξη

ωµ0γ1

γ22+ξ2

ωµ0γ2

ξη

ωµ0γ2

















×















Ê−

1,x

Ê−

1,y

Ê+
2,x

Ê+
2,y















=















nz ξ/ωεs

nzη/ωεs

ny

−nx















. (43)

Решение уравнения (42) имеет вид














Ê−

1,x

Ê−

1,y

Ê+
2,x

Ê+
2,y















= Q















nx















−(γ1γ2 + η2)

ξη

−(γ1γ2 + η2)

ξη















+ ny















ξη

−(γ1γ2 + ξ2)

ξη

−(γ1γ2 + ξ2)















+ nz















−ξγ1ε2/ε1,2

−ηγ1ε2/ε1,2

ξγ2ε1/ε1,2

ηγ2ε1/ε1,2





























,

где

Q = Q(ξ, η) =
ωµ0

(γ1 + γ2)(γ1γ2 + ξ2 + η2)
. (44)

Для немагнитных сред в первом полупространстве (в
области j = 1)
(

Ê−

1,x

Ê−

1,y

)

= Q

[

nx

(

−(γ1γ2 + η2)

ξη

)

+ ny

(

ξη

−(γ1γ2 + ξ2)

)

+
nzγ1ε2

εs

(

−ξ

−η

)]

(45)
и во втором полупространстве (в области j = 2)
(

Ê+
2,x

Ê+
2,y

)

= Q

[

nx

(

−(γ1γ2 + η2)

ξη

)

+ ny

(

ξη

−(γ1γ2 + ξ2)

)

+
nzγ2ε1

εs

(

ξ

η

)]

.

(46)
Из (45), (46) для немагнитных сред находим поля в

первом полупространстве (в области j = 1) по форму-

лам

E1(x , y, z ) =
1

(2π)2

+∞
∫

−∞

+∞
∫

−∞









1 0

0 1

ξ/γ1 η/γ1









×
(

Ê−

1,x

Ê−

1,y

)

e−iγ1z ei(ξx+ηy)dξ dη, (47)

B1(x , y, z ) =

=
1

(2π)2

+∞
∫

−∞

+∞
∫

−∞









ξη/ωγ1 (γ2
1 + η2)/ωγ1

−(γ2
1 + ξ2)/ωγ1 −ξη/ωγ1

−η/ω ξ/ω









×
(

Ê−

1,x

Ê−

1,y

)

e−iγ1z ei(ξx+ηy)dξ dη,

(48)
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и во втором полупространстве (в области j = 2) по

формулам

E2(x , y, z ) =
1

(2π)2

+∞
∫

−∞

+∞
∫

−∞









1 0

0 1

−ξ/γ2 −η/γ2









×
(

Ê+
2,x

Ê+
2,y

)

e−iγ2z ei(ξx+ηy)dξ dη, (49)

B2(x , y, z ) =

=
1

(2π)2

+∞
∫

−∞

+∞
∫

−∞









−ξη/ωγ2 (γ2
2 + η2)/ωγ2

(γ2
2 + ξ2)/ωγ2 ξη/ωγ2

−η/ω ξ/ω









×
(

Ê+
2,x

Ê+
2,y

)

e−iγ2z ei(ξx+ηy)dξ dη.

(50)

Элементарный горизонтальный диполь,
расположенный на границе двух
полупространств

В качестве конкретного примера, который можно

сравнить с известным решением [8], рассмотрим поле

горизонтального единичного источника тока с парамет-

рами nx = 1, ny = 0, nz = 0. Слово
”
горизонтальный“

мы будем использовать по историческим соображениям,

данная задача возникла при рассмотрении горизонталь-

ной дипольной антенны малого размера, расположенной

на горизонтальной границе воздуха и земной поверхно-

сти. В данном рассмотрении .горизонтальный. означает

параллельный плоской границе раздела. Подставляя в

формулы (45), (46) указанные выше параметры гори-

зонтального диполя (nx = 1, ny = 0, nz = 0) и далее в

(47)−(50), для компоненты E2,x получим

E2,x(x , y, z ) =

= − ωµ0

(2π)2

+∞
∫

−∞

+∞
∫

−∞

(γ1γ2 + η2)eiγ2z ei(ξx+ηy)

(γ1 + γ2)(γ1γ2 + ξ2 + η2)
dξ dη.

(51)

Переходя к полярным координатам в плоскостях (x , y)

и (ξ, η) по формулам

x = ρ cosϕ, y = ρ sinϕ и ξ = λ cos ϑ, η = λ sinϑ,

(52)

получим γ1 =
√

k2
1 − λ2, γ2 =

√

k2
2 − λ2, а выражение

для E2,x примет вид

E2,x (ρ, ϕ, z ) =

=− ωµ0

(2π)2

+∞
∫

0

(

2π
∫

0

(γ1γ2+λ2 sin2 ϑ)eiγ2z eiρλ cos(ϕ−ϑ)

(γ1 + γ2)(γ1γ2 + λ2)
dϑ

)

λdλ=

− ωµ0

(2π)2

+∞
∫

0

eiγ2z

(γ1 + γ2)

(

2π
∫

0

eiρλ cos(ϕ−ϑ)dϑ

)

λdλ

+
ωµ0

(2π)2

+∞
∫

0

λ2eiγ2z

(γ1+γ2)(γ1γ2+λ2)

(

2π
∫

0

eiρλ(ϕ−ϑ) cos2 ϑdϑ

)

λdλ.

Далее, используя интегральное представление функций

Бесселя

Jn(ρλ) =
i−n

2π

2π
∫

0

eiρλ cos θeinθdθ, (53)

нетрудно получить следующие представления интегра-

лов:
2π
∫

0

eiρλ cos(ϕ−ϑ)dϑ = 2πJ0(ρλ), (54)

2π
∫

0

eiρλ cos(ϕ−ϑ) cos2 ϑdϑ = π(J0(ρλ) − J2(ρλ) cos 2ϕ).

Подставляя их, получим выражение для E2,x в цилин-

дрических координатах (ρ, ϕ, z ):

E2,x (ρ, ϕ, z ) = −ωµ0

4π

+∞
∫

0

{

2J0(ρλ)

− λ2(J0(ρλ) − J2(ρλ) cos 2ϕ)

(γ1γ2 + λ2)

}

eiγ2z

(γ1 + γ2)
λdλ.

Аналогично получим выражение для E1,x :

E1,x (ρ, ϕ, z ) = −ωµ0

4π

+∞
∫

0

{

2J0(ρλ)

− λ2(J0(ρλ) − J2(ρλ) cos 2ϕ)

(γ1γ2 + λ2)

}

e−iγ1z

(γ1 + γ2)
λdλ.

Действуя таким же образом, для E2,y можно получить

выражение

E2,y (x , y, z )=
ωµ0

(2π)2

+∞
∫

−∞

+∞
∫

−∞

ξηeiγ2z ei(ξx+ηy)

(γ1+γ2)(γ1γ2+ξ2 + η2)
dξdη.

(55)
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Снова переходя к полярным координатам в плоскостях

(x , y) и (ξ, η), получим

E2,y (ρ, ϕ, z ) =
ωµ0

(2π)2

+∞
∫

0

λ2eiγ2z

(γ1 + γ2)(γ1γ2 + λ2)

×
(

2π
∫

0

cos ϑ sinϑeiρλ cos(ϕ−ϑ)dϑ

)

λdλ.

Учитывая, что

2π
∫

0

sinϑ cos ϑeiρλ cos(ϕ−ϑ)dϑ =

= π · sin 2ϕ
(

J0(ρλ) −
2

ρλ
J1(ρλ)

)

, (56)

получим

E2,y (ρ, ϕ, z ) =
ωµ0

4π
sin 2ϕ

+∞
∫

0

λ3eiγ2z

(γ1 + γ2)(γ1γ2 + λ2)

×
(

J0(ρλ) −
2

ρλ
J1(ρλ)

)

dλ.

Аналогично для E1,y получим

E1,y (ρ, ϕ, z ) =
ωµ0

4π
sin 2ϕ

+∞
∫

0

λ3e−iγ1z

(γ1 + γ2)(γ1γ2 + λ2)

×
(

J0(ρλ) −
2

ρλ
J1(ρλ)

)

dλ.

Рассмотрим теперь компоненту E2,z :

E2,z (x , y, z ) =
ωµ0

(2π)2

+∞
∫

−∞

+∞
∫

−∞

(

ξ

γ2
Ê+
2,x +

η

γ2
Ê+
2,y

)

× eiγ2z ei(ξx+ηy)dξdη =

=
ωµ0

(2π)2

+∞
∫

−∞

+∞
∫

−∞

ξγ1

(γ1+γ2)(γ1γ2+ξ2 + η2)
eiγ2z ei(ξx+ηy)dξ dη.

(57)
Переходя к полярным координатам, получим E2,z как

функцию цилиндрических координат (ρ, ϕ, z ) в виде

E2,z (ρ, ϕ, z ) =
ωµ0

(2π)2

+∞
∫

0

γ1λ
2

(γ1 + γ2)(γ1γ2 + λ2)
eiγ2z

×
(

2π
∫

0

eiρλ cos(ϕ−ϑ) cos ϑdϑ

)

dλ.

Учитывая (53), получим интегральное представление

2π
∫

0

eiρλ cos(ϕ−ϑ) cos ϑdϑ = 2πiJ1(ρλ) cosϕ,

и для E2,z следующее выражение:

E2,z (ρ, ϕ, z ) =
iωµ0 cosϕ

2π

+∞
∫

0

γ1λ
2J1(ρλ)eiγ2z

(γ1 + γ2)(γ1γ2 + λ2)
dλ.

Аналогично для E1,z получим выражение

E1,z (ρ, ϕ, z ) = − iωµ0 cosϕ
2π

+∞
∫

0

γ2λ
2J1(ρλ)e−iγ1z

(γ1 + γ2)(γ1γ2 + λ2)
dλ.

Полученные выражения в точности приводятся к

решениям для горизонтального диполя [8].

Излучение элементарного
горизонтального диполя,
расположенного на границе
металлической пленки, нанесенной
на поверхность призмы

Рассмотрим теперь задачу излучения элементарного

источника, расположенного на свободной границе плен-

ки (рис. 5) в схеме Кречмана. Поляризация источника —

вдоль оси X (nx = 1, ny = 0, nz = 0). Толщина пленки

равна d . Индекс 1 соответствует полупространству ма-

териала призмы, 2 — пленке, а 3 — свободному по-

лупространству над пленкой. Тогда N = 2, z d = z 2 = d,
HR = T3, HL = (T1 × T2)

−1 и уравнение (33) примет вид

T3 × Ê3 = (T1 × T2)
−1 × Ê1 + V, (58)

где матрицы выражаются следующими формулами:

T1 =

(

I I

G1 −G1

)−1

,

T2 =

(

I eiγ2dI

G2 −e−iγ2dG2

)(

eiγ2dI I

eiγ2dG2 −G2

)−1

,

T3 =

(

I I

G3 −G3

)

,

а вектор-столбец стороннего тока равен

V = (0; 0; 0;−1)T .

Учитывая, что (T1 × T2)
−1 = T−1

2 × T−1
1 , получим

HL = (T1 × T2)
−1 = T−1

2 × T−1
1 =

=

(

eiγ2dI I

eiγ2dG2 −G2

)(

I eiγ2dI

G2 −eiγ2dG2

)−1

×
(

I I

G1 −G1

)

.
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Рис. 5. Геометрия задачи излучения элементарного источника,

расположенного на свободной границе пленки в схеме Кречма-

на.

Вводя вектор-столбец Êout = (Ê−

1,x ; Ê
−

1,y ; Ê
+
3,x ; Ê

+
3,y )

T , урав-

нение (35) для данной задачи примет вид

(

−HLB I

−HLD G3

)

× Êout = V. (59)

Решая линейное уравнение (59), найдем Ê−

1,x , Ê−

1,y и

Ê+
3,x , Ê+

3,y и далее по формулам (36)−(39) при N = 2

получим уходящую волну из плоскослоистой структуры

в призму (в область 1) и свободное пространство

(область 3) над пленкой (в направлениях z → ±∞ от

границ пленки).

Снова будем считать, что среды немагнитные и

µ1 = µ2 = µ3 = µ0. Тогда, учитывая k2
j = ε jµ0ω

2, выраже-

ния для подматриц HLB и HLD можно получить в явном

виде.

Подматрица HLB :

(HLB )0,0 = cos(γ2d) + i

((

ε1 − ε2

ε2

)

ξ2

γ1
− γ1

)

sin(γ2d)

γ2
,

(HLB)0,1 = iξη
(ε1 − ε2)

ε2

sin(γ2d)

γ1γ2
,

(HLB)1,0 = iξη
(ε1 − ε2)

ε2

sin(γ2d)

γ1γ2
,

(HLB)1,1 = cos(γ2d) + i

((

ε1 − ε2

ε2

)

η2

γ1
− γ1

)

sin(γ2d)

γ2
,

подматрица HLD :

(HLD)0,0 =
ξη

µ0ω

(

cos(γ2d)

γ1
− i

sin(γ2d)

γ2

)

,

(HLD)0,1 =
(γ2

1 + η2)

γ1µ0ω
cos(γ2d)

− i
γ2
2 + η2

γ2µ0ω
sin(γ2d),

(HLD)1,0 = − (γ2
1 + ξ2)

γ1µ0ω
cos(γ2d)

+ i
γ2
2 + ξ2

γ2µ0ω
sin(γ2d),

(HLD)1,1 = − ξη

µ0ω

(

cos(γ2d)

γ1
− i

sin(γ2d)

γ2

)

,

Решив уравнение (59), найдем следующие аналитиче-

ские выражения для Ê−

1,x , Ê−

1,y , Ê−

1,z :

Ê1,x =
(a1x + d1xη

2)

ωµ0D
cos(γ2d) + i

(b1x + e1xη
2)

ωµ0D
sin(γ2d),

(60)
где

a1x = −(γ1 + γ3), d1x = −(γ1 + γ3)/γ1γ3,

b1x = (γ1γ3 + γ2
2 )/γ2, e1x =

(γ3 + γ1)

γ2γ3
+

(ε2 − ε1)k2
3

ε2γ1γ2γ3
,

Ê−

1,y =
1

ωµ0D
(a1y cos(γ2d) + ib1y sin(γ2d))ξη; (61)

где a1y = (γ1 + γ3)/γ1γ3,

b1y = 1
γ1γ2γ3

(

(ε1−ε2)k2
3

ε2
− γ1(γ1 + γ3)

)

.

Ê−

1,z = ξ Ê−

1,x/γ1 + ηÊ−

1,y/γ1; (62)

и Ê+
3,x , Ê+

3,y , Ê+
3,z :

Ê+
3,x =

(a3x + d3xη
2)

ωµ0D
cos2(γ2d)

+
(b3x + e3xη

2)

ωµ0D
sin2(γ2d)

+ i
(c3x + f 3xη

2)

ωµ0D
cos(γ2d) sin(γ2d); (63)

где

a3x = −(γ1 + γ3),

d3x = −(γ1 + γ3)/γ1γ3,
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b3x = [γ1γ3(k
2
3 − γ2

3 ) + γ3γ
3
1 + γ2

2k2
1]/(γ1k2

2),

e3x = [γ3γ
2
1 (k

2
2 + γ2

2 ) − γ3γ
4
2 + k2

1γ1γ
2
2 ]/(k

2
2γ1γ

2
2γ3),

c3x =
γ3

γ1γ2k2
2

((γ2
2 + γ2

1 )(k
2
3 − γ2

3 ) + 2γ2
1γ

2
2 )

+
1

γ2k2
2

(γ4
2 + γ2

1γ
2
2 + 2γ2

2 (k
2
2 − γ2

2 )),

f 3x =
1

γ1γ2γ3k2
2

(k2
3(γ

2
2 + γ2

1 ) + 2γ2
1γ

2
2 − γ2

3 (γ
2
2 + γ2

1 ))

+
1

γ2k2
2

(2k2
2 + γ2

1 − γ2
2 ).

Ê+
3,y =

1

ωµ0D
(a3y cos

2(γ2d) + b3y sin
2(γ2d)

+ ic3y cos(γ2d) sin(γ2d))ξη, (64)

где

a3y = (γ1 + γ3)/γ1γ3,

b3y =
(ε1 − ε2)

ε2

(γ1(k2
3 − γ2

3 ) − γ2
2γ3)

γ1γ
2
2γ3

− γ1(γ1 + γ3)

γ2
2γ3

,

c3y =
(ε1 − ε2)

ε2

(k2
3 − γ3(γ1 + γ3))

γ1γ2γ3
− 2(γ1 + γ3)

γ2γ3
,

Ê+
3,z = −ξ Ê+

3,x/γ3 − ηÊ+
3,y/γ3. (65)

В формулах (60)−(65) функция D(ξ, η) есть детерми-

нант матрицы уравнения (59), представляющийся следу-

ющим аналитическим выражением:

D(ξ, η) =
1

ω2µ2
0

(γ1 + γ3)
2(γ1γ3 + (ξ2 + η2))

γ1γ3
cos2(γ2d)

− 1

ω2µ2
0

(γ1γ2 + γ2
2 )

2

γ1γ3γ
2
2 k2

2

(

(ξ2 + η2)2

+
γ2
2 (γ1 + γ3)

2

γ1γ3 + γ2
2

(ξ2 + η2) + γ1γ
2
2γ3

)

sin2(γ2d)

− i
(γ1 + γ3)

ω2µ2
0γ1γ2γ3k2

2

(2(γ1γ3 + γ2
2 )(γ1γ3γ

2
2 + (ξ2 + η2)2)

+ (γ2
1γ

2
3 + γ2

1γ
2
2 + 4γ1γ3γ

2
2 + γ2

3γ
2
2 + γ4

2 )

× (ξ2 + η2)) cos(γ2d) sin(γ2d).

Естественно, что полученные выражения (60)−(65)
переходят в соответствующие выражения для диполя на

границе двух полупространств, когда толщина пленки d
стремится к нулю.

Аналитические выражения (60)-(65) имеют первосте-

пенное значение, так как позволяют получить выраже-

ние для электрических полей в полупространствах через

одномерные интегралы, что значительно ускоряет счет

и повышает точность вычислений. Действительно, если

перейти к полярным координатам в плоскостях (x , y) и

(ξ, η) по формулам x = ρ cosϕ, y = ρ sinϕ и ξ = λ cos ϑ ,

η = λ sinϑ , получим, что величины γ1 =
√

k2
1 − λ2,

γ2 =
√

k2
2 − λ2, γ3 =

√

k2
3 − λ, выделенные выше множи-

тели и детерминант D(λ) = D(λ cos ϑ, λ sinϑ) являются

функциями только λ и не зависят от ϑ . Поэтому выра-

жения для соответствующих полей, с вычислительной

точки зрения, имеют такой же вид, что и выражения

(51), (55), (57), и с помощью интегрального представ-

ления функций Бесселя (53) приводятся к одномерным

интегралам.

Рассмотрим электрические поля в полупространствах

(в областях с номером j = 1 и j = 3). Сначала рас-

смотрим (см. представление (36)) в полупространстве

с j = 1:

E1,x (x , y, z ) =
1

(2π)2

+∞
∫

−∞

+∞
∫

−∞

Ê−

1,x e−iγ1z ei(ξx+ηy)dξ dη.

Подставим выражение (60) для Ê−

1,x и перейдем к

полярным координатам (52), получим

E1,x(ρ, ϕ, z ) =
1

(2π)2

+∞
∫

0

(

2π
∫

0

(Q1x (y) + R1x (γ)λ2 sin2 ϑ)

× e−iγ1z eiρλ cos(ϕ−ϑ)dϑ

)

λdλ

=
1

(2π)2

+∞
∫

0

(Q1x (γ) + R1x(γ)λ2)λe−iγ1z

×
(

2π
∫

0

eiρλ cos(ϕ−ϑ)dϑ

)

dλ − 1

(2π)2

+∞
∫

0

R1x (γ)λ3e−iγ1z

×
(

2π
∫

0

cos2 ϑeiρλ cos(ϕ−ϑ)dϑ

)

dλ,

где введены следующие (зависящие только от λ) функ-

ции:

Q1x (γ) =
1

ωµ0D(λ)
(a1x cos(γ2d) + ib1x sin(γ2d)),

R1x (γ) =
1

ωµ0D(λ)
(d1x cos(γ2d) + ie1x sin(γ2d)).

Подставляя выражения (54), получим

E1,x (ρ, ϕ, z ) =
1

4π

+∞
∫

0

(2Q1x (γ) + R1x (γ)λ2)

× λe−iγ1z J0(ρλ)dλ +
cos 2ϕ

4π

+∞
∫

0

R1x (γ)λ3J2(ρλ)e
−iγ1z dλ,

(66)
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Аналогично для y -компоненты. Из (36) и (62), используя

E1,y (x , y, z ) =
1

(2π)2

+∞
∫

−∞

+∞
∫

−∞

Ê−

1,y e−iγ1z ei(ξx+ηy)dξ dη,

и переходя к полярным координатам, получим

E1,y (ρ, ϕ, z ) =
1

(2π)2

+∞
∫

0

(

2π
∫

0

(Q1y (γ)λ2 cos ϑ sinϑ

× e−iγ1λ cos(ϕ−ϑ)dϑ

)

λdλ =
1

(2π)2

+∞
∫

0

λ3Q1y (γ)e−iγ1z

×
(

2π
∫

0

cos ϑ sinϑeiγ1λ cos(ϕ−ϑ)dϑ

)

dλ,

где введена функция от λ

Q1y (γ) =
1

ωµ0D(λ)
(a1y cos(γ2d) + ib1y sin(γ2d)).

Учитывая интегральное представление (56), получим

для E1,y выражение

E1,y (ρ, ϕ, z ) =
sin 2ϕ

4π

+∞
∫

0

λ3Q1y(γ)

×
(

J0(ρλ) −
2

ρλ
J1(ρλ)

)

e−iγ1z dλ. (67)

Оставшуюся компоненту E1,z в первом полупростран-

стве из (36) запишем в виде

E1,z (x , y, z ) =
1

(2π)2

∞
∫

−∞

∞
∫

−∞

(ξ Ê−

1,x/γ1 + ηÊ−

1,y/γ1)

× e−iγ1z ei(ξx+ηy)dξdη,

и, подставляя выражения для Ê−

1,x и Ê−

1,y , по формулам

(60) и (61) после перехода к полярным координатам

получим

E1,z (ρ, ϕ, z ) =
1

(2π)2

+∞
∫

0

Q1x (γ)λ2eiγ1z

γ1

×
(

2π
∫

0

cos ϑeiρλ cos(ϕ−ϑ)dϑ

)

dλ

+
1

(2π)2

+∞
∫

0

(R1x(γ) + Q1y (γ))λ4

γ1
eiγ1z

×
(

2π
∫

0

cos ϑ sin2 ϑeiρλ cos(ϕ−ϑ)dϑ

)

dλ.

Получая из (53) представления

2π
∫

0

cos ϑeiρλ cos(ϕ−ϑ)dϑ = 2πi cosϕJ1(ρλ), (68)

2π
∫

0

cos ϑ sin2 ϑeiρλ cos(ϕ−ϑ)dϑ = i2π cosϕ

×
(

sin2 ϕJ1(ρλ) + (1− 4 sin2 ϕ)
J2(ρλ)

ρλ

)

, (69)

находим

E1,z (ρ, ϕ, z ) =
i cosϕ
2π

+∞
∫

0

Q1x (γ)λ2e−iγ1z

γ1
J1(ρλ)dλ

+
i cosϕ sin2 ϕ

2π

+∞
∫

0

(R1x (γ) + Q1y (γ))λ4J1(ρλ)

γ1
e−iγ1z dλ

+
i cosϕ(1−4 sin2 ϕ)

2π

×
+∞
∫

0

(R1x (γ) + Q1y (γ))λ3J2(ρλ)

ργ1
e−iγ1z dλ.

(70)

Теперь рассмотрим электрическое поле в полупро-

странстве (с номером j = 3). Составляющую по оси x
получим из (38) в виде

E3,x (x , y, z ) =
1

(2π)2

+∞
∫

−∞

+∞
∫

−∞

Ê+
3,x eiγ3(z−d)ei(ξx+ηy)dξdη.

Преобразуя выражение (63), представим его в виде

Ê+
3,x =

1

ωµ0D
[a3x cos

2(γ2d) + b3x sin
2(γ2d)

+ ic3x cos(γ2d) sin(γ2d) + (d3x cos
2(γ2d)

+ e3x sin
2(γ2d) + i f 3x cos(γ2d) sin(γ2d))η2].
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Тогда, переходя к полярным координатам (52), получим

E3,x (ρϕ, z ) =
1

(2π)2

+∞
∫

0

(

2π
∫

0

(Q3x (γ) + R3x(γ)λ2 sin2 ϑ)

× eiγ3(z−d)eiρλ cos(ϕ−ϑ)dϑ

)

λdλ =

=
1

(2π)2

+∞
∫

0

(Q3x (γ) + λ2R3x(γ))eiγ3(z−d)

×
(

2π
∫

0

eiρλ cos(ϕ−ϑ)dϑ

)

λdλ − 1

(2π)2

+∞
∫

0

(λ2R3x (γ))

× eiγ3(z−d)

(

2π
∫

0

cos2 ϑeiρλ(ϕ−ϑ)dϑ

)

λdλ,

где введены следующие, зависящие только от λ, функ-

ции:

Q3x (γ) =
1

ωµ0D(λ)
(a3x cos

2(γ2d) + b3x sin
2(γ2d)

+ ic3x cos(γ2d) sin(γ2d)),

R3x(γ) =
1

ωµ0D(λ)
(d3x cos

2(γ2d) + e3x sin
2(γ2d)

+ i f 3x cos(γ2d) sin(γ2d)),

Подставляя выражения (54), получим

E3,y (ρ, ϕ, z ) =
1

4π

+∞
∫

0

(2Q3x (γ) + λ2R3x (γ))J0(ρλ)

× eiγ3(z−d)λdλ +
cos 2ϕ

4π

+∞
∫

0

λ3R3x(γ)J2(ρλ)e
iγ3(z−d)dλ.

(71)
Аналогично в представлении

E3,y (x , y, z ) = (2π)
+∞
∫

−∞

+∞
∫

−∞

Ê+
3,y eiγ3(z−d)ei(ξx+ηy)dξ dη

запишем Ê+
3,y в виде (63) и перейдем к полярным

координатам:

E3,y (ρ, ω, z ) =
1

(2π)2

+∞
∫

0

(

2π
∫

0

Q3y (γ)λ2 cos ϑ sinϑ

× eiγ3(z−d)eiρλ cos(ϕ−ϑ)dϑ

)

λdλ =
1

(2π)2

+∞
∫

0

λ3Q3y (γ)

× eiγ3(z−d)

(

2π
∫

0

cos ϑ sinϑeiρλ cos(ϕ−ϑ)dϑ

)

dλ,

где Q3y (γ) = 1
ωµ0D(λ)(a3y cos

2(γ2d) + b3y sin
2(γ2d) +

+ic3y cos(γ2d) sin(γ2d)).
Учитывая интегральное представление (56), получим

E3,y (ρ, ϕ, z ) =
sin 2ϕ

4π

+∞
∫

0

λ3Q3y(γ)

×
(

J0(ρλ) −
2

ρλ
J1(ρλ)

)

eiγ3(z−d)dλ. (72)

Наконец, для составляющей E3,z , учитывая (65), полу-
чим аналогично

E3,z (x , y, z ) = − 1

(2π)2

+∞
∫

−∞

+∞
∫

−∞

(

ξ Ê+
3,x

γ3
+

ηÊ+
3,y

γ3

)

× eiγ3(z−d)ei(ξx+ηy)dξ dη.

Переходя к полярным координатам, находим следующее

выражение:

E3,z (ρ, ϕ, z ) = − 1

(2π)2

+∞
∫

0

Q3x (γ)λ2eiγ3(z−d)

γ3

×
(

2π
∫

0

cos ϑeiρλ cos(ϕ−ϑ)dϑ

)

dλ

− 1

(2π)2

+∞
∫

0

(R3x(γ) + Q3y (γ))λ4

γ3
eiγ3(z−d)

×
(

2π
∫

0

cos ϑ sin2 ϑeiρλ cos(ϕ−ϑ)dϑ

)

dλ.

Учитывая (68), (69), получим

E3,z (ρ, ϕ, z ) = − i cosϕ
2π

+∞
∫

0

Q3x(γ)λ2J1(ρλ)

γ3
eiγ3(z−d)dλ

− i cosϕ sin2 ϕ

2π

+∞
∫

0

(R3x(γ) + Q3y (γ))λ4J1(ρλ)

γ3
eiγ3(z−d)dλ

− i cosϕ(1− 4 sin2 ϕ)

2π

×
+∞
∫

0

(R3x (γ) + Q3y(γ))λ3J2(ρλ)

ργ3
eiγ3(z−d)dλ.

(73)
Таким образом, мы получили точные аналитические вы-

ражения для электрических полей в полупространствах,

окружающих пленку.
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Элементарный излучатель
на свободной границе пленки золота
в схеме Кречмана

Данная работа задумывалась как продолжение рабо-

ты по изучению явлений, связанных с поверхностной

плазмонной волной, которая возбуждается по схеме

Кречмана и распространяется вдоль свободной поверх-

ности пленки металла (например, золота) определенной

толщины, нанесенной на призму [18]. На свободной

поверхности пленки возбуждается волна, которая имеет

высокую интенсивность на границе раздела и экспонен-

циально спадает в направлении, нормальном к границе.

Если поместить на свободной поверхности молекулу

или наноструктуру, в которой будет индуцироваться

поверхностной волной дипольный момент только парал-

лельно границе, то мы получим рассмотренный выше

элементарный излучатель, параллельный пленке. Ин-

терес представляет пространственная направленность

излучения этого диполя в двух случаях: при излучении

диполя на границе двух полупространств без пленки и с

металлической пленкой, по свободной границе которой

может распространяться поверхностная плазмонная вол-

на. Это сравнение поможет понять влияние поверхност-

ной волны на направленные свойства элементарного

излучателя.

Итак, выберем частоту излучения диполя ω, соответ-

ствующую длине волны в вакууме, равной λ0 = 633 nm,

показатель преломления полупространства призмы на

этой частоте выберем равным np = 1.6 (ε1 = 2.56ε0 ,

где ε0 — диэлектрическая проницаемость вакуума),
показатель преломления свободного полупространства

над пленкой n f = 1 (ε3 = ε0). Диэлектрическую прони-

цаемость золотой пленки на заданной частоте примем

равной ε2 = (−11.6 + i1.2)ε0 [12], а ее толщину —

d = 48.6 nm. Как было показано [18], при таких па-

раметрах в пленке наилучшим образом возбуждается

поверхностная плазмонная волна при падении плоской

волны p-поляризации со стороны призмы под углом

αopt = 41.0◦ к нормали. Для того чтобы оценить влияние

такой пленки на излучение диполя в полупространство

призмы и свободное полупространство, были вычислены

диаграммы направленности в H- и E-плоскостях диполя,

т. е. в плоскостях, нормальных границе, проходящих

через центр диполя, в его направлении и ему перпен-

дикулярном (в плоскостях YZ и XZ) соответственно.

Диаграммы вычислялись по амплитуде поля и норми-

ровались на максимум излучения.

На рис. 6, а показаны диаграммы направленности в

H-плоскости, нормированные на максимум излучения.

Рассматривается излучение в призму для двух случаев.

Первый случай — пленка отсутствует (кривая 1), при
этом диполь расположен на границе двух полупро-

странств с диэлектрическими проницаемостями ε1 и

ε3. Второй случай — с пленкой (кривая 2), когда ди-

поль расположен на свободной границе золотой пленки
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Рис. 6. Нормированные диаграммы направленности по ампли-

туде поля, вычисленные в H-плоскости, элементарного диполя,

расположенного на границе двух полупространств (кривые 1)
и на границе золотой пленки оптимальной толщины, нанесен-

ной на призму (кривые 2), в сторону призмы (a) и в сторону

свободного пространства (b).

(рис. 5) (на границе областей с проницаемостями ε2
и ε3). Диаграммы направленности представляют собой

графики зависимости амплитуды электрического поля

Ea в точках на линии пересечения плоскости Y Z и сферы

большого радиуса Rs от полярного угла θ. Центр сферы

находился в начале координат. Угол θ отсчитывался от

оси Z. В численных расчетах радиус сферы принимался

равным Rs = 790λ0, т. е. поля вычислялись в дальней

зоне излучения диполя.

Из рис. 6, a видно, что в отсутствие металлической

пленки максимум излучения в призму примерно соот-

ветствует углу полного внутреннего отражения призмы

(кривая 1), который равен 38.7◦ . Когда появляется

металлическая пленка, возникает резкий пик излучения

(кривая 2), однако нельзя связать этот пик на диаграмме

с возбуждением поверхностной волны, так как она не

должна давать вклад в диаграмму в H-плоскости из-за

p-поляризации. Некоторые интерференционные биения

на кривых, как показали расчеты, определяются конеч-

ностью радиуса Rs и в пределе бесконечного радиуса

исчезают.

На рис. 6, b представлены такие же диаграммы на-

правленности в H-плоскости, но в сторону свободного
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Рис. 7. Нормированные диаграммы направленности по ампли-

туде поля, вычисленные в E-плоскости, элементарного диполя,

расположенного на границе двух полупространств (кривые 1)
и на границе золотой пленки оптимальной толщины, нанесен-

ной на призму (кривые 2), в сторону призмы (a) и в сторону

свободного пространства (b).

полупространства (в область с проницаемостью ε3).
Из рисунка видно, что наличие металлической пленки

качественно не меняет направленных свойств излучения

диполя в H-плоскости в сторону свободного полупро-

странства.

Далее представляет интерес, как влияет металличе-

ская пленка на излучение в E-плоскости диполя в оба

полупространства, так как поверхностная плазмонная

волна на поверхности пленки имеет p-поляризацию и

должна влиять на направленность излучения в E-плос-
кости. На рис. 7, a показаны диаграммы направленности

диполя в E-плоскости при излучении в призму. Первый

случай — пленка отсутствует (кривая 1), при этом

диполь расположен на границе двух полупространств

с диэлектрическими проницаемостями ε1 и ε3. Второй

случай — с пленкой (кривая 2), когда диполь распо-

ложен на свободной границе золотой пленки (рис. 5)
(на границе областей с проницаемостями ε2 и ε3). На
диаграмме (кривая 2, рис. 7, a) виден резкий максимум

излучения под углом, примерно равным углу полного

внутреннего отражения. Зависимость качественно пол-

ностью аналогична диаграмме в H-плоскости (кривая 2,

рис. 6, a).

Наконец, были вычислены диаграммы направленности

в E-плоскости в сторону свободного пространства ε3
(рис. 7, b). Появление металлической пленки существен-

но меняет диаграмму направленности диполя. Без плен-

ки излучение преимущественно нормально к границе.

С пленкой — волны излучаются преимущественно под

большими углами, близкими к 90◦ . Кажется логич-

ным предположить, что такое изменение обусловлено

возбуждающейся поверхностной плазмонной волной на

свободной границе металлической пленки.

Заключение

Итак, предложено теоретическое рассмотрение элек-

тромагнитного излучения элементарного дипольного ис-

точника, расположенного в плоскослоистой среде. Пред-

ложен аналитический метод сведения электромагнитных

полей к одномерным интегралам для задачи излучения

точечного диполя, расположенного на границе плен-

ки. Показана общность метода. Рассмотрена приклад-

ная задача — нахождение направленных характеристик

излучения нанообъектов, находящихся на свободной

поверхности пленки золота оптимальной толщины в

схеме Кречмана. Показано, что наличие металлической

пленки, в которой может возбуждаться поверхностная

волна, существенно меняет диаграмму направленности

излучателя как в свободное полупространство, так и в

полупространство призмы.
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