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Введение

В последнее десятилетие сохраняется интерес к элек-

тродинамике материалов, характеризующихся отрица-

тельными показателями преломления [1]. Благодаря до-

стижениям в нанотехнологии композитных материалов

были созданы новые материалы, свойства которых могут

быть объяснены наличием у них отрицательного показа-

теля преломления [2,3]. В работе [4] был выдвинут тезис

о том, что линзы Веселаго, представляющие собой слой

из материала с отрицательным преломлением, позволя-

ют в принципе преодолеть дифракционный предел оп-

тических инструментов и получить сингулярность в фо-

кальной точке. Этот тезис имеет много возражений [5],
которые не являются абсолютно бесспорными [6]. Тем не

менее выдвинутая в работе [4] концепция о суперлинзе

(в виде слоя вещества с отрицательным преломле-

нием), позволяющей в идеальном случае полностью

преодолеть дифракционный предел, нашла множество

сторонников [7–13]. Однако сама концепция подобной

суперлинзы кажется абсолютно невероятной. Действи-

тельно, хорошо известно еще со времен Френеля, что

размеры фокального пятна определяются только углом

между крайними сходящимися лучами и длиной волны

излучения в области фокусировки [14,§55], [15]. Разме-
ры фокального пятна являются свойством сходящейся

волны и не зависят от оптической системы, которая

эту сходящуюся волну образовала. В случае суперлинзы

сходящаяся волна находится вне слоя с отрицательным

преломлением, и кажется разумным, что она должна

фокусироваться в область обычных, конечных размеров

порядка длины волны. Однако авторы упомянутых работ

по суперлинзам настолько увлечены перспективами, что

не обсуждают противоречие сингулярной фокусировки с

хорошо установленными фундаментальными следствия-

ми теории Максвелла.

Чтобы разобраться в деталях этой запутанной пробле-

мы, в работе [16] в строгой формулировке была рассмот-

рена задача распространения электромагнитной (ЭМ)
волны, излученной элементарным источником электри-

ческого тока, расположенным в воздухе (или вакууме),
и направленным параллельно границе слоя. Кроме того,

был рассмотрен частный случай источника рядом с

полупространством, заполненным материалом с отри-

цательным показателем преломления [17]. Применялся

строгий подход, восходящий к Зоммерфельду [18,19],
при котором для лучшей сходимости интегралов вво-

дилось малое поглощение в среде линзы. В последнее

время произошло существенное развитие понимания

методов теории распространения и возбуждения элек-

тромагнитных волн в слоистых средах в работах [20,21].
Теория работ [20,21] во многом перекликается с извест-

ными классическими работами о дипольном излучении

в многослойной геометрии [22,23], отличаясь более

подробным изложением вопросов правильного выбора

аналитических ветвей многозначных функций, возника-

ющих в задаче. В связи с этим возникла идея проверить

результаты работы [16] и решить задачу фокусировки

линзой Веселаго без поглощения, так как именно с

поглощением в материале связывалось некоторыми ис-

следователями неудача в достижении суперразрешения.

Ниже теория работ [20,21] применяется для анализа

фокусировки линзой Веселаго и подобными многоп-

леночными устройствами в отсутствие поглощения в

материале линзы и в окружающей ее среде.

Постановка задачи

Рассмотрим линзу Веселаго (рис. 1). Пусть диэлек-

трическая и магнитная проницаемости линзы (пластины
с отрицательным преломлением) на рассматриваемой

циклической частоте ω точно равны соответственно
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Рис. 1. Фокусировка плоским слоем материала с отрица-

тельным преломлением волны от элементарного источника

тока S. Для наглядности показано преломление волн в лучевом

приближении. Показано разделение пространства на два слоя

и два полупространства.

ε2 = (−1)ε0 и µ2 = (−1)µ0, где ε0 и µ0 — диэлек-

трическая и магнитные проницаемости вакуума. Пусть

элементарный источник тока (диполь) S расположен на

расстоянии d от линзы, причем d приравняем половине

толщины линзы (рис. 1), чтобы в лучевом прибли-

жении поле, излученное источником, фокусировалось

в симметричной точке фокуса F. Система координат

показана на рисунке. Пусть элементарный источник

тока S направлен по оси X и определяется плотностью

стороннего тока

J (x , y, z ) = exδ (x) δ (y) δ (z − z d) ,

где z d = 3d, δ(x) — дельта-функция Дирака. Везде в

данной работе предполагается комплексное представле-

ние e−iωt .

Введем нумерацию однородных областей, на которые

можно разбить задачу. Пусть левое полупространство

с номером j = 1 имеет диэлектрическую и магнитную

проницаемости вакуума ε1 = ε0, µ1 = µ0, слой j = 2

толщины 2d с отрицательным преломлением имеет

постоянные ε2 = (−1)ε0 и µ2 = (−1)µ0, слой j = 3 тол-

щиной d имеет проницаемости вакуума ε3 = ε0, µ3 = µ0
и, наконец, правое полупространство j = 4 имеет прони-

цаемости вакуума ε4 = ε0, µ4 = µ0 . Координаты границ

слоев z j по оси Z равны соответственно z 1 = 0, z 2 = 2d
и z 3 = 3d . Целью работы будет нахождение распределе-

ния электрического поля в окрестности фокуса F. Задача

сформулирована так, что мы рассматриваем излучение

элементарного источника тока, расположенного на гра-

нице плоскослоистой структуры, состоящей из двух пле-

нок, и направленного параллельно границе структуры

(слой вакуума, отделяющего диполь от линзы, и сам

слой линзы). Такая формулировка позволяет практиче-

ски без изменений применить методы работ [20,21] (ис-
точник на границе или внутри одной из пленок слоистой

структуры) для нахождения фокального распределения.

Имея в виду дальнейшее обобщение на более широкий

класс задач, кратко опишем эти методы для общей

задачи с любым конечным числом пленок, а затем

вернемся к нашей частной задаче о линзе Веселаго.

Излучение элементарного излучателя,
расположенного внутри произвольной
плоскослоистой структуры

Пусть общее число пленок равно N f , толщина m-й

пленки равна dm и полная толщина слоистой структуры

равна dtot =
N f
∑

m=1

dm. Общее число границ между плен-

ками обозначим как N = N f + 1. Пронумеруем области

пространства j = 1, . . . , (N + 1) (на рис. 2 показана для

примера задача с тремя пленками, для которой N = 4,

N f = 3). Предположим, что пленки имеют абсолютные

комплексные диэлектрические и магнитные проницаемо-

сти, равные ε j и µ j на рассматриваемой частоте ω, а

перед слоистой структурой и за ней находятся однород-

ные полупространства с проницаемостями ε1, µ1 и εN+1,

µN+1 (свободное пространство). Обозначим также через

j = 1 j = 2 j = 3 j = 5

Z

O

X

j = 4

z d d d4 1 2 3= + +z d d3 1 2= +z d2 1=z1 = 0

Рис. 2. Геометрия плоскослоистой структуры, состоящей из

трех пленок.
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z j координаты N границ пленок по оси Z следующим

образом:

z 1 = 0, z j =

j−1
∑

m=1

dm, j = 2, . . . , N.

Уравнения Максвелла для полей в области с номе-

ром j можно записать в следующем виде:

rotE j = iωB j, (1)

rotB j = µ j(−iωε jE j + J j), (2)

где E j , B j и J j — векторы напряженности электри-

ческого поля, индукции магнитного поля и плотности

стороннего (известного) тока в области с номером j
(если источник тока отсутствует в области j , то J j = 0).
Решая уравнения Максвелла в каждой области с

учетом граничных условий, найдем электромагнитное

поле во всех областях. Рассмотрим сначала следующую

вспомогательную задачу.

Распространение электромагнитной
волны в слое, свободном от сторонних
токов

Пусть в области с номером j нет сторонних токов

между границами z j−1 и z j (рис. 3). Диэлектрическая и

Z

zjzj –1

j

Рис. 3. Пленка с номером j , расположенная между границами

z j−1 и z j .

магнитная проницаемости среды в этой пленке равны ε j

и µ j соответственно. Из уравнений (1) и (2) получаем

уравнение для напряженности электрического поля

rot rotE j − ω2ε jµ jE j = 0 (3)

и такое же уравнение для индукции B j . В рассматрива-

емой области divE j = 0 и divB j = 0, тогда, вводя опе-

ратор Лапласа 1 = ∂2xx + ∂2yy + ∂2z z и учитывая векторное

тождество rot rotF = grad divF− 1F, из (3) получим

1E j + ω2ε jµ jE j = 0 (4)

и такое же уравнение для B j .

Подставим в полученные выше уравнения компоненты

полей в виде фурье-разложений. Например, представле-

ние для x -компоненты напряженности электрического

поля представим в виде

E j,x (x , y, z ) = (2π)−2

+∞
∫

−∞

+∞
∫

−∞

Ẽ j,x(ξ, η, z )ei(ξx+ηy)dξ dη,

где фурье-образ определяется выражением

Ẽ j,x(ξ, η, z ) =

+∞
∫

−∞

+∞
∫

−∞

E j,x (x , y, z )e−i(ξx+ηy)dx dy.

Для остальных компонент будем использовать аналогич-

ные представления и соответствующие символы. Пере-

ходя к фурье-образам, получаем из (4) три уравнения:

d2E j,x

dz 2
+ γ2

j Ẽ j,x = 0,
d2E j,y

dz 2
+ γ2

j Ẽ j,y = 0,

d2E j,z

dz 2
+ γ2

j Ẽ j,z = 0, (5)

где γ j =
√

k j − ξ2 − η2, k j = ω
√
µ jε j .

Общие решения уравнений (5) для направлений рас-

пространения волн вдоль
”
+“ и против

”
−“ оси Z можно

записать в виде

E±

j (x , y, z ) =
1

(2π)2

+∞
∫

−∞

+∞
∫

−∞









Ê±

j,x

Ê±

j,y

Ê±

j,z









e±iγ j z ei(ξx+ηy)dξ dη

или, учитывая равенство divE j = 0 и, следовательно,

ξ Ê±

j,x + ηÊ±

j,y ± γ j Ê
±

j,z = 0, в виде

E±

j (x , y, z ) =
1

(2π)2

+∞
∫

−∞

+∞
∫

−∞









1 0

0 1

∓ξ/γ j ∓η/γ j









×





Ê±

j,x

Ê±

j,y



 e±iγ j z ei(ξx+ηy)dξ dη. (6)
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Поэтому общие решения уравнений (5) в области

[z j−1, z j ] можно записать в виде

E j(x , y, z ) =
1

(2π)2

+∞
∫

−∞

+∞
∫

−∞









1 0

0 1

−ξ/γ j −η/γ j













Ê+
j,x

Ê+
j,y





× eiγ j (z−z j−1)ei(ξx+ηy)dξ dη

+
1

(2π)2

+∞
∫

−∞

+∞
∫

−∞









1 0

0 1

ξ/γ j η/γ j













Ê−

j,x

Ê−

j,y





× e−iγ j (z−z j)ei(ξx+ηy)dξ dη.
(7)

Обратим внимание на отличие в форме записи (6) и

(7). Формально эти уравнения переходят одно в другое,

они описывают волны, распространяющиеся в противо-

положных направлениях по оси Z. Однако формулы со-

держат функции γ j =
√

k2
j − ξ2 − η2. Для однозначного

определения вида записи решений необходимо однознач-

но выбрать аналитическую ветвь функции комплексного

переменного γ j(λ), где λ2 = ξ2 + η2.

Как правило, для обычных сред без поглощения

используют [24] ветвь

γ j(λ) =











√

k2
j − λ2, λ2 ≤ k2

j ,

i
√

λ2 − k2
j , λ2 ≥ k2

j .
(8)

Если взять вместо (8) другую аналитическую ветвь с

отрицательной мнимой зависимостью, то волны с боль-

шими λ будут экспоненциально возрастать с ростом z
при удалении от источников полей. Это противоречит

принципу причинности, так как произойдет переход от

запаздывающих к опережающим решениям уравнений

Максвелла.

Более строго, в случае поглощающей среды су-

ществуют две точки ветвления функции γ j(λ): точ-

ка k j,1 = ω
√

|ε j ||µ j | exp(i(arg(ε j) + arg (µ j))/2) и точ-

ка k j,2 = eiπk j,1. Аналитическую ветвь функции γ j(λ),
пригодную, в том числе, для описания материалов с

отрицательным преломлением [16] и переходящую в (8)
для обычной непоглощающей среды, можно определить

как

γ j(λ) =
√

|k j,1 − λ| exp
(

i arg (k j,1 − λ)

2

)

×
√

|k j,2 − λ| exp
(

i arg (λ − k j,2)

2

)

, (9)

где функции |ξ | и arg(ξ) есть модуль и аргумент ком-

плексной переменной ξ .

Здесь особо хотелось бы подчеркнуть, что аналити-

ческая ветвь (9) функции γ j(λ) переходит для обычных

материалов в пределе нулевого поглощения в аналити-

ческую ветвь (8). Переход к отрицательно преломляю-

щим материалам можно представить себе происходящим

бесконечно малыми изменениями диэлектрической и

магнитной проницаемостей, при которых решение будет

выражаться через ту же аналитическую ветвь (9). Мож-

но назвать это принципом соответствия между положи-

тельно и отрицательно преломляющими материалами.

В представлении полей (7) при любых z и правильном

выборе аналитической ветви (9) будет обеспечена сходи-

мость интегралов. При этом не будут возникать нефизи-

ческие гармоники, экспоненциально усиливающиеся при

больших значениях ξ и η.

Из уравнения rotE j = iωB j , учитывая равенство

Ê±

j,z = ∓ξ Ê±

j,x/γ j ∓ ηÊ±

j,y/γ j (из divE = 0), общее реше-

ние для магнитного поля в рассматриваемой области с

номером j (в пленке с номером j − 1) можно записать

в виде

B j(x , y, z ) =

=
1

(2π)2

+∞
∫

−∞

+∞
∫

−∞









−ξη/ωγ j −(γ2
j + η2)/ωγ j

(γ2
j + ξ2)/ωγ j ξη/ωγ j

−η/ω ξ/ω









×
(

Ê+
j,x

Ê+
j,y

)

eiγ j (z−z j−1)ei(ξx+ηy)dξ dη

+
1

(2π)2

+∞
∫

−∞

+∞
∫

−∞









ξη/ωγ j (γ2
j + η2)/ωγ j

−(γ2
j + ξ2)/ωγ j −ξη/ωγ j

−η/ω ξ/ω









×





Ê−

j,x

Ê−

j,y



 e−iγ j (z−z j)ei(ξx+ηy)dξ dη.

(10)

Вводя вектор-столбец Ê j = (Ê+
j,x ; Ê

+
j,y ; Ê

−

j,x ; Ê
−

j,y)
T , из

(7) и (10) выразим тангенциальные составляющие

фурье-образов полей на границах области j в следую-

щем матричном виде:















Ẽ j,x

Ẽ j,y

B̃ j,x/µ j

B̃ j,y/µ j















∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

z=z j−1

=

(

I eiγ j d j−1I

G j −eiγ j d j−1G j

)

Ê j, (11)















Ẽ j,x

Ẽ j,y

B̃ j,x/µ j

B̃ j,y/µ j















∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

z=z j

=

(

eiγ j d j−1I I

eiγ j d j−1G j −G j

)

Ê j, (12)
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где d j−1 = z j − z j−1, I — единичная матрица 2× 2, а

матрица G j представима в виде

G j =













− ξη

ωµ jγ j
−
γ2

j + η2

ωµ jγ j

γ2
j + ξ2

ωµ jγ j

ξη

ωµ jγ j













. (13)

Распространение
электромагнитной волны
в многослойной структуре, свободной
от сторонних токов

Рассмотрим теперь многослойную структуру, внут-

ри которой нет сторонних токов. Рассмотрим границу

z = z j между областями с номерами j и j + 1. Условия

непрерывности тангенциальных компонент напряжен-

ностей электрического поля и индукции магнитного

поля на этой границе могут быть записаны в ви-

де

E j,x(x , y, z ) − E j+1,x(x , y, z ) = 0,

E j,y (x , y, z j) − E j+1,y(x , y, z j) = 0,

B j,x(x , y, z j)/µ j − B j+1,x(x , y, z j)/µ j+1 = 0,

B j,y(x , y, z j)/µ j − B j+1,y(x , y, z j)/µ j+1 = 0,

где электрические и магнитные поля в области j + 1

выражаются формулами (7) и (10), в которых про-

изведена замена индексов j → j + 1. Так как уравне-

ния Максвелла — линейные уравнения, то гранич-

ные условия должны выполняться для каждого чле-

на фурье-разложения, из которых с помощью (11)

и (12) получим матричное уравнение на границе

z = z j





eiγ j d j−1I I

eiγ j d j−1G j −G j



 Ê j =





I eiγ j+1d j I

G j+1 −eiγ j+1d jG j+1



 Ê j+1,

(14)

где d j−1 = z j − z j−1, d j = z j+1 − z j .

Уравнение (14) можно записать для j = 2, . . .

. . . , (N − 1), где (N + 1) — общее число областей, N —

число границ, т. е. для всех границ, исключая первую

( j = 1) и последнюю ( j = N) границы. То есть исключая

границу z 1 = 0 и z N = dtot =
N−1
∑

m=1

dm, где dtot — общая

толщина слоистой структуры (сумма толщин пленок,

составляющих рассматриваемую структуру).

Общее решение для электрического и магнитного

полей в области j = 1, т. е. в интервале (−∞, z ], где

z 1 = 0, запишем в виде

E1(x , y, z ) =
1

(2π)2

+∞
∫

−∞

+∞
∫

−∞











1 0

0 1

−ξ/γ1 −η/γ1











×





Ê+
1,x

Ê+
1,y



 eiγ1z ei(ξx+ηy)dξ dη

+
1

(2π)2

+∞
∫

−∞

+∞
∫

−∞











1 0

0 1

ξ/γ1 η/γ1











×







Ê−

1,x

Ê−

1,y






e−iγ1z ei(ξx+ηy)dξ dη, (15)

B1(x , y, z ) =

=
1

(2π)2

+∞
∫

−∞

+∞
∫

−∞











−ξη/ωγ1 −(γ2
1 + η2)/ωγ1

(γ2
1 + ξ2)/ωγ1 ξη/ωγ1

−η/ω ξ/ω











×





Ê+
1,x

Ê+
1,y



 eiγ1z ei(ξx+ηy)dξ dη

+
1

(2π)2

+∞
∫

−∞

+∞
∫

−∞











ξη/ωγ1 (γ2
1 + η2)/ωγ1

−(γ2
1 + ξ2)/ωγ1 −ξη/ωγ1

−η/ω ξ/ω











×







Ê−

1,x

Ê−

1,y






e−iγ1z ei(ξx+ηy)dξ dη.

(16)

Тогда граничные условия на границе z 1 = 0 можно

записать в виде

(

I I

G1 −G1

)

Ê1 =

(

I eiγ2d1I

G2 −eiγ2d1G2

)

Ê2. (17)

Аналогично общее решение для электрического и

магнитного полей в области j = N + 1, т. е. в интервале
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[z N, +∞), запишем в виде

EN+1(x , y, z ) =
1

(2π)2

+∞
∫

−∞

+∞
∫

−∞











1 0

0 1

−ξ/γN+1 −η/γN+1











×





Ê+
N+1,x

Ê+
N+1,y



 eiγN+1(z−z N)ei(ξx+ηy)dξ dη

+
1

(2π)2

+∞
∫

−∞

+∞
∫

−∞











1 0

0 1

ξ/γN+1 η/γN+1











×







Ê−

N+1,x

Ê−

N+1,y






e−iγN+1(z−z N)ei(ξx+ηy)dξ dη,

(18)

BN+1(x , y, z ) =

=
1

(2π)2

+∞
∫

−∞

+∞
∫

−∞











−ξη/ωγN+1 −(γ2
N+1+η2)/ωγN+1

(γ2
N+1 + ξ2)/ωγN+1 ξη/ωγN+1

−η/ω ξ/ω











×





Ê+
N+1,x

Ê+
N+1,y



 eiγN+1(z−z N)ei(ξx+ηy)dξ dη

+
1

(2π)2

+∞
∫

−∞

+∞
∫

−∞











ξη/ωγN+1 (γ2
N+1+η2)/ωγN+1

−(γ2
N+1+ξ2)/ωγN+1 −ξη/ωγN+1

−η/ω ξ/ω











×







Ê−

N+1,x

Ê−

N+1,y






e−iγN+1(z−z N)ei(ξx+ηy)dξ dη.

(19)

Тогда граничные условия на границе z N можно запи-

сать в виде





eiγN dN−1I I

eiγN dN−1GN −GN



 ÊN =





I I

GN+1 −GN+1



 ÊN+1.

(20)

Граничные условия (14), (17) и (20) позволяют связать

векторы-столбцы напряженности электрического поля в

первой и последней областях задачи (т. е. в полупро-

странствах вне плоскослоистой структуры):

Ê1 =

(

I I

G1 −G1

)−1

×
(

I eiγ2d1I

G2 −eiγ2d1G2

)

×
(

eiγ2d1I I

eiγ2d1G2 −G2

)−1

× . . . ×
(

I eiγN dN−1I

GN −eiγN dN−1GN

)

×
(

eiγN dN−1I I

eiγN dN−1GN −GN

)−1

×
(

I I

GN+1 −GN+1

)

ÊN+1.

Или

Ê1 = M× ÊN+1. (21)

Матрица M имеет вид M = T1 ×
(

∏N
m=2 Tm

)

× TN+1, где

T1 =

(

I I

G1 −G1

)−1

,

Tm =

(

I eiγmdm−1I

Gm −eiγmdm−1Gm

)(

eiγmdm−1I I

eiγmdm−1Gm −Gm

)−1

,

TN+1 =

(

I I

GN+1 −GN+1

)

.

Если нам известна, например, падающая на плоско-

слоистую структуру волна, а значит, известны компо-

ненты Ê+
1,x и Ê+

1,y вектора-столбца Ê1,y , то из уравнения

(21) можно найти компоненты Ê−

1,x и Ê−

1,y и отраженную

волну по формулам (15), (16), а также компоненты

Ê+
N+1,x и Ê+

N+1,y вектора-столбца ÊN+1 и прошедшую вол-

ну по формулам (18), (19). Подробности решения подоб-

ных задач, в которых рассматриваются пространственно

ограниченные падающие на плоскослоистую структуру

пучки, можно найти, например, в работах [25–27].

Распространение электромагнитной
волны в многослойной структуре от
элементарного источника тока

Пусть имеется точечный излучатель, расположенный

в точке (0, 0, z d) в области с номером s (рис. 4). Пусть

этот излучатель определяется плотностью стороннего

тока

J(x , y, z ) = (nxex + nyey + nzez )δ(x)δ(y)δ(z − z d),

где nx , ny , nz — направляющие косинусы вектора тока

вдоль осей координат, δ(x) — дельта-функция Дирака.

Тогда фурье-образы составляющих этого тока определят-

ся следующими выражениями:

J̃s ,x(ξ, η, z ) = nxδ(z − z d), J̃s ,y(ξ, η, z ) = nyδ(z − z d),

J̃(ξ, η, z ) = nz δ(z − z d).
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Z

zszs –1

s

Dz

zd

Рис. 4. Точечный излучатель, расположенный в точке

(0, 0, z d) в области с номером s .

Пусть этот элементарный источник тока находится в

бесконечно тонком слое (z d − 1z/2, z d + 1z/2). Тогда
уравнения Максвелла (1) и (2) для фурье-образов полей

при 1z → 0 можно записать в виде



















iηẼs ,z − 1Ẽs,y

1z = iωB̃ s ,x ,

1Ẽs,x

1z − iξ Ẽs ,z = iωB̃ s ,y ,

iξ Ẽs ,y − iηẼs ,x = iωB̃ s ,z .

(22)



















iηB̃ s ,z − 1B j,y

1z = µs (−iωεs Ẽs ,x + nxδ(z − z d)),

1B̃ s,x

1z − iξ B̃ s ,z = µs(−iωεs Ẽs ,y + nyδ(z − z d)),

iξ B̃ s ,y − iηB̃ s ,x = µs(−iωεs Ẽs ,z + nz δ(z − z d)).

(23)

Так как z -компоненты величин из уравнений (22)

и (23) можно выразить через x - и y -компоненты по

формулам

B̃ s ,z =
ξ

ω
Ẽs ,y −

η

ω
Ẽs ,x ,

Ẽs ,z = − ξ

ωεsµs
B̃ s ,y +

η

ωεsµs
B̃ s ,x +

1

iωεs
J̃s ,z ,

то для x - и y -компонент напряженности электрического

поля и индукции магнитного поля получим















































































































1Ẽs ,x =

(

iξη
ωεsµs

B̃ s ,x + i

(

ω − ξ2

ωεsµs

)

B̃ s ,y

+ ξ

ωεs
nz δ(z − z d)

)

1z ,

1Ẽs ,y =

(

i

(

η2

ωεsµs
− ω

)

B̃ s ,x − iξη
ωεsµs

B̃ s ,y

+ η
ωεs

nz δ(z − z d)

)

1z ,

1B̃ s,x

µs
=

(

− iξη
ωµs

Ẽs ,x + i

(

ξ2

ωµs
− ωεs

)

Ẽs ,y

+ nyδ(z − z d)

)

1z ,

1B̃ s,y

µs
=

(

i

(

ωεs − η2

ωµs

)

Ẽs ,x + iξη
ωµs

Ẽs ,y

− nxδ(z − z d)

)

1z .

Тогда в пределе 1z → 0 скачок тангенциальных ком-

понент напряженности и индукции при переходе через

бесконечно тонкий слой с током равен















Ẽs ,x

Ẽs ,y

B̃ s ,x/µs

B̃ s ,y/µs















∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

z=z d+0

−















Ẽs ,x

Ẽs ,y

B̃ s ,x/µs

B̃ s ,y/µs















∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

z=z d−0

=















nz ξ/ωεs

nzη/ωεs

ny

−nx















.

(24)
Особо отметим, что скачок напряженности электриче-

ского поля при переходе через рассматриваемый бес-

конечно тонкий слой (1z → 0), вообще говоря, зависит

от диэлектрической проницаемости εs среды, в которой

расположен рассматриваемый источник тока. Но излу-

чение источников, у которых есть только составляющие

тока вдоль границы, не зависит в явном виде от диэлек-

трических свойств среды, в которой они расположены.

Выразим теперь левую часть граничного условия (24)
через векторы-столбцы Ê1 и ÊN+1 полупространств вне

плоскослоистой структуры. Для этого разобьем область

с номером s на две области и обозначим их индексами

l и r (левая и правая, если смотреть на рис. 4). Введем
векторы-столбцы Êl и Êr в этих областях. Тогда (24),
учитывая (11) и (12), можно записать в виде

(

I eiγs (z s−z d)I

Gs −eiγs (z s−z d)Gs

)

Êr

−
(

eiγs (z d−z s−1)I I

eiγs (z d−z s−1)Gs −Gs

)

Êl = V,

(25)

где V = (nz ξ/ωε0; nzη/ωεs ; ny ;−nx)
T . Кроме того, из (21)

следует, что

Ê1 = QLÊl, (26)
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где

QL =

(

I I

G1 −G1

)−1

×
(

I eiγ2d1I

G2 −eiγ2d1G2

)

×
(

eiγ2d1I I

eiγd d1G2 −G2

)−1

× . . . ×
(

I eiγs−1ds−2I

Gs−1 −eiγs−1ds−2Gs−1

)

×
(

eiγs−1ds−2I I

eiγs−1ds−2Gs−1 −Gs−1

)−1

×
(

I eiγs (z d−z s−1)I

Gs −eiγs (z d−z s−1)Gs

)

,

а также

Êr = QRÊN+1, (27)

где

QR =

(

eiγs (z s−z d)I I

eiγs (z s−z d)Gs −Gs

)−1

×
(

I eiγs+1ds I

Gs+1 −eiγs+1dsGs+1

)

×
(

eiγs+1ds I I

eiγs+1dsGs+1 −Gs+1

)−1

× . . . ×
(

I eiγN dN−1I

GN −eiγNdN−1GN

)

×
(

eiγN dN−1I I

eiγN dN−1GN −GN

)−1

×
(

I I

GN+1 −GN+1

)

.

Подставляя (26), (27) в (25) и затем полученные

выражения в (24), получаем

HR × ÊN+1 = HL × Ê1 + V, (28)

где V — вектор-столбец, характеризующий возбужда-

ющее воздействие стороннего элементарного тока на

систему, а матрицы HR и HL характеризуют отклик

на внешнее возбуждение слоистой структуры справа и

слева от излучателя и выражаются следующим образом:

HR =

(

I eiγs (z s−z d)I

Gs −eiγs (z s−z d)Gs

)

QR

= TR ×
( N
∏

m=s+1

Tm

)

× TN+1,

HL =

(

eiγs (z d−z s−1)I I

eiγs (z d−z s−1)Gs −Gs

)

(QL)
−1

=

(

T1 ×
(s−1
∏

m=2

Tm

)

× TL

)−1

,

где матрицы Tm при m 6= s выражаются формулой

Tm =

(

I eiγmdm−1I

Gm −eiγmdm−1Gm

)(

eiγmdm−1I I

eiγmdm−1Gm −Gm

)−1

,

а матрицы TL и TR — формулами

TL =

(

I eiγs (z d−z s−1)I

Gs −eiγs (z d−z s−1)Gs

)(

eiγs (z d−z s−1)I I

eiγs (z d−z s−1)Gs −Gs

)−1

,

TR =

(

I eiγs (z s−z d)I

Gs −eiγs (z s−z d)Gs

)(

eiγs (z s−z d)I I

eiγs (z s−z d)Gs −Gs

)−1

.

В вышеприведенных формулах матрицы Gs выражаются

по формулам (13).

В рассматриваемой задаче источники полей находятся

внутри плоскослоистой структуры. Поэтому в столбцах

Ê1 и ÊN+1, есть только компоненты волн, идущие от

плоскослоистой структуры. Поэтому эти столбцы имеют

вид

Ê1 = (0; 0; Ê−

1,x ; Ê
−

1,y)
T , ÊN+1 = (Ê+

N+1,x ; Ê
+
N+1,y ; 0; 0)

T .

Чтобы получить оставшиеся отличные от нуля компо-

ненты Ê1 и ÊN+1 разобьем матрицы HR и HL каждую на

четыре подматрицы 2× 2 следующим образом:

HR =

(

HRA HRB

HRC HRD

)

, HL =

(

HLA HLB

HLC HLD

)

.

Тогда уравнение (28) примет вид

(

HRA HRB

HRC HRD

)

×











Ê+
N+1,x

Ê+
N+1,y

0

0











=

(

HLA HLB

HLC HLD

)

×











0

0

Ê−

1,x

Ê−

1,y











+ V.

(29)
Если еще разбить вектор V = (V1;V2;V3;V4)

T на

VA = (V1,V2)
T и VB = (V3,V4)

T , то уравнение (29) мож-

но представить следующей системой из двух матричных

уравнений:

HRA

(

Ê+
N+1,x

Ê+
N+1,y

)

= HLB

(

Ê−

1,x

Ê−

1,y

)

+ VA,

HRC

(

Ê+
N+1,x

Ê+
N+1,y

)

= HLD

(

Ê−

1,x

Ê−

1,y

)

+ VB .

Полученные уравнения можно снова объединить в одно

матричное уравнение 4× 4:

(

−HLB HRA

−HLD HRC

)

Êout = V, (30)

где введен вектор-столбец

Êout = (Ê−

1,x ; Ê
−

1,y ; Ê
+
N+1,x ; Ê

+
N+1,y)

T .

Решая это уравнение, найдем Ê−

1,x , Ê−

1,y и Ê+
N+1,x ,

Ê+
N+1,y , а значит, волну, уходящую из плоскослоистой
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структуры влево (в направлении z → +∞), по форму-

лам

E1(x , y, z ) =
1

(2π)2

+∞
∫

−∞

+∞
∫

−∞









1 0

0 1

ξ/γ1 η/γ1









×





Ê−

1,x

Ê−

1,y



 e−iγ1z ei(ξx+ηy)dξ dη, (31)

B1(x , y, z ) =

=
1

(2π)2

+∞
∫

−∞

+∞
∫

−∞









ξη/ωγ1 (γ2
1 + η2)/ωγ1

−(γ2
1 + ξ2)/ωγ1 −ξη/ωγ1

−η/ω ξ/ω









×
(

Ê−

1,x

Ê−

1,y

)

e−iγ1z ei(ξx+ηy)dξ dη

(32)
и волну, уходящую вправо от плоскослоистой структуры

(в направлении z → +∞), по формулам

EN+1(x , y, z ) =
1

(2π)2

+∞
∫

−∞

+∞
∫

−∞









1 0

0 1

−ξ/γN+1 −η/γN+1









×





Ê+
N+1,x

Ê+
N+1,y



 eiγN+1(z−z N)ei(ξx+ηy)dξ dη,

(33)
BN+1(x , y, z ) =

=
1

(2π)2

+∞
∫

−∞

+∞
∫

−∞









−ξη/ωγN+1 −(γ2
N+1+η2)/ωγN+1

(γ2
N+1+ξ2)/ωγN+1 ξη/ωγN+1

−η/ω ξ/ω









×
(

Ê+
N+1,x

Ê+
N+1,y

)

eiγN+1(z−z N)ei(ξx+ηy)dξ dη.

(34)
Наконец, при необходимости, зная Ê1 и ÊN+1, мож-

но найти векторы-столбцы поля в любой внутренней

области Ê j , так как они однозначно определяются

граничными условиями. После этого электромагнитные

поля в любой из этих областей могут быть найдены по

формулам (7) и (10). Таким образом, электромагнитные

поля будут определены во всем пространстве.

Распределение электрического поля
в фокусе линзы Веселаго

Рассмотрим теперь задачу фокусировки излучения от

элементарного единичного источника, расположенного

на расстоянии d от линзы Веселаго в свободном полу-

пространстве j = 4 (рис. 1) в фокусе линзы. Поляриза-

ция источника — вдоль оси X (nx = 1, ny = 0, nz = 0).
Толщина линзы равна 2d . Тогда N = 3, z d = z 3 = 3d,
HR = T4, HL = (T1 × T2 × T3)

−1 и уравнение (28) при-

мет вид

T4 × Ê4 = (T1 × T2 × T3)
−1 × Ê1 + V, (35)

где матрицы с учетом толщин слоев выражаются следу-

ющими формулами:

T1 =

(

I I

G1 −G1

)−1

,

T2 =

(

I ei2γ2dI

G2 −e−i2γ2dG2

)(

ei2γ2dI I

ei2γ2dG2 −G2

)−1

,

T3 =

(

I eiγ3dI

G3 −eiγ3dG3

)(

eiγ3dI I

eiγ3dG3 −G3

)−1

,

T4 =

(

I I

G4 −G4

)

,

а вектор-столбец стороннего тока равен

V = (0; 0; 0;−1)T .

Учитывая, что (T1 × T2 × T3)
−1 = T−1

3 × T−1
2 × T−1

1 ,

получим

HL = (T1 × T2 × T3) = T−1
3 × T−1

2 × T−1
1

=

(

eiγ3dI I

eiγ3dG3 −G3

)(

I eiγ3dI

G3 −eiγ3dG3

)−1

×
(

ei2γ2dI I

ei2γ2dG2 −G2

)(

I ei2γ2dI

G2 −ei2γ2dG2

)−1

×
(

I I

G1 −G1

)

.

Если ввести вектор-столбец

Êout = (Ê−

1,x ; Ê
−

1,y ; Ê
+
1,x ; Ê

+
1,y )

T , уравнение (30) для данной

задачи примет вид

(

−HLB I

−HLD G4

)

× Êout = V. (36)

Решая линейное уравнение (36), найдем Ê−

1,x , Ê−

1,y и Ê+
4,x ,

Ê+
4,y , и по Ê−

1,x и Ê−

1,y найдем поля в полупространстве

j = 1 по формулам (31), (32).
Рассмотрим составляющую

E1,x (x , y, z ) = (2π)−2

+∞
∫

−∞

+∞
∫

−∞

Ê−

1,x e−iγ1z ei(ξx+ηy)dξdη.

Как было показано в работе [20], при переходе к

полярным координатам (λ, ϑ) в плоскости (ξ, η) по
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формулам ξ = λ cos ϑ , η = λ sinϑ и к полярным коорди-

натам ρ, ϕ в плоскости (x , y) по формулам x = ρ cosϕ,

y = ρ sinϕ, фурье-образ составляющей напряженности

поля Ê−

1,x (ξ, η) (это следует из симметрии задачи) можно

представить в виде

Ê1,x (ξ, η) = Q(λ) + S(λ) sin2 ϑ,

где

λ =
√

ξ2 + η2, ϑ = arctg(ξ, η).

Тогда

E1,x (ρ, ϕ, z ) =
1

(2π)2

+∞
∫

0

(

2π
∫

0

(Q(γ) + S(γ) sin2 ϑ)

× e−iγ1z eiρλ cos(ϕ−ϑ)dϑ

)

λdλ

=
1

(2π)2

+∞
∫

0

(Q(γ) + S(γ))λe−iγ1z

(

2π
∫

0

eiρλ cos(ϕ−ϑ)dϑ

)

dλ

− 1

(2π)2

+∞
∫

0

S(γ)λe−iγ1z

(

2π
∫

0

cos2 ϑeiρλ cos(ϕ−ϑ)dϑ

)

dλ.

Учитывая интегральное представление функций Бес-

селя:

Jn(ρλ) = i−n(2π)−1

2π
∫

0

eiϕλ cos θeinθdθ,

нетрудно получить следующие представления интегра-

лов в скобках:

2π
∫

0

eiρλ cos(ϕ−ϑ)dϑ = 2πJ0(ρλ) и

2π
∫

0

eiρλ cos(ϕ−ϑ) cos2 ϑdϑ = π(J0(ρλ) − J2(ρλ) cos 2ϕ).

Тогда выражение для E1,x примет вид

E1,x (ρ, ϕ, z ) =
1

4π

+∞
∫

0

(2Q(γ) + S(γ))λe−iγ1z J0(ρλ)dλ

+
cos 2ϕ

4π

+∞
∫

0

S(γ)λJ2(ρλ)e
−iγ1z dλ.

Или

E1,x(x , y, z ) =
1

4π

+∞
∫

0

(2Q(γ) + S(γ))λe−iγ1z

× J0(λ
√

x2 + y2)dλ +
cos(2arctg(y/x))

4π

×
+∞
∫

0

S(γ)λJ2(λ
√

x2 + y2)e−iγ1z dλ. (37)

Численно интеграл (37) вычислялся следующим об-

разом. Достаточно большой интервал интегрирования

по параметру λ разбивался на достаточно большое

число точек λp. В каждой из этих точек вычисля-

лись Q(λp) и S(λp) по формулам Q(λp) = Ê−

1,x (λp, 0)

и S(λp) = Ê−

1,x(0, λp) − Q(λp), причем Ê−

1,x (λp, 0) и

Ê−

1,x(0, λp) вычислялись из решения уравнения (36).
По полученным значениям функций находились сплайн-

аппроксимации, которые подставлялись в одномерный

интеграл (37). С вычислительной точки зрения такое од-

номерное интегрирование гораздо выгоднее двумерного

по (ξ, η). Отметим, что в пределе нулевого поглощения

в материале с отрицательным преломлением ( j = 2)
аналитическая ветвь (9) переходит в функцию

γ2(λ) =











−
√

k2
2 − λ2, |λ| ≤ |k2|,

i
√

λ2 − k2
2, |λ| > |k2|,

где k2 = ω
√

|ε1||µ2| exp(i(arg(ε2) + arg(µ2))/2) =
= −ω

√
ε0µ0 = −ω/c .

В принципе аналогично можно вычислить y - и z -
компоненты напряженности электрического поля в по-

лупространстве j = 1. Однако для исследования фокаль-

ного распределения достаточно рассматривать только

|E1,x |, так как в самом фокусе существует лишь x -
компонента напряженности электрического поля (источ-
ник тока направлен вдоль оси X). Можно показать,

что при небольших отклонениях точки наблюдения от

фокальной точки F другие компоненты поля малы.

На рис. 5 представлены распределения модуля (ам-
плитуды) напряженности электрического поля |E1,x | в

окрестности точки (xF, yF, z F) = (0, 0,−d) фокуса F.

Расчеты были проведены для характерного размера

задачи d = 50λ0, где λ0 = 633 nm — длина волны в

вакууме. На рис. 5, a представлено распределение ам-

плитуды в E-плоскости (|E1,x (x , 0,−d)| в зависимо-

сти от x/λ0), на рис. 5, b — распределение ампли-

туды в H-плоскости (|E1,x (0, y,−d)| в зависимости от

y/λ0), на рис. 5, .c — распределение амплитуды вдоль

оси Z (|E1,x (0, 0, z )| в зависимости от отклонения

точки наблюдения от фокуса, выраженного в длинах

волн (z − z F/λ0 = (z + d)/λ0)). Оказалось, что ширины

всех представленных распределений (по фиксирован-

ному уровню) близки, и с точностью до множителя
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Рис. 5. Распределения амплитуды напряженности электриче-

ского поля |E1,x | в окрестности фокальной точки F: (a) в E-
плоскости, (b) в H-плоскости, (c) по оси Z линзы.

порядка единицы равны длине волны. Если длину волны

увеличить в κ раз, напряженность поля в максимуме

уменьшится в κ2 раз. Таким образом, кривые на рис. 5,

полученные для λ0 = 633 nm, легко могут быть пересчи-

таны для другой длины волны. Кроме того, оказалось,

что при увеличении d, начиная с d ∼ 10λ0, ширины

распределений и максимальная амплитуда поля в фокусе

меняются слабо (лишь на несколько процентов).

Для сравнения отметим, что аналогичные результаты

для малых поглощений в линзе Веселаго были получены

в работе [28], основанной на теории [29]. Однако из

работы [28] все же не вполне ясно, какую аналитическую

ветвь авторы использовали при расчетах, поскольку на

работу [16] они не ссылаются.

Заключение

Развитая строгая теория линзы с отрицательным пре-

ломлением (линзы Веселаго) подтверждает результаты

работы [16] об отсутствии в фокусе супер- или сверхраз-

решания. Причем в отличие от [16] этот вывод доказан

и для случая идеального отрицательно преломляющего

материала без поглощения. Итак, в фокусе всегда бу-

дет наблюдаться фокальное распределение, с шириной

приблизительно равной длине волны. Этот вывод имеет

важное общетеоретическое значение.
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