
Журнал технической физики, 2021, том 91, вып. 4

05

Расчет остаточных напряжений при коноскопических измерениях

в профилированных монокристаллах сапфира

© С.И. Бахолдин, В.М. Крымов,¶ Ю.Г. Носов

Физико-технический институт им. А.Ф. Иоффе РАН,

194021 Санкт-Петербург, Россия

e-mail: v.krymov@mail.ioffe.ru

Поступило в Редакцию 28 июля 2020 г.

В окончательной редакции 19 октября 2020 г.

Принято к публикации 20 октября 2020 г.

Рассмотрены вопросы измерения остаточных напряжений, которые образуются в профилированных

монокристаллах сапфира при их выращивании из расплава. Разработан алгоритм расчета нормальных

компонент тензора остаточных напряжений по данным оптических измерений остаточных напряжений

методом коноскопии для оптически одноосных кристаллов в форме пластин. Приведены примеры измерения

остаточных напряжений и расчета нормальных компонент для квадратного стержня и базисноограненной

ленты сапфира. Показано, что нормальные напряжения сконцентрированы в основном по периферии пластин

и достигают 25MPa в стержне и 70MPa в ленте.
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Введение

Остаточные напряжения — это напряжения, которые

существуют и уравновешиваются внутри твердого тела

после устранения причин их вызвавших. Это явление ча-

сто встречается в различных металлических, железобе-

тонных и других конструкциях и деталях. Образованию

остаточных напряжений, теории и методам их изучения

посвящено много работ и монографий [1–3]. Разви-

тие электроники вызвало возникновение новой отрасли:

выращивание полупроводниковых, диэлектрических и

других монокристаллов различных веществ. Оказалось,

что при выращивании монокристаллов из расплава в

них также образуются остаточные напряжения, физи-

ческая природа и механизмы образования аналогичны

напряжениям в металлах [4,5]. Остаточные напряжения

в кристаллах относятся к 1 роду (по классификации

Н.Н. Давиденкова), поскольку они
”
уравновешиваются в

пределах областей, размеры которых одного порядка с

размерами тела“ [1]. Механизм образования остаточных

напряжений при выращивании монокристаллов из рас-

плава близок к механизму образования остаточных на-

пряжений в литых деталях при охлаждении отливок [1].
Для кристаллов, выращиваемых со свободной поверх-

ности расплава и не соприкасающихся со стенками

тигля, механизм образования остаточных напряжений

заключается в следующем. Сложный радиационно-кон-

дуктивный характер теплообмена в растущем кристалле

приводит к значительным нелинейностям температур-

ных полей. Они, в свою очередь, вызывают несовмест-

ность температурных деформаций и появление термо-

упругих напряжений. Если эти напряжения превосходят

критические напряжения сдвига, то происходит пласти-

ческая деформация, и образуются дефекты структуры

(дислокации), поля напряжений которых компенсируют

термоупругие напряжения. После остывания кристалла

термоупругие напряжения исчезают, но остаются дефек-

ты структуры. Связанные с ними поля напряжений и

есть остаточные напряжения [4–9].
Особенно актуальна проблема образования повышен-

ных остаточных напряжений при выращивании тон-

костенных изделий из расплава способом Степанова

(EFG). Это относится к таким технически важным

кристаллам, как сапфир [10–20], кремний [21–24], оксид
галлия [25,26]. Профилированные монокристаллы сап-

фира (трубки, стержни, пластины) широко используются

как конструкционные и оптические элементы приборов

(окна, световоды, оболочки ламп и т. д.). Снижение

уровня остаточных напряжений, остающихся в кристал-

лах после выращивания, очень важно для получения

качественных кристаллов. При высоком уровне остаточ-

ных напряжений возможно растрескивание кристаллов

при остывании или при их разрезке. Показано, что,

целенаправленно изменяя конфигурацию тепловых экра-

нов в ростовой зоне выращивания сапфировых лент,

можно понижать уровень термопластических, а значит

и остаточных напряжений в кристаллах [27–30].
Для разработки эффективных методов снижения оста-

точных напряжений очень важны способы их измерения

в кристаллах различной симметрии. Наиболее часто

для измерений остаточных напряжений в кристаллах

некубических сингоний применяется метод коноско-

пии — измерение в сходящемся поляризованном све-

те [6,31,32], позволяющий экспериментально определить

в каждой точке сечения кристалла разность главных

напряжений и угол изоклины, по которым можно рас-

считать разность нормальных напряжений и касательное

напряжение.
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В большинстве работ этими данными и ограничива-

ются. Но для более полной оценки распределения оста-

точных напряжений желательно знать распределение

отдельных компонент тензора напряжений. Разделение

компонент может быть выполнено несколькими спосо-

бами: экспериментально — методом дополнительного

наклонного просвечивания — и расчетным путем с

использованием дифференциальных уравнений механи-

ки сплошной среды [33]. Первый метод неприменим

для кристаллов средних сингоний, к которым относится

сапфир, поскольку в них есть естественное двулучепре-

ломление в направлениях, непараллельных оптической

оси. Поэтому наиболее эффективным подходом является

разделение напряжений путем численного интегрирова-

ния с использованием уравнений равновесия.

В настоящей работе разработан алгоритм такого рас-

чета и приведены примеры измерения остаточных на-

пряжений и последующего разделения тензора остаточ-

ных напряжений. Объектами исследования были базис-

ноограненая лента (плоскость ленты перпендикулярна

оптической оси) и пластина, вырезанная из стержня

сапфира, выращенного в направлении оптической оси.

1. Измерение остаточных напряжений

Остаточные напряжения изучались методом коноско-

пии. Методика измерения, подробно описанная в [34], ос-

нована на том, что под действием напряжений оптически

одноосный кристалл сапфира приобретает аномальную

двуосность, которая проявляется в расхождении ветвей

изогир коноскопической фигуры.

Коноскопические картины наблюдались с помощью

поляризационного микроскопа с окуляром 10× (шкала

с делениями ценой 0.1mm) и объективом 20× . Поле

зрения при этом составляло 0.7mm. Измерения про-

водили в декартовых координатах для прямоугольных

образцов (рис. 1). В каждой точке сетки измеряли ве-

личину максимального расхождения изогир 2V и угол γ

наклона плоскости оптических осей к оси X . Точность

определения напряжений таким методом составляла

примерно 5МPа.

В декартовых координатах формулы для разности

нормальных напряжений (σx − σy ) и сдвигового напря-

жения τxy имеют вид [34]:

σx − σy = C · tg2 V · cos 2γ, (1)

τxy =
C
2
· tg2 V · sin 2γ, (2)

где C =
n−2
0

−n−2
e

π11−π12
.

Здесь π11 и π12 — пьезооптические коэффициенты, n0

и ne — коэффициенты преломления сапфира.
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0

1

2

j

M

txy
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Рис. 1. Схема расчетной модели разделения напряжений в

пластине. Показано сечение оптического эллипсоида плос-

костью ленты. γ — угол плоскости оптических осей с

осью x . В нижней части пластины показана сетка для расчета

напряжений методом численного интегрирования уравнений

равновесия.

2. Разделение напряжений

Таким образом, измерение напряжений поляризацион-

но-оптическим методом в кристалле в форме пластины

дает два массива результатов: (σx − σy ) и τxy . Разделение

напряжений осуществлялось путем численного интегри-

рования уравнений равновесия:











∂σx

∂x
+

∂τxy

∂y
= 0

∂σy

∂y
+

∂τxy

∂x
= 0

. (3)

Граничные условия: σx = 0 при x = 0, x = B , σy = 0

при y = 0, y = L, τxy = 0 при x = 0, x = B , y = 0,

y = L, где L и B — длина и ширина пластины. Введем

сетку (рис. 1): по x : i = 0, 1 . . . N, с шагом 1x ; по y :
j = 0, 1 . . . M, с шагом 1y .
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2.1. Аппроксимация нормальных напряжений
оператором первого порядка

Заменим частные производные от нормальных напря-

жений конечными разностями (частные производные от

касательной компоненты пока трогать не будем):














σx ,i, j − σx ,i−1, j

1x
+

∂τxy

∂y

∣

∣

∣

∣

i, j

= 0

σy,i, j − σy,i, j−1

1y
+

∂τxy

∂x

∣

∣

∣

∣

i, j

= 0

⇒















σx ,i, j = σx ,i−1, j − 1x
∂τxy

∂y

∣

∣

∣

∣

i, j

σy,i, j = σx ,i, j−1 − 1y
∂τxy

∂x

∣

∣

∣

∣

i, j

. (4)

Граничные условия: σx ,i, j = 0 при i = 0, i = N, σy,i, j = 0

при j = 0, j = M, τxy,i, j = 0 при i = 0, i = N, j = 0,

j = M .

Теперь для аппроксимации
∂τxy

∂x

∣

∣

i, j
и

∂τxy

∂y

∣

∣

i, j
можно

использовать любые разностные дифференциальные опе-

раторы.

2.2. Аппроксимация касательных напряжений
оператором первого порядка

Простейший из операторов дифференцирования

(с остаточным членом):

y ′
0 =

1

1x

(

−y−1 + y0 −
1x
2

y ′′

)

. (5)

Степень аппроксимации будет такой же, как и для

нормальных компонент.










σx ,i, j = σx ,i−1, j −
1x
1y

(τxy,i, j − τxy,i, j−1)

σy,i, j = σy,i, j−1 −
1y
1x

(τxy,i, j − τxy,i−1, j) .

(6)

При 1x = 1y получаем расчетные соотношения:






σx ,i, j = σx ,i−1, j + τxy,i, j−1 − τxy,i, j

σy,i, j = σy,i, j−1 + τxy,i−1, j − τxy,i, j .
(7)

По формулам (7) нельзя вычислить σx при j = 0 и

σy при i = 0 (неоткуда взять значения с индексом −1).
На краях ленты, при i = N и j = M, также получаются

значения нормальных компонент, не соответствующие

граничным условиям. Поэтому следует сразу обнулить

матрицы напряжений в соответствии с граничными

условиям, и вычислять недостающие значения экстрапо-

ляцией:

σx ,i,0 = 2σx ,i,1 − σx ,i,2, (8)

σy,0, j = 2σy,1, j − σy,2, j . (9)

Таким образом, расчет начинается с точки с

координатами i = 1, j = 1: σx ,1,1 = σx ,0,1 + τxy,1,0 −

−τxy,1,1 = 0 + τxy,1,0 − τxy,1,1, где последние два значения

берутся из массива измерений τxy .

3. Результаты измерения и разделения
напряжений

3.1. Тестовый пример

Предложенный алгоритм разделения напряжений был

апробирован для случая выращивания квадратного

стержня. Рассмотрим упрощенную модель образования

остаточных напряжений. Предположим, что в процес-

се выращивания кристалла максимальные термические

напряжения имели место только в относительно уз-

кой зоне вблизи фронта кристаллизации, и именно в

этой области и происходила пластическая деформация,

образование дефектов структуры и связанных с ними

остаточных напряжений. Поскольку весь кристалл в

процессе его выращивания проходил через эту об-

ласть, остаточные напряжения должны быть примерно

одинаковы по длине кристалла, а характер их рас-

пределения в сечении — противоположен распределе-

нию временных термоупругих напряжений. Аналитиче-

ское решение задачи расчета термоупругих напряжений

в стержне прямоугольного сечения, находящегося в

сложном температурном поле, было получено мето-

дом асимптотического интегрирования [35]. В качестве

параметра малости используется отношение характер-

ного поперечного размера к длине кристалла. Форму-

лы получены для изотропного приближения, поскольку

для кристаллов сапфира анизотропия теплопроводно-

сти, температурного расширения и упругих свойств

невелика:

σx = αET ′′
Z

7

32

1

1 + ν

1

k4
r + 4

7
k2

r + 1
(x2

− c2)2(3y2
− b2),

σy = αET ′′
Z

7

32

1

1 + ν

1

k4
r + 4

7
k2

r + 1
(3x2

− c2)(y2
− b2)2,

τxy =−αET ′′
Z
7

8

1

1 + ν

1

k4
r + 4

7
k2

r + 1
xy(x2

− c2)(y2
− b2),

(10)

где α — коэффициент теплового расширения, E —

модуль Юнга, ν — коэффициент Пуассона, kr = c/b,
2c — размер в направлении оси x , 2b — в направлении

оси y .
Конкретный уровень напряжений определяется кри-

визной температурного поля (значением второй про-

изводной от температуры в направлении выращивания

кристалла — T ′′
z ), но для оценки характера распре-

деления можно принять T ′′
z = 1. Для разделения на-

пряжений достаточно рассмотреть только касательную

компоненту τxy , распределение которой по сечению

кристалла в форме квадратного стержня будет иметь

вид, показанный на рис. 2, a.

Применение описанного выше алгоритма разделения

напряжений приводит к получению эпюр компонент σx
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Расчет остаточных напряжений при коноскопических измерениях в профилированных... 603

txy sx sy

0 0 010 10 1020 20 2015 15 155 5 5
0 0 0

10 10 10

20 20 20

15 15 15

5 55

a b c

0.01

0.03

–0.1

–0.05

0.05

0.1

–0.03

–0.01

–0.01

–0.03

0.1

0.05

–0.05

–0.1

0.03
0.01

x

y y y

–0.1
0.1

–0.1

0.1

0.1

0.1

0.1

0.20.2

0.2

0

0

0

0

0

–0.1

–0.1

–0.2

–0.2

–0.1

–0.1

–0.4

–0.2

–0.2

–0.3

–0.3

–0.4

0 0 0

000

–0.1 –0.1

–0.1

–0.2

–0.3–0.3 –0.4–0.2

0.1

0.1

0.1

0.1

0.1

0.2

0.2

0.2

–0.1

–0.1

–0.1

–0.2

–0.2

–0.3 –0.3

–0.4 –0.4–0.5

x x

–0.3

–0.4

–0.5

–0.3

0

Рис. 2. Эпюры компонент термоупругих напряжений в сечении прямоугольного стержня (тестовый пример): а — касательное

напряжение τxy , построенное по формуле (10), b и c — нормальные напряжения σx и σy , полученные по алгоритму разделения

напряжений (7). Значения напряжений на эпюрах — в условных единицах.

и σy , показанных на рис. 2, b и с. Видно, что напря-

жения концентрируются в центре и на краях пласти-

ны и имеют разный знак. Можно ожидать, что эпю-

ры компонент остаточных напряжений по результатам

измерений в прямоугольном стержне будут подобны

приведенным.

3.2. Прямоугольная пластина

Измерения были выполнены на полированной пла-

стинке, размером 14× 17mm и толщиной 4mm, вы-

резанной перпендикулярно направлению выращивания

[0001] из прямоугольного стержня на расстоянии 30mm

от затравки. Распределение аномальной двуосности по

пластине измерялось на сетке с шагом 1mm. На рис. 3, а

приведены фотографии коноскопических фигур в харак-

терных точках пластины. На рис. 3, b — эпюра компо-

ненты τxy , рассчитанная по формуле (2) по измеренным

параметрам коноскопических фигур. На рис. 3, c приве-

дена сглаженная эпюра τxy . Сглаживание эксперимен-

тальных данных проводилось по стандартной процедуре

программы Mathcad (Loess — interp) с параметром

Span = 0.3. После сглаживания на эпюре хорошо видны

четыре области максимальных напряжений с череду-

ющимися знаками, что соответствует рассмотренному

выше тестовому примеру (рис. 2). Далее проводилось

разделение напряжений по вышеописанному алгоритму

(рис. 3, d и e).
Видно, что нормальное напряжение σx на краях пла-

стины (y = 0 и 15mm) и в центре пластины имеют

противоположные знаки. При x = 0 и 16mm компонен-

та σx обращается в нуль в силу граничных условий.

Качественно картина напряжений подобна модельному

случаю, хотя максимум в центре выражен не столь

явно. Аналогично и распределение второй нормальной

компоненты σy (рис. 3, e).

В целом уровень напряжений не превышает 25МPа.

Сопоставление измеренных остаточных напряжений по

сечению прямоугольного стержня с расчетными термо-

упругими показывает, что их знаки противоположны, что

соответствует теоретическим представлениям.

Следует отметить, что измеренные уровни напряже-

ний в целом не влияют на оптическое пропускание и

механическую прочность таких стержней. Детали, изго-

товленные из стержней, могут применяться в различных

конструкциях, в том числе и оптических. Однако такой

уровень остаточных напряжений может быть критиче-

ским при изготовлении деталей для поляризационной

оптики.

3.3. Базисноограненная сапфировая лента

Исследованы остаточные напряжения в нижней части

сапфировой ленты шириной 30mm (с областью отры-

ва) и толщиной 1.5mm. Поскольку поверхности ленты

были огранены с обеих сторон базисными гранями

таким образом, что поверхности оказывались близки

к полированным, измерения проводились без допол-

нительной обработки поверхностей. Измерения опти-

ческих параметров (величина расхождения изогир и

ориентация плоскостей оптических осей) были про-

ведены на сетке со сторонами 2× 2mm. По изме-

ренным данным рассчитывались разность нормальных

компонент напряжений (σx − σy ) и касательная ком-

понента тензора напряжений τxy . Так как величины

экспериментальных значений компоненты τxy получает-

ся с большой погрешностью, проводилось сглаживание

экспериментальных данных по стандартной процеду-

ре программы Mathcad (Loess — interp). Разделение

напряжений σx и σy проводилось численным мето-

дом на сетке 31 × 57 точек по итерационным форму-

лам (7).
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Рис. 3. Эпюры компонент остаточных напряжений в сечении прямоугольного стержня: а — фотографии коноскопических фигур

в различных частях пластины сапфира; b — эпюра экспериментально измеренного касательного напряжения τxy ; c — сглаженная

эпюра τxy ; d и e — нормальные напряжения σx и σy , полученные по алгоритму разделения напряжений (7). Значения напряжений

на эпюрах — в MPa.

Для определения σx интегрирование начинали с одной

из продольных сторон ленты, а для σy — у фронта от-

рыва, где эти компоненты равны нулю в силу граничных

условий.

На рис. 4, a, b приведены эпюры измеренных и сгла-

женных значений (σx − σy ) и τxy , а на рис. 4, c, d —

эпюры разделенных компонент тензора напряжений σx

и σy соответственно.

Видно, что компонента тензора напряжений σx име-

ет сжимающий характер, концентрируется и достигает

максимальных значений на нижнем торце (до 70МPа),
т. е. у фронта кристаллизации при выращивании ленты.

Эти остаточные напряжения по видимому связаны с

дефектами, которые могли образоваться под действием

термонапряжений, имевших место при выращивании

в наиболее горячей зоне у фронта кристаллизации.

Компонента тензора напряжений σy , направленная вдоль

ленты, равна нулю на нижнем краю ленты (y = 0),
далее при y = 15mm имеет максимумы разного знака

на краях и в центре ленты. На расстоянии примерно

равном ширине ленты эти напряжения обращаются в

нуль и растут, меняя знак. Напряжения σy меньше по

величине, чем σx . Заметим также, что в отличие от

эпюр напряжений в тестовом примере в эпюрах как

измеренных, так и разделенных нормальных напряжений

для стержня и ленты не наблюдается полной симмет-

рии. Это может быть связано с тем, что в реальных

тепловых условиях выращивания кроме нелинейного

распределения температуры вдоль оси выращивания

есть и радиальные перекосы температуры. Видно, что

уровень остаточных напряжений в ленте в несколько

раз выше по сравнению с квадратным стержнем. Это

связано с тем, что более тонкая лента в процессе

роста охлаждается интенсивнее и находится в более

неоднородном температурном поле по сравнению со

стержнем. Опыт выращивания кристаллов сапфира по-

казывает, что для тонких лент базисной ориентации

эти напряжения могут оказаться критическими и приво-

дить к образованию блочной структуры [11,27,32]. При

других кристаллографических ориентациях (чаще всего

призматических) уровень остаточных напряжения значи-
тельно меньше и изделия из них широко применяются,

например, в качестве оптических элементов и часовых

стекол.
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Выводы

Показано, что по данным оптических измерений

коноскопических фигур и с помощью разработанного

алгоритма разделения компонент тензора напряжений

можно восстановить полную картину остаточных напря-

жений в профилированных кристаллах сапфира.

Рассмотрение полной картины компонент тензора

остаточных напряжений в сечении прямоугольного

стержня показывает, что по периметру сечения действу-

ют нормальные растягивающие напряжения σx и σy ,

попарно на противоположных сторонах. Максимальные

значения этих напряжений достигают 25MPa. В центре

сечения действуют сжимающие σx и σy , (до 17МPа).
В лентах максимальные сжимающие напряжения σx кон-

центрируются на нижнем торце ленты, и они во многом

формируют дислокационную и блочную структуру лент.

Полученные результаты в сочетании с расчетами

полей термоупругих напряжений, которые можно вы-

полнить на основе измерения температурного поля в

выращиваемых кристаллах, позволяют целенаправленно

управлять уровнем остаточных напряжений в крис-

таллах.
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