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Представлены результаты численного исследования изотермических осесимметричных течений вязкой

несжимаемой жидкости во вращающихся сферических слоях при наличии случайных малоамплитудных

колебаний скорости вращения внутренней сферы относительно постоянного во времени среднего значения.

Рассмотрены два случая — вращение только внутренней сферы и однонаправленное вращение сфер с

равными угловыми скоростями. Установлено, что в этих двух случаях течения по-разному реагируют на

внесение возмущений. Проведено сравнение с экспериментом, подтверждающее обнаруженную в расчетах

возможность увеличения средней скорости в отдельных областях течения с увеличением амплитуды

флуктуаций.
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Введение

Случайные флуктуации граничных условий всегда

присутствуют в природных течениях и могут рассмат-

риваться как внешний по отношению к этим течениям

шум. Именно влиянием шума принято объяснять, на-

пример, изменение режимов атмосферной циркуляции,

разогрев стратосферы и увеличение образования озона

в атмосфере [1 4]. Известно, что внешний шум спо-

собствует обнаружению слабых сигналов, их усилению

и параметрической генерации колебаний [5–8]. Также

внешний шум может использоваться в технологиях

извлечения энергии из низкоскоростных ветровых и вол-

новых потоков [9]. Присутствие шума является неотъем-

лемой частью некоторых моделей природных процессов,

таких, например, как генерация магнитного поля Солнца

под действием произвольных неосесимметричных воз-

мущений в сферическом течении идеально проводящей

среды [10]. Добавление шума в течение вязкой несжима-

емой жидкости увеличивает порог генерации магнитного

поля [11], во вращающихся сферических слоях приводит

при определенных условиях к смене волнового числа

после потери устойчивости течения [12]. Несмотря на

определенные успехи прямого численного моделирова-

ния воздействия шума на течения [11,13], открытым

остается вопрос о способах определения устойчивости

зашумленных течений, в том числе в рамках линеари-

зованных уравнений Навье–Стокса [14]. Известно, что

периодические колебания скорости вращения приводят

к изменению профилей азимутальной скорости, что

достаточно хорошо изучено для рассматриваемых в на-

стоящей работе течений вязкой несжимаемой жидкости

во вращающихся сферических слоях [15–19], однако

для случайных флуктуаций скорости вращения таких

результатов нет. Цель настоящей работы состоит в чис-

ленном исследовании влияния случайных флуктуаций со

средним во времени нулевым значением на изменение

свойств осесимметричных течений вязкой несжимаемой

жидкости во вращающихся сферических слоях на основе

решения как полной системы уравнений Навье–Стокса,
так и анализа линейной устойчивости по отношению к

трехмерным возмущениям в виде бегущих азимутальных

волн для определения направления и величины смеще-

ния предела устойчивости под влиянием шума.

1. Метод численного исследования

Изотермические течения вязкой несжимаемой жидко-

сти во вращающемся сферическом слое описываются

уравнениями Навье–Стокса и неразрывности:

∂U

∂t
= UrotU− grad

(

p
ρ

+
U

2

2

)

− νrotrotU, divU = 0.

Здесь U — поле скорости, p — давление, оба пара-

метра являются функциями времени и координат, ρ —

плотность, ν — кинематическая вязкость жидкости в

слое. Граничные условия прилипания и непротекания в

сферической системе координат с радиальным (r), по-
лярным (θ) и азимутальным (ϕ) направлениями имеют

вид

uϕ(r = rk) = �k(t)rk sin θ,

ur(r = rk) = 0, uθ(r = rk) = 0, k = 1, 2,

где uϕ, ur , uθ — соответственно азимутальная, радиаль-

ная и полярная компонента скорости, rk , �k(k = 1, 2) —
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радиусы и угловые скорости вращения сфер: k = 1 внут-

ренней и k = 2 внешней. Численный метод решения ос-

нован на консервативной конечно-разностной схеме дис-

кретизации уравнений Навье–Стокса по пространству и

полунеявной схеме Рунге–Кутты 3-го порядка точности

для интегрирования по времени [20]. Решалась систе-

ма уравнений, описывающая нестационарные течения,

симметричные относительно плоскости экватора и оси

вращения. При расчете использовались неравномерные

по r сетки, с общим количеством узлов (1.4−1.8) · 104,
чувствительность рассчитываемых величин к размерам

сетки подробно рассматривалась в [21]. Во всех рас-

сматриваемых случаях дополнительный шум вносил-

ся в течение в виде случайных флуктуаций скорости

вращения внутренней сферы: �1(t) = �10

(

1 + Nrn( j)
)

.

Здесь �10 — постоянная во времени осредненная часть

скорости вращения внутренней сферы, N — амплитуда

шума и rn( j) — псевдослучайное число из последова-

тельности длиной M, изменяемое на каждом шаге по

времени. Так же как и в [13], одна и та же последо-

вательность M случайных чисел со стандартным нор-

мальным распределением использовалась во всех расче-

тах. Линейная устойчивость осесимметричных течений

изучалась по отношению к трехмерным возмущениям

в виде бегущих азимутальных волн с азимутальными

числами m = 3, 4. Система линеаризованных относи-

тельно возмущений уравнений интегрировалась по вре-

мени до выхода решения на асимптотическое поведение

∝ exp(σ t) [21]. Действительная часть σre — инкре-

мент нарастания/затухания возмущения, мнимая часть

определяет фазовую угловую скорость рассматриваемой

моды Cω = −σim/m. Расчеты проведены при парамет-

рах, соответствующих условиям проведения экспери-

ментов [12]: ν = 5 · 10−5 m2/s, r1 = 0.075m, r2 = 0.15m

(толщина сферического слоя равна радиусу внутренней

сферы). Продолжительность одного варианта расчета

составляла 2.4 · 103 s с момента начала внесения шума

в сигнал стационарного вращения внутренней сферы.

Результаты расчетов представлены ниже в зависимо-

сти от безразмерных параметров, используемых ранее

в [12]: чисел Рэйнольдса Rek = �k0r2k/ν , определяемых
для внутренней (k = 1) и внешней (k = 2) сфер, и

амплитуды шума

N =
1

�10

√

√

√

√

1

K − 1

K
∑

i=1

(

�1(ti ) −�10

)2
.

Здесь K — длина временной выборки.

2. Методика проведения эксперимента

Сферический слой в эксперименте образован зазором

между внутренней и внешней сферическими оболоч-

ками. Сферы и рабочая жидкость, заполняющая зазор

между ними, оптически прозрачны. Рабочая жидкость —

силиконовое масло, в которое в качестве светорас-

сеивающей примеси для визуализации структуры те-

чения добавлено немного (менее 0.002% по объему)
алюминиевой пудры. Температура рабочей жидкости

измеряется датчиком, установленным в экваториальной

плоскости внешней сферы. Для ограничения колебаний

температуры рабочей жидкости выше ±0.05◦С сферы

размещены в термостате, через который прокачивает-

ся подогреваемое или охлаждаемое силиконовое мас-

ло. Вращение сфер регулируется цифровой системой

управления с выделенным сигнальным процессором,

которая обеспечивает как сохранение среднего значения

угловой скорости с точностью ±0.05%, так и величину

отклонения от среднего значения. Мгновенные значения

угловой скорости каждой из сфер �k(t) вычисляются

путем дифференцирования по времени сигналов фазы,

поступающих с расположенных на валах датчиков ско-

рости вращения. В случае если в системе управления

задается ненулевая амплитуда шума, величина �1(t)
начинает изменяться во времени по отношению к за-

данному значению. Это изменение происходит путем

добавления нормированной величины (которая может

быть как положительной, так и отрицательной), выдава-
емой генератором случайных чисел. При этом среднее

значение �10 остается неизменным во времени. Вели-

чина контролируемой системой управления амплитуды

шума N, вносимого в течение случайными флуктуаци-

ями скорости вращения внутренней сферы, изменяется

в диапазоне 0.0095−0.06. Как в отсутствие, так и в

присутствии дополнительно вносимого шума, спектр

величины �1(t) имеет равномерно распределенную ам-

плитуду в широком диапазоне частот по обе стороны

от малоамплитудного пика на частоте 4.5 Hz (рис. 2 из

работы [12]). Азимутальная компонента скорости тече-

ния измерялась цифровым лазерным доплеровским ане-

мометром, выполненным с использованием оптической

схемы прямого рассеивания. Измерения проводились в

точке течения, расположенной на расстоянии 0.078m от

экваториальной плоскости и 0.105m от оси вращения.

Сигнал скорости течения записывался на ПК с частотой

опроса 25.45Hz с целью последующей обработки. Более

подробное описание деталей эксперимента представлено

в [12].

3. Результаты

В настоящей работе рассматривается воздействие шу-

ма с малой амплитудой (N < 0.18 в расчетах и N < 0.06

в эксперименте). В каждый момент времени скорость

вращения — случайная величина, но в соответствии с

указанными выше условиями прилипания на границах,

передаваемые в течение возмущения, не зависят от

азимутального угла и симметричны относительно плос-

кости экватора. Поэтому рассматриваемые нестационар-

ные течения, так же как и в отсутствие шума, до потери

устойчивости остаются симметричными относительно
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Рис. 1. Спектры: 1 — флуктуаций скорости вращения в пер-

вом и втором случае, 2, 3 — флуктуаций азимутальной компо-

ненты скорости вращения в точке слоя, удаленной от внутрен-

ней сферы на расстояние 0.1253m, θ = 45.75◦ . 2 — Re1 = 250,

Re2 = 1000, N = 0.04; 3 — Re1 = 350, Re2 = 0, N = 0.04.

экватора и оси вращения [22]. Рассматривается воздей-

ствие шума на два класса течений. В первом случае тече-

ние формируется при вращении только внутренней сфе-

ры �10 = 3.1−4.35 s−1, внешняя неподвижна: Re2 = 0.

Во втором случае течение формируется при однонаправ-

ленном вращении сфер с равными угловыми скоростями:

Re2 = 4Re1 (�10 = �20 = 0.71−8.89 s−1). Кинетическая
энергия течения в сферическом слое E может быть пред-

ставлена в виде суммы двух составляющих: азимуталь-

ной Eϕ и меридиональной Eψ , которые определяются

интегрированием по всему объему сферического слоя

соответствующих компонент скорости течения:

Eϕ =

∫

u2
ϕ, Eψ =

∫

(u2
r + u2

θ).

Рассматриваемые два класса течений существенно от-

личаются друг от друга соотношением Eϕ/Eψ . При

Re2 = 0 существенны все три компоненты скорости и

Eϕ/Eψ ≈ 10, при Re2 = 4Re1 течение близко к
”
твердо-

тельному“ вращению, т. е. радиальная и меридиональная

компоненты очень малы, и Eϕ/Eψ ≈ 1010. В отсутствие

шума в первом случае течение теряет устойчивость при

сравнительно небольшой величине Re1 с формировани-

ем бегущих азимутальных волн [22], во втором случае

течение теряет устойчивость при очень больших числах

Рейнольдса [23], и в настоящей работе его неустойчи-

вость не рассматривается. В случае вращения только

внутренней сферы экспериментально показано [12], что
внесение шума не изменяет вида вторичного течения,

и на пределе устойчивости в рассматриваемом слое с

зазором, равным радиусу внутренней сферы, формиру-

ются бегущие азимутальные волны с зависящими от

начальных условий волновыми числами m = 3 или 4.

В обоих рассматриваемых случаях спектр флуктуаций

�1(t) представляет собой
”
белый шум“, т. е. имеет

равную амплитуду в широком диапазоне частот (рис. 1).
Вид случайных флуктуаций скорости течения изменяет-

ся по мере удаления от внутренней сферы, и амплитуды

спектров скорости в обоих случаях экспоненциально

затухают с увеличением частоты (рис. 1). Отличия этих

спектров по сравнению с подводимым
”
белым“ шумом

объясняются тем, что так же как и в случае пери-

одических колебаний внутренней сферы относительно

состояния покоя [24], распространяющиеся в радиаль-

ном направлении высокочастотные возмущения скоро-

сти течения затухают быстрее, чем низкочастотные.

В случае периодических колебаний скорости вращения

внутренней сферы как в ламинарных течениях до потери

устойчивости [19], так и в турбулентных течениях [18]
добавление шума может приводить к изменению профи-

лей средней скорости, а также к возрастанию скорости

в локальных областях течения. Рассмотрим воспри-

имчивость различных компонент скорости течений к

шуму. На рис. 2 показана полученная в расчетах и

экспериментах зависимость относительного приращения

средней азимутальной скорости Vϕ от уровня шума

в точке течения на средних широтах вблизи внешней

сферы. Здесь Vϕ = (uϕn − uϕ0)/uϕ0, uϕn — азимутальная

скорость течения в присутствии шума, uϕ0 — та же вели-

чина без шума (в случае эксперимента при минимально

возможном уровне шума). Видно, что при добавлении

шума в случае Re2 = 0 (рис. 2, кривые 1, 2) — Vϕ увели-

чивается быстрее по сравнению со случаем Re2 = 4Re1.

Если же мы рассмотрим влияние шума на относительное

изменение компонент скорости, лежащих в меридио-

нальной плоскости течения Vmer = (um − um0)/um0, где

um = (u2
r + u2

θ)
1/2, то ситуация меняется: при Re2 = 4Re1

величина Vmer на 6 порядков больше и возрастает

быстрее, чем в случае Re2 = 0. Таким образом, на

средних широтах вблизи внешней сферы в первом из

рассматриваемых случаев (Re2 = 0) под воздействием

0 0.02 0.04 0.06

1

2 3

5E– 05

0

N

4

V
j

Рис. 2. Относительное приращение азимутальной компоненты

скорости течения Vϕ под действием шума N в точке течения,

расположенной в соответствии с рис. 1: 1, 2 — Re1 = 450,

Re2 = 0; 3, 4 — Re1 = 112.5, Re2 = 450. 2, 3 — расчет, 1, 4 —

эксперимент.
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Рис. 3. Vϕ при Re1 = 400, Re2 = 0 (a, c) и Re1 = 484, Re2 = 0 (b, d) в меридиональной плоскости (a,b) и в зависимости от

расстояния между сферическими границами (c, d) при различных отклонениях от оси вращения по меридиональному углу ϕ: 1 —

3, 2 — 22.5, 3 — 45, 4 — 67.5, 5 — 90◦.

шума быстрее увеличивается Vϕ, тогда как во втором

(Re2 = 4Re1) −Vmer . Таким образом, восприимчивость

различных компонент скорости к шуму зависит от

конкретного течения.

Изменение скорости неоднородно по пространству и

зависит не только от амплитуды шума N, но и от чисел

Рэйнольдса. Так, в случае Re2 = 0 наиболее сильное

влияние шума на изменение скорости Vϕ наблюдается в

области течения вблизи оси вращения и внешней сферы.

На рис. 3 представлена величина Vϕ при одном и том же

уровне шума, но разных числах Re1. При меньшем Re1
(рис. 3, a, c) Vϕ > 0 во всем зазоре, вблизи оси вращения

и внешней сферы наблюдается наибольший прирост,

наименьший — вблизи внутренней сферы и плоскости

экватора, вследствие чего на зависимости Vϕ от ради-

уса появляются локальные минимумы (рис. 3, c). Под

влиянием шума компоненты скорости могут не только

увеличиваться, но и уменьшаться. Так, при повышении

числа Re1 до величин, соответствующих, как далее будет

показано, пределу устойчивости, наибольшее снижение

величины Vϕ (рис. 3, b, d) наблюдается в приполярной

области, тогда как небольшое увеличение — вблизи

плоскости экватора. Отметим, что наблюдаемое влияние

шума на изменение профилей азимутальной скорости
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Рис. 4. Vϕ в меридиональной плоскости при Re1 = 112.5, Re2 = 450; a — N = 0.02, b — N = 0.04.

качественно соответствует влиянию периодических ко-

лебаний скорости вращения на изменение средней ско-

рости в турбулентном течении [18], где наибольший при-

рост азимутальной компоненты наблюдался на экваторе

вблизи внутренней сферы и мог уменьшаться по мере

удаления от плоскости экватора. Уменьшение скорости

возможно и во втором случае (Re2 = 4Re1). Так, во всем

исследуемом диапазоне изменений Re1 и N в середине

слоя на низких широтах наблюдается небольшая область

течения, в которой Vmer < 0. Наоборот, величина Vϕ
во втором случае всегда положительна, влияние шума

на ее изменение сосредоточено в узком слое вблизи

внутренней сферы и приполярной области внешней

сферы (рис. 4), практически не распространяясь за

пределы цилиндрического стюартсоновского слоя [22],
в котором происходит сглаживание сдвига азимутальной

компоненты скорости.

Отмеченные выше особенности влияния шума на

изменение скорости течения приводят к необходимости

учета влияния шума на кинетическую энергию тече-

ний. Так, во втором случае (Re2 = 4Re1) азимуталь-

ная компонента кинетической энергии течения слабо

изменяется с возрастанием амплитуды шума (рис. 5, а,
отличия между N = 0 и 0.04 существенно меньше ве-

личины символов) и зависит от числа Рэйнольдса в

виде Eϕ ∼ (Re1)
2. В то же время Eϕ при максимальной

амплитуде шума возрастает на 2 порядка по сравнению

со случаем N =0 (рис. 5, b). И в первом, и во втором

случаях при одном и том же уровне шума изменение

кинетической энергии практически не зависит от чисел

Рэйнольдса. Несмотря на то, что флуктуации скорости

вращения передаются в течение через возмущения ази-

мутальной компоненты течения, в обоих рассматрива-

емых случаях возрастание N приводит к уменьшению

соотношения Eϕ/Eψ . Но если в первом случае величина

1000200 400

1

2

3
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10–2

10–11

10–12

10–14

Re1

E
j

E
y

800600

4

10–13

10–15

a

b

Рис. 5. Компоненты азимутальной (а) и меридиональной (b)
кинетической энергии течения во втором случае (Re2 = 4Re1)
в зависимости от Re1 : 1 — N = 0, 2 — N = 0.01,

3 — N = 0.02, 4 — N = 0.04.

уменьшения порядка 10−4 (рис. 6, a), то во втором —

более 101 (рис. 6, b).

Индуцированные влиянием шума изменения полей

средней скорости течения, его кинетической энергии и

соотношения между Eϕ и Eψ могут приводить к смеще-

нию предела устойчивости. Даже в наиболее изученном

экспериментально и численно случае вращения только

внутренней сферы имеющиеся к настоящему времени

экспериментальные данные не позволяют сделать выво-

ды ни о направлении, ни о величине смещения предела

устойчивости под влиянием искусственно вносимого в
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Рис. 6. Отношение азимутальной компоненты кинетической

энергии течения к меридиональной в зависимости от амплиту-

ды шума: a — Re2 = 0: 1 — Re1 = 350, 2 — 400, 3 — 484;

b — Re2 = Re1: 4 — 112.5, 5 — 250, 6 — 1000.
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Рис. 7. а — зависимости инкрементов нарастания/затухания

λ от амплитуды шума N при Re1 = 489.15 для волновых чисел

m = 4 (1, левая ось) и m = 3 (2, правая ось); b — зависимость

критических значений числа Рейнольдса от амплитуды шума.

течение шума. Так, ни в экспериментах [12], где шум

вносился флуктуациями скорости вращения, ни в более

ранней работе [25], где периодические колебания с ча-

стотами в диапазоне 1−7Hz вносились в течение акусти-

ческим динамиком, сдвиг предела устойчивости под вли-

янием флуктуаций не обнаружен. Это может быть вызва-

но тем, что положение предела устойчивости в [12,19,25]
определялось из соотношения A ∝ (Re−Rec)

1/2 [26], где
A — амплитуда периодических колебаний на собствен-

ной частоте линейной моды, а Re−Rec — величина

надкритичности. В свою очередь, указанное выше соот-

ношение в присутствии шума, как предполагается в [27],
может изменяться. В таком случае в эксперименте необ-

ходимо измерять малые величины A при (Re−Rec) → 0,

что, как отмечалось в [19], затруднительно вследствие

увеличения времени переходных процессов. Поэтому

положение предела устойчивости в настоящей работе

определяется численно, в соответствии с линейной тео-

рией. Рассматривается, как наиболее изученное, в том

числе с добавлением шума, течение при Re2 = 0. Даже

при более простых, чем шум, периодических граничных

условиях строгая постановка задач линейной устойчи-

вости возможна только в некоторых частных случаях:

это либо двумерные течения, либо трехмерные, но в

прямолинейных каналах с параллельными стенками [28].
Поэтому при определении предела устойчивости тече-

ний с зависящими от времени граничными условиями

используются различные приближенные подходы. Так,

в [21] при низкочастотных периодических колебаниях

скорости вращения внешней сферы анализ линейной

устойчивости проводился в квазистационарном прибли-

жении, при котором предполагается, что величины ин-

крементов возрастания/затухания определяются полем

скорости в текущий момент времени. В настоящей

работе ситуация другая, поскольку присутствуют слу-

чайные колебания и на низких, и на высоких частотах.

В связи с этим мы используем рассмотренный в [8]
подход, при котором вместо системы с флуктуациями

рассматривается система с осредненными параметрами,

формируемая под влиянием этих флуктуаций. При таком

подходе задача линейной устойчивости решается для

осредненного во времени осесимметричного течения.

Результаты показывают, что при одних и тех же Re1 ве-

личины инкрементов нарастания/затухания λ монотонно

растут с увеличением амплитуды шума (рис. 7, а), что
качественно соответствует экспериментальным резуль-

татам [12]. При этом, также как и в отсутствие шума,

доминирующим остается волновое число m = 4: при

одних и тех же числах Re1 и уровне шума N инкременты

нарастания для моды с m = 4 выше, чем аналогичные

величины для моды m = 3 (рис. 7, а). При постоян-

ных значениях шума N рост кинетической энергии

течения сопровождается одновременным возрастанием

инкрементов λ (рис. 8), λ < 0 соответствует устойчивым

489.4489.1 489.2

l

489.3

–1E–04

–2E–04

0

2.678E–03
12

Re1

2E–04

1E–04 3

2.676E–03

E

Рис. 8. Зависимость инкрементов нарастания λ (темные
символы, левая ось) и кинетической энергии течения E (свет-
лые символы, правая ось) от числа Re1 . 1 — N = 0, 2 —

N = 0.043, 3 — N = 0.13. Горизонтальная прерывистая линия

соответствует λ = 0.
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течениям, а λ > 0 неустойчивым, условие λ = 0 соответ-

ствует критическим значениям числа Рэйнольдса Rec .

Как видно на рис. 8, с увеличением N условие λ = 0

начинает выполняться при меньших величинах Re1 . Это

означает, что с увеличением шума положение предела

устойчивости (рис. 7, b) смещается в область меньших

чисел Re1.

Заключение

Результаты проведенных численных исследований

свидетельствуют о том, что широкополосные случайные

флуктуации скорости вращения вызывают увеличение

кинетической энергии течения. Наблюдается увеличение

скорости течения в отдельных локальных областях, что

подтверждается результатами экспериментов. Однако в

случае вращения только внутренней сферы по мере

приближения числа Рейнольдса к пределу устойчивости

может наблюдаться локальное уменьшение скорости

течения по сравнению со случаем отсутствия шума.

Установлено, что добавление шума может приводить к

повышению
”
трехмерности“ течения. Так, при равных

угловых скоростях вращения сфер c увеличением ампли-

туды шума в так называемом
”
твердотельном“ враще-

нии наблюдается многократное возрастание изначально

очень малой по величине меридиональной компоненты

кинетической энергии течения. Наоборот, при одном и

том же уровне шума азимутальная компонента увели-

чивается на порядок меньше, чем в случае вращения

только внутренней сферы с интенсивной меридиональ-

ной циркуляцией.

Проведенный для этого случая анализ линейной

устойчивости осредненных во времени осесимметрич-

ных течений по отношению к трехмерным возму-

щениям показал, что величины инкрементов нараста-

ния/затухания линейных мод возрастают с увеличением

кинетической энергии течения и соответственно до-

стигают положительных значений при меньших, чем

в отсутствие шума, числах Рейнольдса. Это означает

возможность уменьшения предела устойчивости течения

при добавлении случайных широкополосных флуктуа-

ций к постоянной во времени средней скорости вра-

щения.
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