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Рассматривается двухкомпонентное решение модифицированного уравнения Бенджамина−Бона−Махони.

С помощью обобщенной версии пертурбативного метода редукции уравнение трансформируется к связанным

нелинейным уравнениям Шредингера для вспомогательных функций. Получено явное аналитическое выра-

жение для формы и параметров двухкомпонентного векторного бризера, компоненты которого осциллируют

на суммарной и разностной частотах и волновых числах.
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Нелинейные уединенные волны, такие как бризеры

и их различные разновидности, являются одним из

основных объектов исследования в теории нелинейных

волн. Хотя эти волны встречаются в совершенно разных

материалах и описывают различные физические явле-

ния, многие их общие свойства идентичны. Нелинейные

уединенные волны можно разделить на два основных

типа: однокомпонентные и двухкомпонентные уединен-

ные волны. Свойства и методы исследования каждого

из них различны: методы изучения однокомпонентных

волн совершенно неприемлемы для изучения двухком-

понентных уединенных волн. Это связано с тем, что для

изучения двухкомпонентных волн требуется большее

количество вспомогательных функций и параметров.

Ввиду того что число нелинейных уравнений, полностью

интегрируемых методом обратной задачи [1], как для

однокомпонентных, так и для двухкомпонентных уеди-

ненных волн весьма ограничено, используют различные

асимптотические методы. В частности, пертурбативный

метод редукции (ПМР) адаптирован для изучения од-

нокомпонентных уединенных волн, в этом случае ис-

пользуют одну комплексную вспомогательную функцию

и два постоянных параметра [2]. В отличие от ПМР в

его обобщенной версии используются две комплексные

вспомогательные функции и восемь постоянных пара-

метров, что позволяет исследовать двухкомпонентные

нелинейные уединенные волны [3,4].
Волновые уравнения в нелинейной оптике и нели-

нейной акустике для медленных огибающих функции

содержат их первые и вторые производные по простран-

ственным координатам и времени. Первые производные

члены описывают формирование однокомпонентных со-

литонов и бризеров, в то время как относительно малые

вторые производные члены (по сравнению с первыми

производными) могут описать образование связанных

состояний двух однокомпонентных бризеров, движущих-

ся как единое целое, и обеспечивают формирование

двухкомпонентного векторного бризера. При этом одна

компонента такого векторного импульса осциллирует

на суммарной, а вторая — на разностной частоте и

волновых числах. Именно такая ситуация реализуется

для оптических и акустических резонансных двухкомпо-

нентных векторных бризеров самоиндуцированной про-

зрачности — векторных 0π-импульсов [3,4]. Изучение

нерезонансных нелинейных волн в диспергирующей и

нелинейной среде керровского типа привело к анало-

гичным результатам: формированию двухкомпонентного

векторного бризера, осциллирующего на суммарной и

разностной частотах и волновых числах (СРЧ) [5].
Учитывая математическую аналогию между акустиче-

скими и электромагнитными волнами, интересно рас-

смотреть совершенно другие явления и соответствую-

щие им уравнения, чем нелинейные уравнения, изучае-

мые в нелинейной оптике и нелинейной акустике, а

именно рассмотреть поверхностные волны в дисперги-

рующих нелинейных средах, ангармонические фононы

в кристаллах, акустогравитационные волны в тонких

слоях жидкости, нелинейные явления в плазме, нелиней-

ные волны в определенном классе акустических метама-

териалов
”
масса-в-массе“ и т. д. Для описания этих явле-

ний используют уравнение Бенджамина−Бона−Махони

(BBM) и его модифицированную версию.

Однокомпонентные нелинейные волны модифициро-

ванного уравнения BBM широко исследованы [6–10].
Однако свойства и методы исследования двухкомпо-

нентного векторного бризера, осциллирующего на СРЧ

модифицированного уравнения BBM, качественно отли-

чаются от свойств и методов исследования одноком-

понентных солитона и бризера этого уравнения. Цель

настоящей работы — доказать, что модифицированное

уравнение BBM

ut + Cuz + βuz z t + au2uz = 0 (1)

имеет решение в виде двухкомпонентного векторного

бризера, осциллирующего на СРЧ, который не был
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исследован до сих пор. Здесь u(z , t) — действительная

функция, C, β и a — произвольные постоянные.

Уравнение (1) можно упростить, используя метод

медленно меняющейся огибающей. Для этого функцию

u(z , t) можно представить в виде

u =
∑

l=±1

ûle
il(kz−ωt), (2)

где ûl(z , t) — медленно меняющаяся комплексная ам-

плитуда. Подставляя уравнение (2) в нелинейное урав-

нение (1), получаем закон дисперсии импульса в среде

ω =
Ck

1− βk2
. (3)

Для исследования двухкомпонентного решения урав-

нения (1) мы используем обобщенный ПМР [3–5], с

помощью которого функцию ûl можно представить как

ûl(z , t) =

∞
∑

α=1

∞
∑

n=−∞

εαYl,n f (α)
l,n

(

ζl,n, τ
)

, (4)

где

Yl,n = ein(Ql,nz−�l,nt), ζl,n = εQl,n
(

z − v l,nt
)

,

τ = ε2t, v l,n =
d�l,n

dQl,n
,

ε — малый параметр. Такое разложение позволяет

выделить из ûl еще более медленно меняющиеся вспомо-

гательные функции f (α)
l,n . Предполагается, что величины

�l,n, Ql,n и f (α)
l,n удовлетворяют неравенствам ω ≫ �l,n,

k ≫ Ql,n,
∣

∣

∣

∂ f (α)

l,n

∂t

∣

∣

∣
≪ �l,n

∣

∣ f (α)
l,n

∣

∣,

∣

∣

∣

∂ f (α)

l,n

∂z

∣

∣

∣
≪ Ql,n

∣

∣ f (α)
l,n

∣

∣

для любых значений индексов l и n.
Подставляя уравнения (2) и (4) в уравнение (1)

и приравнивая к нулю члены с одинаковыми степе-

нями ε, мы можем получить связанные нелинейные

уравнения Шредингера для вспомогательных функции

λ± = ε f (1)
+1,±1 в виде

i

(

∂λ±

∂t
+v±

∂λ±

∂z

)

+p±

∂2λ±

∂z 2
+q±

(

|λ±|
2+2|λ∓|

2
)

λ±=0,

(5)
а также определить связь между величинами �l,n и Ql,n .

Когда l = n = ±1, тогда f (1)
±1,±1 6= 0, и имеем уравнение

(βk2−1)�±1,±1+(C + 2βkω)Q±1,±1+2βk�±1,±1Q±1,±1

+ βωQ2
±1,±1 + βQ2

±1,±1�±1,±1 = 0, (6)

а когда l = −n = ±1, тогда f (1)
±1,∓1 6= 0, и мы получаем

следующее уравнение:

(βk2−1)�±1,∓1 + (C+2βkω)Q±1,∓1 − 2βk�±1,∓1Q±1,∓1

− βωQ2
±1,∓1 + βQ2

±1,∓1�±1,∓1 = 0, (7)

где

p± = β
2(k ± Q±1)v±+(ω ±�±1)

1− β(k ± Q±1)2
,

q± = −
a(k ± Q±1)

1− β(k ± Q±1)2
,

v± =
C + 2β(k ± Q±1)(ω ±�±1)

1− β(k ± Q±1)2
,

�+1,+1 = �−1,−1 = �+1, �+1,−1 = �−1,+1 = �−1,

Q+1,+1 = Q−1,−1 = Q+1, Q+1,−1 = Q−1,+1 = Q−1.

(8)
Решение уравнения (5) будем искать в виде (см., напри-
мер, [3–5])

λ± =
K±

bT
sech

(

t − z
V0

T

)

ei(k±z−ω±t), (9)

где K±, k± и ω± — действительные постоянные, V0 —

скорость нелинейной волны. Предполагаем, что справед-

ливы неравенства

k± ≪ Q±1, ω± ≪ �±1. (10)

Подставляя уравнение (9) в уравнения (5), (4) и

(2), получаем двухкомпонентный векторный бризер,

осциллирующий на СРЧ модифицированного уравнения

BBM (1), в виде

u(z , t) =
2

bT
sech

(

t − z
V0

T

)

{

K+ cos
[

(k + Q+1 + k+

)

z

−
(

ω + �+1 + ω+)t
]

+ K− cos
[

(k − Q−1 + k−)z

−
(

ω −�−1 + ω−

)

t
]}

,

(11)
где T — ширина двухкомпонентного нелинейного им-

пульса,

K2
+ =

p+q− − 2p−q+

p−q+ − 2p+q−

K2
−,

k± =
V0 − v±

2p±

,

ω+ =
p+

p−

ω− +
V 2
0 (p2

− − p2
+) + v2

−p2
+ − v2

+p2
−

4p+p2
−

,

T−2 = V 2
0

v+k+ + k2
+p+ − ω+

p+

,

b2 =
V 2
0 q+

2p+

(

K2
+ + 2K2

−

)

. (12)

С использованием обобщенной версии ПМР полу-

чено двухкомпонентное векторное бризерное решение

(11) модифицированного уравнения BBM (1). Первый

член уравнения (11) — это бризер малой амплиту-

ды, осциллирующий на суммарной частоте ω + �+1 с

волновым числом k + Q+1 (с учетом уравнений (10)),
а второй член — бризер малой амплитуды, осцилли-

рующий на разностной частоте ω −�−1 с волновым
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числом k − Q−1. Нелинейная связь между бризерами

характеризуется перекрестными членами 2|λ∓|
2λ± урав-

нения (5). Параметры нелинейной волны определяются

уравнениями (8) и (12). Дисперсионные соотношения и

связи между осциллирующими параметрами представле-

ны уравнениями (3), (6) и (7).
Полученный двухкомпонентный векторный бри-

зер (11) идентичен решениям уравнений нелинейной

оптики и нелинейной акустики, в частности оптическим

и акустическим резонансным векторным 0π-импульсам

и нерезонансному двухкомпонентному векторному бри-

зеру в диспергирующей и нелинейной керровской сре-

де [3–5]. Следовательно, полученный результат дает

основание сделать вывод, что двухкомпонентный вектор-

ный бризер, осциллирующий на СРЧ, характеризует об-

щие нелинейные свойства физических систем, описывае-

мых совершенно разными нелинейными уравнениями, и

может формироваться в абсолютно различных физиче-

ских ситуациях и материалах. Это обстоятельство будет

стимулировать не только дальнейшие теоретические

и экспериментальные исследования двухкомпонентных

векторных бризеров, но и их применение в различных

устройствах, в которых используются двухкомпонент-

ные нелинейные уединенные волны.
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