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На основе трехфазной модели простого вещества изучен вопрос о появлении и исчезновении S-петли
фазового перехода (ФП) первого рода на изотерме уравнения состояния в области ФП кристалл−жидкость
(К−Ж). Расчеты, проведенные для аргона, показали, что S-петля ФП К−Ж на изотерме уравнении
состояния возникает из-за резкого уменьшения и последующего роста давления, связанного с появлением
делокализованных атомов при изотермическом увеличении удельного объема. С ростом температуры на
изотерме давление, связанное с делокализацией атомов переходит из отрицательной области (где оно
стягивало систему) в положительную область (где оно систему растягивает). Такое поведение данной
функции приводит как к появлению S-петли ФП К−Ж на изотерме уравнения состояния, так и к
исчезновению S-петли ФП К−Ж при высоких температурах с образованием критической точки ФП К−Ж.
Изучено изменение параметров критической точки ФП К−Ж при уменьшении числа атомов в наносистеме.
Показано, что при переходе к наносистеме критические температура и давление уменьшаются, а критический
молярный объем возрастает. Расчеты в рамках трехфазной модели простого вещества показали, что структура
в критической точке ФП К−Ж близка к аморфной упаковке. При этом с уменьшением числа атомов в
наносистеме параметры данной аморфной структуры в критической точке ФП К−Ж меняются слабо.
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1. Введение

В 1873 г. Йоханнес Дидерик ван дер Ваальс (Johannes
Diderik van der Waals) опубликовал свою теорию фазо-
вого перехода (ФП) первого рода для ФП жидкость−газ
(Ж−Г). Эта теория объясняла, как появление S-петли
ФП Ж−Г на изотерме уравнения состояния, так и
исчезновение S-петли в критической точке ФП Ж−Г.
Сразу же после работы ван дер Ваальса возник

вопрос о наличии критической точки у ФП первого рода
кристалл-жидкость (К−Ж). История прогнозов и поис-
ков критической точки ФП К−Ж подробно изложена в
обзорах [1,2]. Дискуссия о критической точке ФП К−Ж
прекратилась после статьи Ландау 1937 г. [3], [4, § 83].
В данной статье была доказана невозможность непре-
рывного перехода

”
между телами различной симметрии

(в частности между жидкостью и кристаллом)“.
Однако это доказательство Ландау было подвергнуто

сомнению Френкелем [5, с. 133–135], ввиду того, что в
доказательстве Ландау не были учтены метастабильные
и нестабильные состояния, которые присутствуют при
ФП К−Ж. Френкель утверждал, что если учесть ме-
тастабильные и нестабильные состояния на изотерме
уравнения состояния, то критическая точка для ФП
К−Ж

”
принципиально возможна“.

В последнее время применимость теоремы Ландау к
жидкости и твердому телу при высоких давлениях (P) и
температурах (T ) также была поставлена под сомнение

в работах [6], [7, с. 513], [8–14]. Дело в том, что при высо-
ких P−T -условиях различие в структурах твердого тела
и жидкости становится незначительным [15,16]. Кроме
того, некоторые аргументы, доказывающие отсутствие
критической точки ФП К−Ж имеют ряд недостатков.
Например, в работе Стишова [6] экстраполяцией экс-
периментальных данных для скачков объема (1V/Vs)
и энтропии (1s/kB, где kB — постоянная Больцмана)
аргона и натрия на значение T = ∞ были получены
конечные величины

1V/Vs → 0.03 и 1s/kB → 0.9 − для ГЦК-аргона,

1V/Vs → 0.0034 − для ОЦК-натрия.

И хотя в [6] на основании этих экстраполяционных
оценок было сделано утверждение об отсутствии кри-
тической точки ФП К−Ж, надо признать, что вопрос
является открытым и сегодня, ибо данная экстраполяция
неоднозначна. Кроме того, у натрия (как и у других ще-
лочных металлов) на кривой плавления T m(P) имеется
максимум [17, Fig. 19], что делает экстраполяцию функ-
ции 1V/Vs на значение T = ∞ не вполне корректной.
Вместе с тем, идея Ландау получила свое разви-

тие в работе [18]. В этой работе было введено два
параметра порядка. Первый параметр порядка — это
плотность, а второй параметр порядка — упорядочен-
ность. Первый параметр порядка — скалярный параметр
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порядка. Упорядоченность — это векторный параметр
порядка. Данная модель исходит из гипотезы отсутствия
критической точки ФП К−Ж, полагая что кристалл и
жидкость различаются не только количественно, но и ка-
чественно —

”
внутренним порядком“. Именно поэтому

в определение
”
параметра упорядоченности среды“ была

введена ступенчатая функция Хевисайда от разности
плотности среды и плотности в точке ФП К−Ж при
заданной температуре. Легко понять, что такое при-
ближение допустимо в окрестности тройной точки, но
при высоких P−T -условиях (где различие в плотности
и в структуре твердого тела и жидкости становится
незначительным) использование ступенчатой функции
становится не вполне корректным.
На сегодняшний день критическая точка ФП К−Ж

экспериментально не обнаружена. Но поиски и прогно-
зы критической точки ФП К−Ж продолжаются [9–14].
В статье [9] на основе изложенных там cоображений бы-
ла сделана оценка P−T -параметров критической точки
ФП К−Ж для железа

Tcm = 8632K = 8.632 kK, Pcm = 7.93Mbar = 793GPa.

В статье [11] на основе предложенной там аналити-
ческой модели была сделана оценка P−T -параметров
критической точки ФП К−Ж для меди

Tcm = 184 kK, Pcm = 102Mbar = 10 200GPa.

Также в [11] были оценены значения Pcm для других
элементарных веществ. Было указано, что наименьшим
значением Pcm обладают наиболее сжимаемые элемен-
тарные кристаллы (гелий и щелочные металлы).
В работе [13] на основе трехфазной аналитической

модели была сделана оценка P−T−V -параметров кри-
тической точки ФП К−Ж для аргона

Tcm = 17214K = 17.214 kK,

Pcm = 388.24 kbar = 38.824GPa, Vcr = 21.824 cm3/mol.

Но на современном этапе указанные P−T -условия
недостижимы в эксперименте. Возникает вопрос: при ка-
ких условиях можно экспериментально обнаружить кри-
тическую точку ФП К−Ж?
В данной работе на основе новой модификации трех-

фазной модели простого (однокомпонентного) вещества,
которая была представлена в [19], был изучен вопрос
о появлении и исчезновении S-петли ФП К−Ж на
изотерме уравнения состояния аргона. Кроме того, было
изучено изменение параметров критической точки ФП
К−Ж при уменьшении числа атомов в наносистеме.

2. Трехфазная модель простого
вещества

Будем полагать, что рассматриваемая система образу-
ет решеточную структуру из N + Nv сферических ячеек

одинакового объема, из которых Nv ячеек вакантны,
а N ячеек заняты тождественными сферически симмет-
ричными атомами, масса каждого из которых равна m.
Из N атомов только часть атомов (N−Nd) локализована
в ячейках, а другая часть (Nd) — делокализована.
Если локализованные атомы колеблются в ячейках, то
делокализованные атомы, приобретя в результате при-
сущих статистической системе флуктуаций избыточную
кинетическую энергию, перемещаться по всему объему
системы (V ). Причем со временем локализованный
атом, возбудившись, может стать делокализованным, и
наоборот. Но если температура и плотность системы
постоянны, то средняя (по системе) доля делокализован-
ных атомов: xd = Nd/N, как и средняя доля вакантных
узлов: φv = Nv/(N + Nv), не изменяются.
Пусть атомы взаимодействуют посредством парного

4-х параметрического потенциала Ми−Леннард-Джонса,
который имеет вид

ϕ(r) =
D

(b − a)

[

a

(

ro

r

)b

− b

(

ro

r

)a]

. (1)

где D и ro — глубина и координата минимума потенци-
ала, b > a > 1 — численные параметры.
Если в решетке содержится Nv вакансий, однородно

распределенных по объему, то первое координационное
число (т. е. число ближайших соседних атомов) равно

kn =
ko

nN
N + Nv

= ko
n · (1− φv), (2)

где ko
n — число ближайших к данному атому ячеек (как

занятых, так и вакантных), т. е. это первое координаци-
онное число при Nv = 0, φv — вероятность образования
вакансии в решетке простого вещества [20]:

φv =
Nv

N + Nv

=
2

π1/2

∞
∫

[Ev/(kBT )]1/2

exp(−t2) · dt, (3)

где kB — постоянная Больцмана, Ev — энергия создания
вакантного узла в решетке.
Объем системы равен сумме объемов, приходящихся

на одну (занятую либо вакантную) ячейку (va), форму
которой считаем сферической

V =
π

6k p
(N + Nv)c

3 =
va

k p

N
(1− φv)

,

va =
π

6
c3 =

V
N

k p(1− φv), (4)

co =

(

6k pV
πN

)1/3

=

[

6va(φv = 0)
π

]1/3

, (5)

где c = co · (1− φv)
1/3 — расстояние между центрами

ближайших ячеек, k p — коэффициент упаковки струк-
туры из (N + Nv) сферических ячеек, co — расстояние
между центрами ближайших ячеек в исходной (не сре-
лаксировавшей в активированное вакансиями состояние)
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безвакансионной (при Nv = 0) системе (на это указыва-
ет индекс

”
o“).

Очевидно, что центр делокализованного атома может
перемещаться по всему объему системы, а центр лока-
лизованного атома только в пределах ячейки, в которой
он локализован. Тогда для удельной (на атом) свободной
энергии Гельмгольца макроскопической системы (где
N → ∞ и V → ∞ при N/V = const) можно получить
выражение [19,21]:

f H = f i + f s + f w + f d + f k . (6)

Здесь f i — это удельная свободная энергия трансля-
ционного движения делокализованных атомов

f i = −xdkBT

[(

T
Ad

)3/2 V
V0

]

, (7)

где введены обозначения

Ad =

(

2π~
2

mkB

)(

N
eV0

)2/3

, V0 = N

(

π

6k p

)

r3o. (8)

Здесь ~ — постоянная Планка, e = 2.718 — основание
натурального логарифма, xd — доля делокализованных
атомов, т. е. это вероятность атома иметь кинетическую
энергию выше, чем Ed — энергии делокализации ато-
ма [22]:

xd =
Nd

N
=

2
π1/2

∞
∫

Ed/(kBT)

t1/2 exp(−t) · dt. (9)

Второе слагаемое в (6) — это удельная свобод-
ная энергия статического взаимодействия всех атомов
между собой, которая при использовании приближения

”
взаимодействия только ближайших соседей“ имеет вид

f s =

(

ko
n

2

)

(1− φv)D ·Uo(R), (10)

где R = ro/c — относительная линейная плотность
системы,

Uo(R) =
aRb − bRa

(b − a)
, R =

ro

c
=

[

V0

V (1− φv)

]1/3

.

Третье слагаемое в (6) — это удельная свободная
энергия колебательного движения локализованных в
ячейках атомов. В рамках модели колебательного спек-
тра Эйнштейна данное слагаемое имеет вид (2E —
температура Эйнштейна)

f w = 3(1− xd)kBT

{

0.5
2E

T
+ ln

[

1− exp

(

−
2E

T

)]}

.

(11)

Функция f d — это удельная свободная энергия
динамического взаимодействия делокализованных ато-
мов из-за их смещения от центров ячеек при ми-
грации по объему. В приближении

”
взаимодействия

только ближайших соседей“ для этой функции в рабо-
тах [5, с. 216], [19], [23, с. 243] было получено выражение

f d =
xdko

n(1− φv)abD
2(b − a)

×

{

Rb

[

l3(b, ξp)

b

]

− Ra

[

l3(a, ξp)

a

]}

, (12)

где введены обозначения

l3(k, t) =
(1 + t)k−2 − (1− t)k−2

2(k − 2)t(1 − t2)k−2
− 1,

ξp =
0.5

31/2k1/3
p

< 0.5. (13)

Последнее слагаемое в (6) f k — это удельная сво-
бодная энергия

”
перестановочного движения“ атомов,

которая возникает из-за применения формулы Стирлин-
га [19]:

f k =−
kBT
N

ln

[

(Nd/e)Nd

Nd !

]

∼=
kBT
2N

ln(2πNd). (14)

Очевидно, что f k исчезает в
”
термодинамическом

пределе“, т. е. при условии N → ∞, V → ∞ и v = V/N
= const.
Входящие в (2)−(12) функции Ev, Ed и 2E были

определены для макросистемы простого вещества в ра-
ботах [20,21,24]. Энергия создания вакансии в структуре
однокомпонентного вещества имеет вид [20]:

Ev =
EL

1 + xd [(CDEL/kBT ) − 1]
, (15)

где введены обозначения

EL =
m
ko

n

(

cokB2E0

2~

)2

· f y

(

2E0

T

)

,

CD =
4ko

n

3k2/3
p

, f y (yw) =
2

yw

[1− exp(−yw)]

[1 + exp(−yw)]
. (16)

Индекс
”

o“ у функций co и 2E0 означает, что функ-
ции рассчитаны для исходной (не срелаксировавшей в
активированное вакансиями состояние) безвакансионной
виртуальной решетки (т. е. при φv = 0).
Для энергии делокализации атома было получено

выражение [21,22]:

Ed =

(

3
8π2

)

· m ·

(

cokB2E0

~k1/3
p

)2

· f y(ywo)

= Ed1 · f y (ywo) = C ld · EL, (17)

где введены обозначения

C ld =
3ko

n

2π2k2/3
p

=

(

9
8π2

)

CD, ywo =
2E0

T
,

Ed1 = Ed
(

f y (ywo) = 1
)

=
3m

8k2/3
p

(

3cokB2o

4π~

)2

. (18)
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Здесь 2 — температуры Дебая, которая
связана с температурой Эйнштейна соотношением:
2=(4/3)2E [23, с. 796], [25, гл. 2, с. 116]. Для функции 2

было получено выражение следующего вида [24]:

2 = Awξ

[

−1 +

(

1 +
8D

kBAwξ2

)1/2]

, (19)

где введены следующие обозначения:

ξ =
9
ko

n
, Aw = KR

5knab(b + 1)
144(b − a)

(

ro

c

)b+2

,

KR =
~
2

kBr2om
. (20)

Было показано, что данные определения функций
Ev, Ed и 2E позволяют получить результаты, хорошо
согласующиеся с экспериментальными оценками. Кроме
этого, использование входящих в (6) функций Ev, Ed

и 2E в виде (15)−(20) приводит к выполнимости как
третьего начала термодинамики в

”
сильной“ формули-

ровке Планка, так и к согласованности термического
и калорического уравнений состояния для макроси-
стемы. Было показано, что данный формализм полно-
стью учитывает

”
коллективную энтропию“ (communal

entropy) [6], [23, c. 227], [26].
”
Коллективная энтропия“

определяет собой ту поправку, которую необходимо
было включать в

”
твердоподобные“ или в

”
газоподоб-

ные“ теории жидкого состояния из-за некорректного
учета в них как разницы в областях доступности у
локализованных и делокализованных атомов, так и для
корректного учета числа возможных перестановок в
системе. В соответствии с (14)

”
параметр коллектив-

ной энтропии“ равен: σcom = exp[xd(v, T )]. Отсюда при
xd = 1 (т. е. для газа при высоких T ) получаем: σcom = e,
а при xd = 0 (т. е. для кристалла при низких T ) имеем:
σcom = 1.
Данная решеточная модель основана на идеях

Я.И. Френкеля [5, гл. 3 и 4], который указал, что кри-
сталлическое и жидкое состояния однокомпанентного
вещества различаются только долей вакантных узлов
в виртуальной решетке, и долей подвижных атомов.
В нашем подходе эти функции φv и xd связаны между
собой через энергетические параметры (15)−(17).

3. Расчет изотерм уравнения
состояния для макросистемы

Для расчетов был взят аргон (m(Ar) = 39.95 a.m.u.),
имеющий в твердой фазе гранецентрированную кубиче-
скую (ГЦК) структуру: ko

n = 12, k p = 0.7405. В связи с
этим, структурные параметры решеточной модели будут
равны

CD = 4ko
n/(3k2/3

p ) = 19.548 из (16),

C ld = 3ko
n/(2π

2k2/3
p ) = 2.2282 из (18),

ξ = 9/ko
n = 0.75 из (20).

Параметры парного межатомного потенциала Ми–
Леннард-Джонса (1) для Ar были определены само-
согласованным образом из экспериментальных данных
твердой фазы в [27]:

ro = 3.7555 · 10−10 m, D/kB = 173.6K,

a = 6, b = 17. (21)

При использовании параметров из (21) входящие в
формализм термодинамические константы модели будут
равны

vo = (π/6k p)r
3
o = 37.4522 · 10−30m3,

Vo = voNA = 22.5542 cm3/mol, 2E(1) = 65.106K,

2(1) = (4/3)2E(1) = 86.807K, γ(1) = 3.011.

Здесь NA = 6.02214 · 1023 mol−1 — число Авогадро
(Avogadro constant), γ = −(∂ ln2/∂ ln v)T — первый па-
раметр Грюнайзена. Значение 1 у функций Aw , 2E и γ

указывает на то, что они определены при аргументе
равном: R = ro/c = 1.
Расчет нормированного термического уравнения со-

стояния проводился численным дифференцированием
изотермической зависимости функции f H/D по аргу-
менту v/vo = (co/ro)

3, т. е. по формуле

Pvo

D
= −

[

∂( f H/D)

∂(v/vo)

]

T

.

Здесь v = V/N = (π/6k p)c3
o — удельный (на атом)

объем системы при расстоянии между центрами ближай-
ших атомов равном co.
Расчет изотермической зависимости функции Pvo/D

от аргумента v/vo показал [19], что при средних темпе-
ратурах изотермы имеют две S-петли, соответствующие
по физическому смыслу ФП К−Ж и Ж−Г. При высоких
температурах S-петля ФП Ж−Г стягивается в крити-
ческую точку. При низких температурах две S-петли
ФП К−Ж и Ж−Г сливаются в одну большую S-петлю,
соответствующую ФП кристалл−газ. Таким образом,
предложенная модель позволяет с единых позиций полу-
чить качественную картину для всех трех фаз простого
вещества. При этом в модели не содержится никаких

”
внешних критериев“ для запуска ФП К−Ж (типа кри-
терия Линдеманна [1,2]), и никаких подгоночных посто-
янных. Но количественные результаты данной модели
еще далеки от экспериментальных данных. Например,
для критической точки ФП Ж−Г в [19] были получены
следующие параметры:

Tcr = 249K, Vcr = 71.98 cm3/mol, Pcr = 0.016215GPa,

Zcr = [Pv/(kBT )]cr = 0.564, vcr/vo = 3.1915,

Pcrvo/D = 0.2534, (22)

φv cr = 0.750138, kn cr = 2.99835, xd cr = 0.998754.
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Значения из (22) существенно отличаются от экспе-
риментальных параметров критической точки ФП Ж−Г
аргона, которые равны [28]:

Tcr = 150.9K, Vcr = 74.6 cm3/mol,

Pcr = 0.004777GPa, Zcr = 0.290.

Экспериментальное значение первого координаци-
онного числа в критической точке ФП Ж−Г ар-
гона равно: kn cr = 3.6± 0.1 = 3.5−3.7 [29]. Соглас-
но (3), вероятность образования вакантного узла равна:
φv = 1−(kn/ko

n) = 1−(kn/12), Отсюда для критической
точки ФП Ж−Г получим: φv cr = 0.7± 0.0083 [29]. Это
достаточно близко к полученным нами величинам φv cr

и kn cr из (22).
Представленный здесь формализм трехфазной модели

можно использовать для изучения качественных вопро-
сов природы ФП К−Ж. В данном случае на основе этой
модели был изучен вопрос появления критической точки
для S-петли ФП К−Ж при высоких P−T -условиях, а
также было изучено изменение параметров критической
точки ФП К−Ж при уменьшении размера наносистемы.
На рис. 1 показаны изотермы уравнения состояния в

области S-петли ФП К−Ж при T = 15−20 kK. Из рис. 1
видно, что в данной трехфазной модели аргона для
ФП К−Ж имеется критическая точка со следующими
параметрами:

Tcm = 17.87 kK, Vcm = 11.575 cm3/mol,

Pcm = 249.5GPa, Zcm = [Pv/(kBT )]cm = 37.872,

vcm/vo = 0.5132, Pcmvo/D = 3898.5, (23)

φv cm = 0.43562, kn cm = 6.7725, xd cm = 0.13302.

Полученное значение kn cm из (23) указывает на то,
что структура в критической точке ФП К−Ж близка
к аморфной упаковке, для которой другими методами
получены следующие оценки: knamor ph = 6−6.08 [30],
6.2793 [31]. Именно близость структур твердой и жидкой
фаз при высоких P−T -условиях и позволяет реализо-
ваться критической точке ФП К−Ж не нарушая при
этом теорему Л.Д. Ландау [3,4].
Отметим, что вышеуказанные результаты получены

нами в предположении, что параметры парного меж-
атомного потенциала из (21) не изменяются вплоть до
указанных в (23) P−T -условий. Если же параметры
межатомного потенциала в силу различных причин
будут изменяться, то представленные в (23) значения
критической точки ФП К−Ж могут быть иными.
В соответствии с (6), уравнение состояния системы

можно представить в виде

P = Ps + P i + Pw + Pd = Psw + P id . (24)

Здесь Ps = −(∂ f s/∂v)T — давление из-за стати-
ческого взаимодействия всех атомов между собой,
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Рис. 1. Изотермы уравнения состояния в области S-петли ФП
К−Ж при T = 15−20 kK.

P i = −(∂ f i/∂v)T — давление от трансляционного дви-
жения делокализованных атомов, Pw = −(∂ f w/∂v)T —
давление из-за колебательного движения локализован-
ных атомов, Pd = −(∂ f d/∂v)T — давление из-за ди-
намического взаимодействия делокализованных атомов
со своим окружением при их смещении от центров
ячеек в процессе миграции по объему, Psw = Ps + Pw ,
P id = P i + Pd .
Из формулы (6) легко видеть, что при xd = 0 по-

лучим: f H(xd = 0) = f s + f w , т. е. это удельная сво-
бодная энергия кристалла при низких температурах.
При xd = 1 и при значении φv близком к еди-
нице из (6) получим удельную свободную энер-
гию газа: f H(xd = 1) = f i + f s + f d . Поэтому величи-
ну Psw = Ps + Pw из (24) можно назвать давлением
от

”
твердоподобных“ атомов, а P id = P i + Pd — давле-

нием от
”
газоподобных“ атомов.

На рис. 2 показаны изотермы общего давления
(сплошная толстая линия) и вкладов, которые его со-
ставляют в (24), как для T = 20 kK (верхний график),
так и для T = 15 kK (средний график). На нижнем
графике рис. 2 показаны изотермы общего давления
(сплошные толстые линии) при T = 20 (верхняя линия)
и 15 (нижняя линия) kK, и составляющих его двух
вкладов: от

”
твердоподобных“ и

”
газоподобных“ атомов:

Psw — тонкие линии с минимумом, P id — тонкие линии
с минимумом и максимумом. Тонкие штриховые линии
относятся к T = 15 kK, тонкие пунктирные линии —
к T = 20 kK.
Из рис. 2 легко понять, что S-петля ФП К−Ж на

изотерме уравнении состояния возникает из-за резкого
уменьшения и последующего роста давления, связанного
с появлением делокализованных атомов при изотерми-
ческом увеличении удельного объема. При этом, если
на изотерме T = 15 kK в предплавительной области
функции Pd и P id отрицательные (т. е. они стягивают
кристалл), то на изотерме T = 20 kK эти функции стано-
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вятся положительными (т. е. они систему растягивают).
Такое поведение данных функций обуславливает как
появление S-петля ФП К−Ж на изотерме уравнении
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Рис. 2. Изотермы общего давления (сплошная толстая линия)
и его составляющих при T = 20 (верхний график) и 15
(средний график) kK: Ps — штриховая линия, P i — штрих-
пунктирная линия, Pw — пунктирная линия, Pd — штрихпунк-
тирная линия. На нижнем графике показаны изотермы общего
давления (сплошные толстые линии), и составляющих его
двух вкладов: Psw = Ps + Pw — тонкие линии с минимумом
и P id = P i + Pd — тонкие линии с минимумом и максиму-
мом. Штриховые линии относятся к T = 15 kK, пунктирные
линии — к T = 20 kK.

состояния, так и ее исчезновение в критической точке
ФП К−Ж при высоких температурах.
Но полученные для макросистемы аргона P−T -пара-

метры критической точки ФП К−Ж очень высокие и
недостижимы для современных экспериментов. Ввиду
этого нами была изучена эволюция параметров крити-
ческой точки ФП К−Ж при уменьшении числа атомов
в системе. При этом нами была использована RP(vac)-
модель нанокристалла, представленная в работах [19,32].

4. Модель нанокристалла
с вакансиями и самодиффузией

Обобщим формализм из (2)−(20) на случай нано-
кристалла из N + Nv = N/(1−φv) одинаковых ячеек, из
которых Nv вакантных ячеек однородно распределено по
объему нанокристалла. Как и в работах [19,32] положим,
что нанокристалл со свободной поверхностью имеет вид
прямоугольного параллелепипеда с квадратным основа-
нием, ограненный гранями типа (100) с геометрической
поверхностью Гиббса. Ячейки образуют кристалличе-
скую структуру с коэффициентом упаковки k p. Величина
f = Nps/Npo = No

ps/No
po — представляет собой параметр

формы, который определяется отношением числа No
ps

атомов (или Nps = No
ps/(1−φv)

1/3 ячеек) на боковом
ребре к числу No

po атомов (или Npo = No
po/(1−φv)

1/3

ячеек) на ребре квадратного основания. Для стержне-
видной формы f > 1, для куба f = 1, для пластинчатой
формы f < 1.
Число ячеек и атомов в нанокристалле определенной

формы (т. е. при данном f ) равно

N + Nv = INT

(

f
N3

po

α

)

= INT

[

f
(No

po)
3

α(1 − φv)

]

,

N = INT

[

f
(No

po)
3

α

]

, (25)

где α = π/(6k p) — параметр структуры, функция INT[x ]
округляет величину x до целого значения, ибо число
ячеек и атомов это величины целочисленные.
Ограничение системы поверхностью приводит к об-

рыву связей на границе. Поэтому если использовано
приближение

”
взаимодействия только ближайших сосе-

дей“, то вместо первого координационного числа (kn)
необходимо брать 〈kn〉 — среднее (по всей наносисте-
ме) значение первого координационного числа, кото-
рое будет зависеть как от размера, так и от формы
наносистемы. При этом структуру системы полагаем
неизменной: k p = const. Данную модель нанокристалла
в виде прямоугольного параллелепипеда (Rectangular
Parallelepiped), форму которого можно варьировать с
помощью параметра формы f , была названа RP-моделью
с вакансиями, или RP(vac)-моделью [32].
В рамках RP(vac)-модели зависимость среднего по

наносистеме значения первого координационного числа
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от аргументов α, N, φv и f имеет вид [32]:

kn(N, φv) = ko
n(∞) · (1− φv)

×

[

1− Zs ( f ) ·

(

α2

N
(1− φn)

)1/3]

, (26)

где ko
n(∞) — первое координационное число (т. е. число

ближайших к данному атому занятых или вакантных
ячеек) для макрокристалла,

Zs( f ) =
1 + 2 f
3 f 2/3

. (27)

Функция формы Zs( f ) достигает минимума равного
единице при f = 1, т. е. для формы куба. Для пластинча-
тых ( f < 1) или стержневидных ( f > 1) форм значение
функции формы больше единицы: Zs ( f 6= 1) > 1. Поэто-
му функция kn( f )∗ = kn( f )/kn(∞) при любом значении
N + Nv имеет максимум при f = 1, т. е. для наиболее
энергетически оптимальной — кубической формы пря-
моугольного параллелепипеда.
Кубическая форма может реализовываться только

при определенном числе ячеек, из которого мож-
но построить куб: (N + Nv)cub = INT

[

(No
po)3/[α(1−φv)]

]

,
где No

po = 2, 3, 4, . . .. При
”
некубичном“ значении чис-

ла ячеек: N + Nv 6= (N + Nv)cub параллелепипед может
иметь либо пластинчатую, либо стержневидную форму,
причем выполняется:

kn
(

(N + Nv)cub ± 1
)

∗

< kn(N + Nv)
∗

cub.

Для наносистемы со свободной поверхностью Гиббса
делокализация атома может происходить двумя различ-
ными путями: внутри объема и на поверхности Гиббса.
Допустим, что делокализация атома со свободной по-
верхности Гиббса связана с переходом атома в газовую
фазу и возвратом атома (этого либо другого) обратно.
Тогда для доли числа делокализованных атомов в нано-
системе получим [19]:

xd =
(N − Nds )xdv + Nds xds

N
= (1− ηds )xdv + ηds xds ,

(28)
Здесь xdv — доля делокализованых атомов в объеме,

которая рассчитывается по формулам (9) и (17), xds —
это вероятность делокализации атома на поверхности
Гиббса способом, отличным от того, каким атом де-
локализуется в объеме. Как было показано в [19], для
делокализация атома со свободной поверхности Гиббса
в газовую фазу и возвратом атома обратно, можно
принять: xds = 0.5.
Доля атомов, делокализованных на поверхности Гибб-

са по способу, отличному от
”
объемного“ способа,

равна [19]:

ηds =
Nds

N
=

2(2 f + 2)
3 f No

po
(1− φv)

1/3(1− xdv)

= 2
Zs( f )

(αN)1/3
(1− φv)

1/3(1− xdv). (29)

Из (29) видно, что для идеального (xdv = 0 и
φv = 0) нанокристалла функция ηds(N) плавно убывает
от ηds = 1 при Nmin = 11 и Zs( f = 1) = 1 (или No

po = 2
и f = 1) до нуля при N → ∞.
Таким образом, использование функций (25)−(29)

в формализме (2)−(20) при k p = const позволяет по-
лучить зависимость свободной энергии Гельмгольца,
как от размера (числа атомов N), так и от формы
нанокристалла ( f ) при данных значениях температуры
и удельного объема (v = V/N), для нанокристалла со
свободной геометрической поверхностью Гиббса.

5. Изменение параметров критической
точки для нано-системы

Изучения S-петли ФП К−Ж на изотермах уравнения
состояния аргона были проведены для наносистемы
кубической формы (т. е. при f = 1) при трех значениях
числа атомов:

No
po = 100,

т. е. N = INT[( f = 1)(No
po)

3/(α = 0.70709)] = 1 414 248;

No
po = 50, т. е. N = 176 781; No

po = 20, т. е. N = 11 314.

Расчет изотермо-изоморфных (т. е. при постоянных
значениях T и f ) зависимостей уравнения состояния
показал, что при уменьшении числа атомов P−V−T -
параметры критической точки ФП К−Ж изменяются:
критические температура Tcm и давление Pcm уменьша-
ются, а критический молярный объем Vcm возрастает.
Результаты расчетов представлены в таблице.
Как видно из таблицы, в критической точке ФП К−Ж

некоторые функции можно полагать независящими от
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Рис. 3. Зависимости от 1/Npo нормированных значений
температуры T∗

cm (штриховая линия с точками), давления P∗

cm

(сплошная линия с квадратами) и величины Z∗

cm (сплошная
линия со звездочками) в критической точке ФП К−Ж для
наносистемы Ar.
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Параметры критической точки ФП К−Ж при различном числе
атомов в наносистеме кубической формы

Npo Macro Npo = 100 Npo = 50 Npo = 20
N N=∞ N=1 414 248 N=176 781 N=11 314

T , K 17870 13560 6480 645

P, GPa 249.5 172.6 66.8 3.55

V , cm3/mol 11.575 12.522 14.723 23.411

Z = Pv/(kBT ) 19.436 19.166 18.256 15.497

v/vo 0.5132 0.5552 0.6528 1.0380

co/ro 0.8006 0.8219 0.8675 1.0125

c(φv)/ro 0.6615 0.6787 0.7292 0.8410

2(φv), K 419.16 347.52 233.17 58.50

γ(φv) 2.240 2.435 2.711 3.063

q(φv )
1 1.198 0.901 0.522 0.107

Ed/(kBT ) 2.7979 2.7804 2.9539 2.8002

xd = Nd/N 0.1330 0.1403 0.1276 0.1592

Ev/(kBT ) 0.3039 0.3022 0.3453 0.3155

φv=Nv/(N+Nv) 0.4356 0.4369 0.4060 0.4270

lg(φv/xd) 0.5152 0.4935 0.5027 0.4284

kn(φv)
∗ 0.5644 0.5598 0.5870 0.5562

kn(φv) 6.77 6.72 7.04 6.67

Пр име ч а н и е. 1 Здесь q = (∂ ln γ/∂ ln v)T — второй параметр Грю-
найзена.

размера системы. Например, можно принять

Ed/(kBT ) = 2.8, xd = Nd/N = 0.14, Ev/(kBT ) = 0.32,

φv = Nv/(N + Nv) = 0.43, lg(φv/xd) = 0.5,

kn(φv)
∗ = 0.56, kn(φv) = 6.7.

На рис. 3 показаны зависимости от 1/Npo нормиро-
ванных значений температуры T∗

cm, давления P∗

cm и вели-
чины Z∗

cm в критической точке ФП К−Ж для наносисте-
мы Ar. Здесь X∗

cm = Xcm(N)/Xcm(Macro) — значение кри-
тического параметра для наносистемы нормированное
на соответствующее значение для критической точки
ФП К−Ж в макросистеме.
Если форма наносистемы со свободной поверхностью

Гиббса будет отлична от энергетически оптимальной
формы (для параллелепипеда это форма куба), то раз-
мерные зависимости функций T∗

cm, P∗

cm и Z∗

cm будут
заметнее ввиду более сильной зависимости функций
kn(N) и ηds (N) при f 6= 1 в формулах (26) и (29),
соответственно.
Если наносистема с данной формой поверхности

одной гранью лежит на подложке, то число атомов
на свободной поверхности Гиббса (т. е. величина Nds

в (29)) уменьшается. Это приводит к тому, что раз-
мерные зависимости функций T ∗

cm, P∗

cm и Z∗

cm становятся
меньше, чем для безопорного нанокристалла.
Таким образом, изучая плавление нанокристаллов

инертных газов (или других веществ с низкими темпера-
турами плавления) можно обнаружить критическую точ-
ку ФП К−Ж при относительно низких P−T -условиях.
Отметим, что, как было показано в работах [19,33,34],

P−V−T -параметры критической точки ФП Ж−Г при
переходе к наносистеме изменяются аналогичным обра-
зом: критические температура и давление уменьшаются,
а критический молярный объем возрастает.

6. Заключение

На основе трехфазной модели простого вещества
изучен вопрос о появлении и исчезновении S-петли
ФП К−Ж на изотерме уравнения состояния аргона.
Показано, что S-петля ФП К−Ж на изотерме уравнении
состояния возникает из-за резкого уменьшения и после-
дующего роста давления, связанного с появлением дело-
кализованных атомов при изотермическом увеличении
удельного объема. С ростом температуры на изотерме
давление, связанное с делокализацией атомов переходит
из отрицательной области (где оно стягивало систему) в
положительную область (где оно систему растягивает).
Такое поведение данной функции обуславливает как
появление S-петля ФП К−Ж на изотерме уравнении
состояния, так и исчезновение S-петля ФП К−Ж при
высоких температурах, с появлением критической точ-
ки ФП К−Ж.
В рамках RP(vac)-модели изучено изменение пара-

метров критической точки ФП К−Ж при уменьшении
числа атомов в наносистеме. Показано, что при переходе
к наносистеме критические температура и давление
уменьшаются, а критический молярный объем возрас-
тает.
Расчеты в рамках представленной трехфазной модели

простого вещества показали, что структура в крити-
ческой точке ФП К−Ж близка к аморфной упаковке.
При этом, с уменьшением числа атомов в наносистеме
параметры данной аморфной структуры меняются слабо.
Показано, что для наносистемы с формой свободной

поверхности Гиббса отличной от энергетически опти-
мальной формы, размерные зависимости функций T ∗

cm,
P∗

cm и Z∗

cm будут заметнее. Если наносистема с данной
формой поверхности одной гранью лежит на подложке,
то размерные зависимости функций T ∗

cm, P∗

cm и Z∗

cm

становятся слабее.
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