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Построена аналитическая модель рассеяния лазерного пучка на неоднородном ансамбле эритроцитов.

Модель учитывает различие эритроцитов по размерам, формам и ориентациям в пространстве. Установлена

связь экспериментально измеряемого параметра — видности дифракционной картины — с характеристикой,

имеющей смысл меры неоднородности образца крови по размерам и формам эритроцитов. Показано свойство

монотонности этой зависимости, что позволяет оценивать разброс эритроцитов по размерам и формам на

основе измерения видности дифракционной картины.
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Введение

Лазерную дифрактометрию мазка крови можно рас-

сматривать как метод измерения распределения эрит-

роцитов по размерам [1]. Для проведения таких изме-

рений необходимо просветить мазок крови лазерным

пучком, сфотографировать возникающую при этом ди-

фракционную картину и обработать ее на компьютере с

помощью специального алгоритма. Достоинством этого

метода являются его относительная простота, а также

возможность быстро обрабатывать большие ансамбли

клеток крови без использования микроскопа. Алгоритм

обработки дифракционной картины строится на основе

решения физической задачи о рассеянии лазерного пуч-

ка на неоднородном ансамбле частиц. Эта задача вклю-

чает в себя определенную модель ансамбля эритроцитов.

В работе [2] мы моделировали эритроциты на мазке

крови круглыми дисками, отличающимися друг от друга

по радиусу. Более точная модель должна учитывать

особенности формы эритроцитов. В настоящей работе

мы моделируем ансамбль эритроцитов на мазке крови

набором плоских эллиптических дисков с разбросом

по размерам, формам и ориентациям. Наша основная

цель — связать статистические характеристики такого

ансамбля с параметрами наблюдаемой дифракционной

картины.

Касаясь медицинского аспекта проблемы, отметим,

что важным параметром крови является разброс эритро-

цитов по размерам (RDW — Red Blood Cell Distribution

Width). Известно, что повышенное значение этого па-

раметра (более 15%) является неспецифическим факто-

ром, указывающим на общее неблагополучное состояние

организма человека [3]. Повышенное значение RDW

рассматривают как неблагоприятный фактор при забо-

леваниях сердца и периферических сосудов, болезнях

почек и печени [4], а также при остром тяжелом вос-

палении легких, вызванном короновирусной инфекцией

(COVID-19) [5].

Лазерная дифрактометрия как метод
измерения размеров частиц

Измерения размеров малых частиц на основе ла-

зерной дифракции ведут свою историю с 80-х годов

прошлого века [6]. В настоящее время эта методика

применяется для контроля качества порошков, состоя-

щих из малых частиц. Это лекарственные и химические

препараты, биологические клетки, взвесь ила речного

дна, микросферы краски и многие другие [7]. Однако в

большинстве работ по данной методике каждая частица

моделируется с помощью сферы или тонкого круглого

диска, поэтому реальные несферические частицы мо-

делируются с ошибкой. Это не является критическим

препятствием для применения методики, так как она

все равно позволяет получать повторяемые результаты

на схожих и различные результаты на существенно

отличающихся образцах малых частиц. Тем не менее

в ряде областей, например в медицинской диагностике

крови, крайне важно представлять результат измерения

в адекватном виде [8]. Для этого необходимы более

совершенные модели рассеяния лазерного излучения
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на неоднородных ансамблях частиц [9]. Одна из таких

моделей представлена в настоящей работе.

В медицине наиболее распространенными методами

для измерения размеров эритроцитов считаются счетчик

Коултера и стандартная оптическая микроскопия [8].
Оба этих метода имеют свои достоинства и недостатки,

но здесь лишь отметим, что для увеличения количе-

ства эритроцитов, размеры которых требуется опреде-

лить, необходимо прямо пропорционально увеличить и

длительность измерения. В лазерной дифрактометрии,

чтобы увеличить количество эритроцитов, участвующих

в измерении, необходимо лишь расширить лазерный

пучок. В частности, количество освещаемых эритро-

цитов может быть от десятков тысяч до миллиона

в одном акте измерения, длящемся порядка секунды,

включая компьютерную обработку данных. Отметим,

что помимо проведения самого измерения необходимо

заранее приготовить образец крови на мазке, что может

занимать значительно больше времени. Тем не менее

возможность быстрой обработки большого ансамбля

эритроцитов является принципиальным преимуществом

метода лазерной дифракции по сравнению с конку-

рирующими аналогами. Кроме того, данные лазерной

дифрактометрии могут дополнять и уточнять данные

измерений счетчика Коултера и оптической микроско-

пии.

Измерения лазерной дифракции начали применять

для анализа эритроцитов относительно недавно [10–13].
Известен целый ряд работ, посвященных решению толь-

ко прямой задачи рассеяния плоской монохроматиче-

ской волны на одиночной частице несферической фор-

мы, имитирующей эритроцит [14–17]. В прямой задаче

известны все параметры лазерного пучка и характери-

стики частицы, и требуется рассчитать дифракционную

картину.

Решение прямой задачи обычно используют как го-

товый компонент для решения обратной задачи, в

которой дана дифракционная картина и необходимо

найти функцию распределения частиц по размерам.

В обратной задаче предполагается, что исследуемые

частицы освещены лазером с известной длиной волны, и

сфотографирована дифракционная картина, из которой

можно извлечь угловое распределение интенсивности

света, рассеянного на этих частицах. Дифракция из-

меряется в дальней зоне в малых углах (примерно
до 15−25◦ отклонения от направления лазерного луча

в зависимости от постановки задачи). Решению этой

задачи в общем виде посвящено много работ (см., на-
пример, обзор [7]). Существуют приборы, известные как

лазерные дифрактометры, лазерные гранулометры, или,

в английской литературе, laser particle sizers, доступные

коммерчески [18].

Хотя производители не раскрывают некоторые осо-

бенности своих приборов, в целом все они следуют

одному и тому же принципу. Обратная задача сводится к

решению интегрального уравнения Фредгольма первого

рода следующего вида [7]:

r 2
∫

r 1

Ĩ (r, θ)w(r )dr = I (θ),

где w(r ) — искомое распределение частиц по разме-

рам. Функция Ĩ (r, θ) описывает угловое распределение

интенсивности света, рассеянного на одной круглой или

сферической частице с радиусом r . Функция I (θ) есть

угловое распределение интенсивности света, рассеянно-

го на всем ансамбле частиц. Эта функция измеряется

экспериментально. Данная задача считается некорректно

поставленной в том смысле, что ее решение неустой-

чиво и сильно зависит от шумов [19]. Для ее решения

применяют различные методы регуляризации [20,21].
Если в указанном интегральном уравнении заменить

интеграл на интегральную сумму с конечным числом

слагаемых, а также ввести конечный набор углов наблю-

дения θ j , получим систему линейных алгебраических

уравнений:

N
∑

i=1

Ĩ (r i , θ j )pi = I j , 1 ≤ j ≤ M,

где pi = p(r i ) обозначает вероятность того, что радиус

эритроцита равен r i , I j = I (θ j ) обозначает интенсив-

ность света, рассеянного под углом, равным θ j . Решая

эту систему уравнений, в принципе можно найти всю

функцию распределения эритроцитов по размерам, но

для этого понадобится измерение распределения интен-

сивности света в широкой области дифракционной кар-

тины. Если же ограничиться измерением интенсивности

лишь в двух углах (в темном кольце и в светлом кольце

дифракционной картины), то можно найти первые два

момента функции распределения эритроцитов по разме-

рам [2,22].
Типичный вид мазка крови под микроскопом показан

на рис. 1, a. На рис. 1, b изображена типичная дифрак-

ционная картина, соответствующая рассеянию лазерно-

го пучка с длиной волны 650 nm на влажном мазке

эритроцитов. В центре дифракционной картины всегда

наблюдается характерное круглое светлое пятно, по

мере удаления от центра видно темное кольцо, еще

дальше светлое кольцо, и так далее темные и светлые

кольца чередуются друг с другом. В целом структура на-

поминает известную картину Эйри (картину рассеяния

плоской волны на круглом отверстии) [23]. Видность ν
такой картины определяется формулой [2]:

ν =
Imax − Imin

Imax + Imin

, (1)

где Imin — значение интенсивности в первом минимуме

дифракционной картины, а Imax — значение интенсивно-

сти в последующем максимуме дифракционной картине.

Видность дифракционной картины можно использовать

для оценки разброса частиц по размерам [2].
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a b

Рис. 1. Вид мазка крови под микроскопом (a) и картина рассеяния лазерного пучка на мазке крови (b).

В работах [1,2,22] мы моделировали эритроциты

круглыми дисками. В настоящей работе мы обобщаем

теорию, рассматривая частицы более сложных форм.

Сначала мы представим теоретическую модель, описы-

вающую рассеяние лазерного пучка на частицах эл-

липтической формы со случайными ориентациями в

плоскости предметного стекла. Затем введем меру асим-

метрии частиц произвольной формы. Наконец, опишем

численные расчеты, направленные на проверку теории.

С математической точки зрения наш подход близок к

подходу, развитому в работах [24–26]. Предлагаемый

нами анализ отличается тем, что он чувствителен к

формам эритроцитов на мазке крови. Такие анализы

позволят оценивать долю серповидных клеток, эхиноци-

тов, пойкилоцитов и клеток других неправильных форм,

которые по разным причинам могут присутствовать в

исследуемом образце крови.

Рассеяние лазерного пучка
на ансамбле эллиптических дисков

На рис. 1 показаны вид мазка крови под микроскопом

и картина рассеяния лазерного пучка на нем (дифрак-
ционная картина). Видно, что эритроциты отличаются

друг от друга по размерам и формам. Они не являются

идеально круглыми дисками. Ориентацию эритроцита

на мазке можно задать прямой линией, проведенной

через две наиболее удаленные друг от друга точки

эритроцита. Для эритроцита эллиптической формы эта

линия направлена вдоль большой оси эллипса. Мы по-

лагаем, что эта ориентация случайна. Типичная ди-

фракционная картина обладает круговой симметрией и

представляет собой систему концентрических темных

и светлых колец. Известно, что радиус первого тем-

ного кольца определяет средний размер эритроцита на

мазке крови, а отношение яркости первого темного и

первого светлого колец связано с разбросом клеток по

размерам [2]. Возникает вопрос, как влияет различие

форм эритроцитов на дифракционную картину. Анализу

этого вопроса посвящена настоящая работа. Основное

внимание мы уделим расчету видности дифракционной

картины, которая возникает при рассеянии лазерного

пучка на ансамбле частиц, отличающихся друг от друга

как по размерам, так и по формам.

Будем моделировать эритроцит на мазке крови плос-

ким эллиптическим диском. Рассеяние лазерного пучка

на таком диске описывается формулой [2]

I = I 0|γ|2
(

ab
k
z

)2[J1(q)

q

]2

. (2)

Здесь I 0 — интенсивность падающего пучка, |γ|2 — па-

раметр, определяемый толщиной диска и его оптической

плотностью, a и b — размеры полуосей диска, k — вол-

новое число световой волны, z — расстояние от мазка

крови до экрана наблюдения, J1(q) — функция Бесселя

первого порядка. Аргумент этой функции определятся

формулой

q =
k
z

√

a2x2 + b2y2, (3)

где x, y — декартовы координаты точки на экране

наблюдения. Формулы (2), (3) описывают распределение
интенсивности света в той части экрана наблюдения,

которая лежит за пределами прямого лазерного пучка.

Оси координат на экране наблюдения направлены па-

раллельно осям симметрии диска.

Интенсивность света в центре дифракционной карти-

ны найдем по формулам (2), (3), полагая x → 0, y → 0.

Учитывая асимптотику функции Бесселя [27], получим

I (0) =
1

4
I 0|γ|2

(

ab
k
z

)2

. (4)
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Величину I (0) удобно использовать в качестве масштаба

интенсивности света в ДК. Интенсивность света в про-

извольной точке ДК, нормированная на интенсивность

центрального дифракционного максимума, определяется

формулой

I
I (0)

=

[

2J1(q)

q

]2

.

Здесь величина q определяется формулой (3).
В области первого минимума интенсивности света на

ДК функцию Бесселя можно аппроксимировать линей-

ной функцией [27]

J1(q) = β(q − q1).

Здесь

β = −0.4, q1 = 3.82. (5)

В этой области распределение нормированной интенсив-

ности света приобретает вид

1

4β2
I

I (0)
=

(

1− q1

q

)2

. (6)

Допустим, что рассматриваемый эллиптический диск

характеризуется малым эксцентриситетом (т. е. мало

отличается от круглого диска). В этом случае размеры

полуосей диска можно представить в виде

a = a0(1 + ε2), b = a0(1− ε2). (7)

Здесь ε2 — малый безразмерный параметр, такой что

|ε2| ≪ 1. (8)

Подставив (7) в (3) и учитывая (8), получим приближен-

ное выражение для величины q, а именно

q =
k
z

a0

√

x2 + y2

(

1 + ε2
x2 − y2

x2 + y2

)

. (9)

Формулы (5), (6), (9) описывают рассеяние лазерного

пучка на эллиптическом диске с малым эксцентри-

ситетом.

Теперь предположим, что оси симметрии диска по-

вернуты на некоторый угол ϕ относительно декартовых

осей координат на экране наблюдения. Тогда коорди-

наты x, y в формуле (9) следует заменить на новые

координаты в соответствии с правилом

x → x cosϕ + y sinϕ, y → −x sinϕ + y cosϕ. (10)

При этом выражение для величины q приобретает вид

q =
k
z

a0

√

x2 + y2

[

1 + ε2
(x2 − y2) cos 2ϕ + 2xy sin 2ϕ

x2 + y2

]

или

q =
√

g

[

1 + ε2
hcos 2ϕ + 2uv sin 2ϕ

g

]

, (11)

где введены величины

u =
ka0

z
x, v =

ka0

z
y (12)

и

g = u2 + v2, h = u2 − v2. (13)

Из формул (8), (11) следует, что величину q1

q можно

приближенно записать в виде

q1

q
=

q1√
g
− ε2

q1√
g

hcos 2ϕ + 2uv sin 2ϕ
g

. (14)

Подставив (14) в (6), получим

1

4β2
I

I (0)
=

(

1− q1√
g

)2

+ 2ε2
q1√

g

(

1− q1√
g

)

× hcos 2ϕ+2uv sin 2ϕ
g

+

[

ε2
q1√

g
hcos 2ϕ+2uv sin 2ϕ

g

]2

.

(15)
Формула (15) описывает рассеяние лазерного пучка на

произвольно ориентированном эллиптическом диске с

малым эксцентриситетом.

Теперь предположим, что угол поворота эллиптиче-

ского диска относительно осей координат есть случай-

ная величина с распределением плотности вероятности

w(ϕ) = 1
2π
. Это означает, что все ориентации диска

равновероятны. Усредняя выражение (15) по углу ϕ,

получим

1

4β2
〈I 〉ϕ
I (0)

=

(

1− q1√
g

)2

+
1

2
ε22

(

q1√
g

)2

. (16)

При выводе (16) мы учли формулы (13), а также то, что

〈cos 2ϕ〉ϕ = 〈sin 2ϕ〉ϕ = 〈sin 4ϕ〉ϕ = 0,

〈cos2 2ϕ〉ϕ = 〈sin2 2ϕ〉ϕ =
1

2
.

Итак, формула (16) описывает рассеяние лазерного

пучка на хаотически ориентированном эллиптическом

диске с малым эксцентриситетом.

Предположим далее, что параметр ε2, характеризую-

щий эксцентриситет диска, есть случайная величина с

характеристиками

|ε2| ≪ 1, 〈ε2〉 = 0, 〈ε22〉 = σ 2
2 . (17)

Тогда, усредняя выражение (16) по параметру ε2, полу-

чим

1

4β2
〈I 〉ϕ,ε
I (0)

=

(

1− q1√
g

)2

+
1

2
σ 2
2

(

q1√
g

)2

. (18)

Формула (18) описывает рассеяние лазерного пучка на

хаотически ориентированных эллиптических дисках со
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случайным эксцентриситетом. В этой формуле пара-

метр g определяется выражениями (12), (13). Используя

эти формулы, получим

√
g =

ka0

z

√

x2 + y2. (19)

Здесь величина a0 характеризует размер эллиптического

диска. Допустим теперь, что параметр a0, характеризую-

щий размер эллиптического диска, есть также случайная

величина. Определим эту величину формулой

a0 = R0(1 + ε1). (20)

Здесь величина R0 характеризует средний размер эллип-

тических дисков, а параметр ε1 есть случайная величина

с характеристиками

|ε1| ≪ 1, 〈ε1〉 = 0, 〈ε21〉 = σ 2
1 . (21)

Формулы (21) означают, что неоднородность ансамбля

эллиптических дисков, моделирующих эритроциты на

мазке крови, относительно мала. Дисперсия (разброс)
размеров эритроцитов характеризуется величиной σ 2

1 .

Подставляя (20) в (19), получим

√
g = (1 + ε1)

kR0

z

√

x2 + y2.

Отсюда
q1√

g
=

q1

(1 + ε1)
kR0

z

√

x2 + y2

или
q1√

g
=

P0

1 + ε1
, (22)

где

P0 =
q1z

kR0

√

x2 + y2
.

Подставив (22) в (18), получим

1

4β2
〈I 〉ϕ,ε
I (0)

=

(

1− P0

1 + ε1

)2

+
1

2
σ 2
2

(

P0

1 + ε1

)2

.

Учитывая (21), представим приближенное выражение

в виде

1

4β2
〈I 〉ϕ,ε
I (0)

= (1− P0 + P0ε1)
2 +

1

2
σ 2
2 P2

0(1− 2ε1 + ε21)

или

1

4β2
〈I 〉ϕ,ε
I (0)

= (1− P0)
2 + 2ε1P0(1− P0) + (P0ε1)

2

+
1

2
σ 2
2 P2

0(1− 2ε1 + ε21).

Усредним это выражение по параметру ε1. Получим

1

4β2
〈I 〉ϕ,ε,ε1

I (0)
= (1− P0)

2 + σ 2
1 P2

0 +
1

2
σ 2
2 P2

0(1 + µ1)

или приближенно

1

4β2
〈I 〉ϕ,ε,ε1

I (0)
= (1− P0)

2 +

(

σ 2
1 +

1

2
σ 2
2

)

P2
0. (23)

Формула (23) описывает распределение нормированной

интенсивности света вблизи первого темного кольца ДК,

возникающей при рассеянии лазерного пучка на мазке

крови. Она учитывает разброс эритроцитов по размерам,

формам и ориентациям в пространстве. В этой формуле

〈I 〉ϕ,ε,ε1 — интенсивность света в данной точке экрана

наблюдения, β = −0.4, q1 = 3.82 — постоянные величи-

ны (параметры функции Бесселя), I (0) — интенсивность

света в центре ДК, σ 2
2 — мера разброса эритроцитов по

формам, σ 2
1 — мера разброса эритроцитов по размерам.

Параметр P0 определяется формулой

P0 =
q1z

kR0

√

x2 + y2
, (24)

где x, y — координаты точки на экране наблюдения,

R0 — характеристика среднего размера эритроцитов,

k — волновое число световой волны, z — расстояние

от мазка крови до экрана наблюдения.

Как видно из формулы (23), нормированная интен-

сивность света в первом минимуме ДК достигается при

условии

P0 = 1 (25)

и определяется формулой

1

4β2
〈I 〉min

I (0)
= σ 2

1 +
1

2
σ 2
2 . (26)

Одним из параметров ДК, который может быть измерен

экспериментально, является видность этой картины в

районе первого минимума интенсивности света (пер-
вого темного кольца). Определим этот параметр фор-

мулой (1). Если учитывать неоднородность ансамбля

только по размерам частиц, то видность ДК в районе

первого минимума интенсивности света приближенно

выражается формулой [2]

v = 1− 76σ 2
1 .

Эта формула верна в пределе слабой неоднородности

ансамбля, когда

σ 2
1 = 〈ε21〉 =

〈(R− 〈R〉)2〉
〈R〉2 ≡ σ 2

R

〈R〉2 ≪ 1. (27)

Если же учитывать неоднородность ансамбля эритро-

цитов как по размерам, так и по формам клеток, то

формула для видности ДК приобретает вид

v = 1− 76σ 2. (28)

Здесь

σ 2 = σ 2
1 +

1

2
σ 2
2 , (29)
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σ 2
1 — мера разброса эритроцитов по размерам, σ 2

2 — ме-

ра разброса эритроцитов по формам, σ 2 — комбиниро-

ванный параметр, характеризующий разброс эритроци-

тов как по размерам, так и по формам. Из формулы (28)
следует, что

σ =

√

1− v

76
. (30)

Эта формула представляет собой основной результат

расчета. Она связывает видность дифракционной карти-

ны v в районе первого минимума интенсивности света

с параметром неоднородности ансамбля эритроцитов

по размерам и формам σ для исследуемого образца

крови. Формула (30) применима для слабо неоднород-

ных ансамблей эритроцитов. Таким образом, измеряя

видность дифракционной картины, возникающей при

рассеянии лазерного пучка на мазке крови, и используя

формулу (30), можно оценить разброс эритроцитов по

размерам и формам в исследуемом образце крови.

Мера асимметрии эритроцита

В этой части работы мы введем меру асимметрии

эритроцита на мазке крови без предположения о какой-

либо конкретной форме эритроцита. Это позволит коли-

чественно оценивать асимметрию реальных эритроцитов

на мазке крови. Такую меру можно ввести на основании

сравнения формы эритроцита с равновеликим (по пло-

щади) кругом. Определим эту меру так

M =
1S
S

=
S− Sоб

S
, (31)

где Sоб — площадь общей части эритроцита на мазке

крови и равновеликого ему круга, S — площадь круга,

равная площади эритроцита. При этом предполагаем,

что круг расположен относительно фигуры, изобража-

ющей эритроцит, так, что площадь общей части фигуры

и круга является максимально возможной. В частности,

мера асимметрии круглого эритроцита равна нулю.

Применим это определение к фигуре, имеющей фор-

му эллипса, и установим связь меры асимметрии M,

определяемой формулой (31), с параметром асиммет-

рии эллипса ε2, определяемым формулами (7). Рас-

чет показывает, что эта связь выражается формулой

(см. Приложение)

ε2 =
π

2
M. (32)

Из формулы (32) следует, что

σ 2
2 = 〈ε22〉 =

π2

4
〈M2〉. (33)

Здесь угловые скобки обозначают усреднение по ан-

самблю эритроцитов. Подставив (33) в (29), получим

σ 2 = σ 2
1 +

π2

8
〈M2〉. (34)

Формулы (28) и (34) применимы для слабо неоднород-

ных ансамблей эритроцитов. Параметры v, σ 2
1 и M в

этих формулах определены формулами (1), (27), (31).
В явном виде параметры σ 2

1 и 〈M2〉 можно записать так:

σ 2
1 =

〈(R− 〈R〉)2〉
〈R〉2 , 〈M2〉 =

〈(

1− Sоб

S

)2〉

,

где

〈R〉 =
1

N

N
∑

i=1

Ri ,

〈(R− 〈R〉)2〉 =
1

N

N
∑

i=1

(Ri − 〈R〉)2,

〈(

1− Sоб

S

)2〉

=
1

N

N
∑

i=1

(

1− Sоб i

Si

)2

,

Si = πR2
i .

Здесь индекс
”
i“ нумерует отдельные эритроциты на

мазке крови, N — полное число эритроцитов на маз-

ке, Si — площадь эритроцита на мазке, Ri — ра-

диус эритроцита, 〈R〉 — средний радиус эритроцита,

Sоб i — максимальная площадь общей части эритроцита

и равновеликого круга. Параметр σ 2, определяемый

формулой (34), можно рассматривать как меру неод-

нородности образца крови по размерам и формам. Как

видно из формулы (30), параметр σ простым образом

связан с видностью дифракционной картины v , возника-

ющей при рассеянии лазерного пучка на мазке крови.

Таким образом, проведенный анализ показывает, что

неоднородность образца крови по размерам и формам

эритроцитов может быть экспериментально измерена

методом лазерной дифрактометрии.

Численные расчеты

В этом разделе мы проведем численное моделирова-

ние дифракционной картины, возникающей при рассея-

нии лазерного пучка на неоднородном ансамбле эрит-

роцитов, и найдем зависимость видности этой картины

от параметра неоднородности ансамбля эритроцитов

v = v(σ ).
Будем считать параметры ε1 и ε2 нашей теоретической

модели дискретными случайными величинами с иден-

тичными характеристиками. А именно

ε1i = 1εi , pi =
1

N
, −N

2
≤ i ≤ N

2
,

ε2 j = 1ε j , p j =
1

N
, −N

2
≤ j ≤ N

2
.

При этом средние значения и дисперсии этих величин

определяются формулами

〈ε1〉 = 〈ε2〉 =
∑

i

ε1i pi =
1

N

N/2
∑

i=−N/2

ε1i =
1ε

N

N/2
∑

i=−N/2

i = 0,

Оптика и спектроскопия, 2021, том 129, вып. 7



Рассеяние лазерного пучка на ансамбле асимметричных эритроцитов 967

σ 2
1 = σ 2

2 = 〈ε21〉 =
∑

i

ε21i pi =
1

N

N/2
∑

i=−N/2

ε21i

= (1ε)2
1

N

N/2
∑

i=−N/2

i 2.

Для численных расчетов положим N = 10. Тогда

1

N

N/2
∑

i=−N/2

i 2 =
2

N

N/2
∑

i=1

i 2 =
1

5

5
∑

i=1

i 2 = 11,

σ 2
1 = 11(1ε)2 и 1ε = σ1/

√
11. Теперь используем

формулу σ 2 = σ 2
1 + 1

2
σ 2
2 . Полагая σ 2

1 = σ 2
2 , получим

σ1 = σ
√
2/3 и 1ε = σ

√

2
33
. Тем самым значения пара-

метров ε1 и ε2, а вместе с ними характеристики ан-

самбля эритроцитов полностью определены. Используя

эти данные, решим прямую задачу дифракции и найдем

видность дифракционной картины.

Введем функцию

G(x) =

[

2J1(x)

x

]2

.

Распределение интенсивности света в дифракционной

картине найдем по формуле

f (u, v)=
I

I (0)
=〈G(q)〉= 1

N2M

N/2
∑

i=−N/2

N/2
∑

j=−N/2

M
∑

k=1

G(qi jk ),

где

qi jk = (1 + ε1 j )×
√

(1+εi )2(ucosϕk+v sinϕk)2+(1−εi )2(−usinϕk+v cosϕk)2

и

ϕk = 1ϕk, 1ϕ =
2π

M
, 1 ≤ k ≤ M.

При выводе этих формул мы использовали форму-

лы (10). Нормированные координаты u и v определяются

формулами

u =
kR0

z
x, v =

kR0

z
y.

Угол ϕ задает ориентацию эллипса, моделирующего

эритроцит, на мазке крови. Мы считаем этот угол дис-

кретной случайной величиной с равномерной функцией

распределения. Таким образом, мы имитируем ситуацию,

когда ориентации клеток на мазке крови полностью слу-

чайны. Заметим, что распределение интенсивности света

в дифракционной картине обладает круговой симметри-

ей. Поэтому его можно представить в виде распределе-

ния интенсивности света на отдельной секущей линии,

т. е. на линии, идущей от центра картины в ее периферии.

В частности, секущую линию можно направить вдоль

0.024 0.048 0.072 0.096 0.120 0.168

v

0

0.1

0.2
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0.4

1 0.

0.5
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0.8

0.9

0.144

s

Рис. 2. Зависимость видности дифракционной картины от

неоднородности ансамбля эритроцитов. Сплошная кривая по-

строена численно (см. текст). Штриховая линия построена по

формуле (28).

горизонтальной оси координат на экране наблюдения.

Тогда мы получим функцию

f (u) =
1

N2M

N/2
∑

i=−N/2

N/2
∑

j=−N/2

M
∑

k=1

G(qi jk ),

где

qi jk = (1 + ε1 j )

×
√

(1 + εi )2(ucosϕk)2 + (1− εi )2(−u sinϕk)2.

В численных расчетах мы полагали N = 10 и M = 100.

Это значит, что мы рассчитываем дифракционную кар-

тину от ансамбля в N2M = 104 эритроцитов для каждого

значения параметра σ . Один такой расчет дает нам одно

значение видности ДК и, следовательно, одну точку

зависимости v = v(σ ). Отметим, что точность измере-

ния видности зависит от разрешения дифракционной

картины. В наших расчетах мы полагали разрешение

равным 106 пикселей. Такое разрешение обеспечивает

достаточно высокую точность и на практике может быть

достигнуто при использовании стандартной регистриру-

ющей аппаратуры. Повторяя расчет для других значений

параметра σ , мы построили всю зависимость v = v(σ ).
Эта зависимость показана на рис. 2. Для сравнения на

этом же рисунке штрихами показана линия, построенная

по формуле (28). Видно, что для слабо неоднородных

ансамблей эритроцитов эта формула дает хорошую

аппроксимацию зависимости видности дифракционной

картины от параметра неоднородности ансамбля эрит-

роцитов.

Кроме того, мы по отдельности рассмотрели случаи,

когда ансамбль неоднороден только по размерам или

только по формам клеток. Результаты этих расчетов

представлены на рис. 3. Из этого рисунка видно, что
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Рис. 3. Зависимость видности дифракционной картины от неоднородности ансамбля эритроцитов. Сплошная кривая на рис. a

построена с учетом разброса частиц только по размерам σ1 . Сплошная кривая на рис. b построена с учетом разброса частиц

только по формам σ2 . Штриховые линии построены по формуле (28) при σ2 = 0 (a) и при σ1 = 0.
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Рис. 4. Видность дифракционной картины как функция пара-

метров, характеризующих неоднородность ансамбля эритроци-

тов по размерам (σ1) и по форме (σ2).

Видность дифракционной картины как функция параметров,

характеризующих разброс эритроцитов по размерам (σ1)
и формам (σ2)

σ2
σ1

0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12 0.14

0.14 0.3187 0.2715 0.2016 0.1208 0.0458 0.0000 −

0.12 0.4492 0.3901 0.3021 0.1994 0.0995 0.0227 −

0.10 0.5817 0.5110 0.4054 0.2814 0.1589 0.0581 0.0000

0.08 0.7049 0.6238 0.5025 0.3597 0.2171 0.0967 0.0180

0.06 0.8118 0.7220 0.5873 0.4281 0.2684 0.1319 0.0379

0.04 0.8942 0.7977 0.6529 0.4814 0.3087 0.1601 0.0551

0.02 0.9464 0.8456 0.6942 0.5150 0.3344 0.1783 0.0666

оценка (28) видности дифракционной картины, показан-

ная штриховой линией, хорошо совпадает с результа-

тами численного расчета в области достаточно малых

значений σ1 и σ2, т. е. для слабо неоднородных ансамблей

эритроцитов.

Зависимость видности дифракционной картины от

неоднородности ансамбля эритроцитов как по размерам,

так и по формам, показана на рис. 4. На этом рисунке

видность изображена в виде поверхности в трехмерном

пространстве, а по декартовым осям координат в го-

ризонтальной плоскости отложены значения параметров

σ1 и σ2.

Приводим также числовую таблицу, соответствую-

щую рис. 4. Прочерки сигнализируют о том, что темное

кольцо в силу большого значения разброса эритроцитов

по размерам и формам настолько размыто, что локаль-

ного минимума интенсивности в районе темного кольца

больше нет, а значит понятие видности дифракционной

картины теряет смысл.

Заключение

В настоящей работе построена аналитическая модель

рассеяния лазерного пучка на неоднородном ансамбле

эритроцитов. Модель учитывает разброс эритроцитов

по размерам, формам и ориентациям в пространстве.

Установлена связь экспериментально измеряемого па-

раметра — видности дифракционной картины — с ха-

рактеристикой, имеющей смысл меры неоднородности

образца крови по размерам и формам эритроцитов. При

условии независимого измерения разброса эритроцитов

по размерам (например, с помощью счетчика Коултера),
с помощью лазерной дифрактометрии можно оценить

неоднородность исследуемого мазка крови по формам

клеток. Такие измерения могут быть полезны при диа-

гностике заболеваний, связанных с нарушениями форм

клеток крови.

В данной работе под распределением по размерам

мы понимаем распределение эритроцитов по диаметру.
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В модели плоских дисков, которую мы используем,

распределение эритроцитов по толщине не влияет су-

щественным образом на вид дифракционной картины,

а влияет лишь на ее яркость. На вид дифракционной

картины влияет рельеф поверхности эритроцита. Однако

анализ этого вопроса требует дополнительного исследо-

вания.
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Приложение

Рассмотрим эллипс с полуосями a и b, и равновеликий

круг радиуса
√

ab. Центр эллипса совпадает с центром

круга. Точку пересечения круга и эллипса в области

x > 0, y > 0 будем характеризовать декартовыми коор-

динатами x, y, а также полярными координатами r, ϕ.
Тогда

x2

a2
+

y2

b2
= 1,

x2 + y2 = ab,

tgϕ =
y
x
,

x = r cosϕ, y = r sinϕ.

Введем также вспомогательный угол ψ, определив его

формулами

sinψ =
y
b
, cosϕ =

x
a
.

Полярный угол ϕ и вспомогательный угол ψ связаны

соотношением

y
x

= tgϕ =
b
a

tgψ. (П1)

Уравнение эллипса в полярных координатах

r (ϕ) =
ab

√

a2 sin2 ϕ + b2 cos2 ϕ

.

Вычислим площадь сектора эллипса. Используя поляр-

ные координаты, получим

Sэл =

ϕ
∫

0

dϕ

r (ϕ)
∫

0

rdr =
1

2

ϕ
∫

0

r 2(ϕ)dϕ

=
1

2
a2b2

ϕ
∫

0

dϕ

a2 sin2 ϕ + b2 cos2 ϕ
.

Для вычисления этого интеграла перейдем к перемен-

ной ψ.

Используем формулы

sin2 ϕ =
tg2 ϕ

1 + tg2 ϕ
=

b2

a2 tg
2 ψ

1 + b2

a2 tg
2 ψ

=
b2 sin2 ψ

a2 cos2 ψ + b2 sin2 ψ
,

cos2 ϕ =
1

1 + tg2 ϕ
=

1

1 + b2

a2 tg
2 ψ

=
a2 cos2 ψ

a2 cos2 ψ+b2 sin2 ψ
,

a2 sin2 ϕ + b2 cos2 ϕ =
a2b2

a2 cos2 ψ + b2 sin2 ψ
,

d tgϕ =
dϕ

cos2 ϕ
=

b
a

d tgψ =
b
a

dψ
cos2 ψ

,

dϕ =
b
a
cos2 ϕ

cos2 ψ
dψ =

b
a

a2 cos2 ψ

a2 cos2 ψ + b2 sin2 ψ

dψ
cos2 ψ

=
ab

a2 cos2 ψ + b2 sin2 ψ
dψ,

dϕ

a2 sin2 ϕ + b2 cos2 ϕ
=

a2 cos2 ψ + b2 sin2 ψ

a2b2

× ab

a2 cos2 ψ + b2 sin2 ψ
dψ =

dψ
ab

.

Отсюда

Sel =
1

2
a2b2

ϕ
∫

0

dϕ

a2 sin2 ϕ + b2 cos2 ϕ
=

1

2
ab

ψ
∫

0

dψ=
1

2
abψ.

Итак, площадь сектора эллипса с полуосями a и b
выражается формулой

Sel =
1

2
abψ. (П2)

Здесь угол ψ связан с полярным углом ϕ форму-

лой (П1). Площадь сектора круга радиуса
√

ab, соот-
ветствующего полярному углу ϕ, есть

Scirc =
1

2
abϕ. (П3)

Теперь найдем координаты точки пересечения эллипса

с равновеликим кругом. Для этого возьмем уравнения

эллипса и окружности

x2

a2
+

y2

b2
= 1, x2 + y2 = ab

и решим их относительно величин x и y. Получим

x = a

√

b
a + b

, y = b

√

a
a + b

.

Эти формулы определяют декартовы координаты то-

чек пересечения эллипса с равновеликим кругом. Угло-

вая координата этой точки ϕ определяется формулой

tgϕ =
y
x
.
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Рис. 5. Дуги окружности и равновеликого по площади эллип-

са. Заштрихована общая часть эллипса и круга.

Отсюда

tgϕ =
y
x

=
b
√

a

a
√

b
=

√

b
a
.

При этом

tgψ =
a
b

tgϕ =

√

a
b
. (П4)

Вычислим параметр асимметрии эллипса M, опреде-

ляемый формулой (31). В силу симметрии достаточно

рассмотреть часть картины, лежащую в области x > 0

и y > 0. Будем считать, для определенности, что a > b.
Контуры эллипса и окружности для этого случая пока-

заны на рис. 5.

На этом рисунке заштрихована общая часть эллипса

и окружности. Незаштрихованные части эллипса и круга

имеют одинаковую площадь 1S, которая является мерой

асимметрии эллипса. Из рисунка видно, что эту площадь

можно найти как разность площадей секторов эллипса и

круга, соответствующих одному и тому же полярному

углу ϕ, т. е.

1S= Sэл − Sкр.

Используя формулы (П2) и (П3), находим

1S =
1

2
ab(ψ − ϕ).

Площадь четверти окружности S= 1
4
πab. Отсюда

M =
1S
S

=
2

π
(ψ − ϕ).

Итак, получили

M =
2

π
(ψ − ϕ), (П5)

где

tgϕ =

√

b
a
, tgψ =

√

a
b
. (П6)

Это верно для эллипса с произвольным эксцентрисите-

том.

Теперь рассмотрим частный случай эллипса с малым

эксцентриситетом. Найдем связь параметра M, который

может быть измерен для реального эритроцита, с па-

раметром ε2, фигурирующим в нашей теоретической

модели и определяемым формулами (7). Считая, что

|ε2| ≪ 1, получим

tgϕ =

√

b
a

=

√

1− ε2

1 + ε2
≈

√

(1− ε2)2 = 1− ε2 (П7)

и

tgψ =

√

a
b

=

√

1 + ε2

1− ε2
≈

√

(1 + ε2)2 = 1 + ε2. (П8)

Следовательно, углы ϕ и ψ близки к 45◦ . Представим

эти углы в виде

ϕ =
π

4
− α, ψ =

π

4
+ β, (П9)

где α, β ≪ 1. Тогда

tgϕ = 1− 2α, tgψ = 1 + 2β. (П10)

Из (П7), (П8), (П10) следует, что

α =
ε2

2
, β =

ε2

2
. (П11)

Используя (П9) и (П11), находим

ψ − ϕ = α + β = ε2.

Подставив это выражение в формулу (П5), получим

M = 2
π
ε2, откуда

ε2 =
π

2
M.
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