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Диссипативное туннелирование электронов в вертикально связанных

двойных асимметричных квантовых точках InAs/GaAs(001)
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Приведены результаты экспериментальных исследований фотоэлектрических свойств GaAs p−i−n-фото-
диода с двойными асимметричными квантовыми точками (ДАКТ) InAs, полученными методом самофор-

мирования в процессе МОС-гидридной эпитаксии. В зависимости фототока от напряжения обратного

смещения при монохроматическом фотовозбуждении ДАКТ на длине волны, соответствующей энергии

межзонных оптических переходов между основными состояниями дырок и электронов в квантовых

точках (КТ) большего размера, обнаружены 3 пика, связанные с туннелированием фотовозбужденных

электронов между КТ, в том числе — диссипативным (с поглощением и испусканием оптических фононов).
Результаты эксперимента качественно согласуются с теоретической полевой зависимостью вероятности

1D-диссипативного туннелирования между КТ.
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Введение

Экспериментальное наблюдение теоретически пред-

сказываемых макроскопических эффектов диссипативно-

го туннелирования [1–12] является одной из важней-

ших задач в указанной предметной области [1,7,11].
В последнее десятилетие авторами настоящей работы

экспериментально наблюдались эффекты, обусловлен-

ные диссипативным туннелированием электронов в ряде

искусственных нанорамерных систем. Достигнутые на

сегодняшний день результаты обобщены в табл. 1. В на-

стоящей работе экспериментально исследована зави-

симость фоточувствительности (ФЧ) p−i−n-фотодиода
на основе GaAs с двуслойным массивом самоорга-

низующихся двойных асимметричных квантовых точек

(ДАКТ) InAs при резонансном фотовозбуждении меж-

зонных оптических переходов между основным элек-

тронным и дырочным состояниями в более крупных

квантовых точках (КТ) с последующим диссипативным

туннелированием электронов на основное состояние в

КТ меньшего размера. Результаты экспериментов интер-

претированы на основе теории одномерного диссипатив-

ного туннелирования с учетом влияния двух локальных

фононных мод матрицы GaAs (рассматриваемой как

термостат) [11,12].

1. Экспериментальная часть

1.1. Формирование p−i−n-структур
с массивами ДАКТ InAs/GaAs(001)
и меза-фотодиодов на их основе

Диодная GaAs p−i−n-структура со встроенными

массивами ДАКТ InAs была выращена на подложке
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Таблица 1. Экспериментально наблюдаемые эффекты диссипативного туннелирования

1D 1D 2D 2D

Предел слабой диссипации Предел сильной диссипации Предел слабой диссипации Предел сильной диссипации

Максимум на Серия неэквидистантных 2D-бифуркации на 2D-бифуркации на

туннельных ВАХ пиков на туннельных туннельных ВАХ полевой зависимости ФЧ

для наночастиц Au ВАХ КТ массивов наночастиц Au p−i−n-структур
в пленках SiO2 [11] InAs/GaAs(001) [12] в пленках SiO2 [11] с ДАКТ InAs/GaAs(001)

Au

p+-GaAs

p-GaAs

i-GaAs

n+-GaAsBuffer layer

n+-GaAsSubstrate

QD2

QD1

AlAs

Au

Рис. 1. Схема меза-фотодиода на базе GaAs p−i−n-структуры
с массивом вертикально-сдвоенных ДАКТ InAs/GaAs(001).

n+-GaAs(001) фирмы
”
MeGa SM“, разориентированной

на 2◦ по направлению (011), методом МОС-гидридной

эпитаксии при пониженном давлении (100mbar) на

установке Aixtron AIX 200RF. В качестве прекурсо-

ров основных компонентов структур использовались

Ga(CH3)3, In(CH3)3 и AsH3. Схема p−i−n-структуры
показана на рис. 1. На поверхности подложки n+-

GaAs(001) выращивался буферный слой n+-Ga толщи-

ной 300 nm, легированный Si из SiH4. Затем выращивал-

ся слой специально не легированного i-GaAs (фоновая
концентрация электронов n0 ∼ 5 · 1015 cm−3) толщиной

≈ 350 nm. На поверхности слоя i-GaAs методом само-

формирования по механизму Странски−Крастанова [13]
при температуре роста Tg ≈ 490◦С формировался мас-

сив КТ InAs (КТ1) высотой h ≈ 4 nm и латеральны-

ми размерами D = 12−14 nm. Предварительно с целью

стимуляции самоформирования КТ InAs на поверх-

ность слоя i-GaAs осаждался подслой AlAs толщиной

≈ 0.8 nm. Квантовые точки InAs заращивались спей-

сором i-GaAs толщиной 8 nm, на поверхности кото-

рого при Tg ≈ 505◦С формировался второй слой КТ

InAs (КТ2) с D = 16−18 nm и h ≈ 6 nm. Поверх слоя

КТ2 выращивался слой i-GaAs толщиной ≈ 7 nm, а

затем — слой p-GaAs толщиной ≈ 190 nm. На поверх-

ность p-GaAs наносился подконтатный слой p+-GaAs : C

толщиной ≈ 60 nm. Кроме p−i−n-структуры с ДАКТ

InAs/GaAs(001), был выращен образец-спутник на под-

ложке полуизолирующего GaAs(001), содержавший мас-

сив ДАКТ, выращенных в тех же условиях, встроенных

в толщу слоя i-GaAs (толщина буферного слоя была

500 nm, покровного слоя — 200 nm). Данный образец

предназначался для исследования энергетического спек-

тра ДАКТ методом спектроскопии фотолюминесцен-

ции (ФЛ).

На базе p−i−n-структуры с массивом ДАКТ

InAs/GaAs(001) методом фотолитографии с жидкост-

ным химическим травлением были сформированы меза-

фотодиоды с мезами цилиндрической формы диаметром

500µm с кольцевым верхним омическим контактом.

1.2. Исследование энергетического спектра

ДАКТ InAs/GaAs(001)

Энергетический спектр ДАКТ InAs/GaAs(001) опре-

делялся методом спектроскопии ФЛ. Измерения ФЛ

проводились при 77 и 300K при помощи монохрома-

тора МДР-23 с возбуждением He−Ne-лазера с длиной

волны излучения λ632.8 nm и мощностью 30mW и Ge

фотодетектора с синхронным детектированием.

На рис. 2 представлены спектры ФЛ p−i−n-структуры
с ДАКТ InAs/GaAs(001) и образца-спутника при 77 и

300K. В спектрах ФЛ кроме пика краевой ФЛ GaAs

(энергия максимума hνm ≈ 1.42 и ≈ 1.51 eV при 300

и 77K соответственно) наблюдались пики в области

0.9 eV< hν < 1.4 eV, связанные с межзонными рекомби-

национными излучательными оптическими переходами

в КТ InAs. Пики с hνm ≈ 1.05−1.1 eV и ≈ 1.2−1.25 eV

при 77K связаны с межзонными переходами между

основными размерно-квантованными состояниями элек-

тронов и дырок в КТ2 и КТ1 соответственно. На основе

расчeтов энергий размерно-квантованных состояний в

КТ InAs/GaAs(001), имеющих форму пирамиды, огра-

ненной плоскостями (101) [14], из значений hνm были

оценены геометрические параметры КТ, а также энергии

основных состояний электронов и дырок в КТ Ee000 и

Eh000 соответственно (табл. 2).
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Рис. 2. Спектры ФЛ p−i−n-структуры с ДАКТ InAs/GaAs(001) (a) и образца-спутника на полуизолирующей подложке (b) при

77K (1) и 300 K (2).

Таблица 2. Параметры ДАКТ InAs/GaAs(001), определeнные
из спектров ФЛ

Параметр
Единицы

КТ1 КТ2
измерения

D nm 12−14 16−18

h nm 4± 1 6± 1

hνm (77K) eV 1.203 1.047

hνm (300K) eV 1.18 0.95

λm (77K) µm 1.031 1.184

λm (300K) µm 1.05 1.31

1Ee000 meV 161 266

Ee000 (77K) meV 439 334

1Eh000 (77K) meV 137 189

Eh000 (77K) meV 263 211

Там же приведены длина волны излучения, соот-

ветствующего межзонному переходу между основными

состояниями электронов и дырок λm, а также высота

эмиссионного барьера для электронов и дырок в КТ

1Ee000 и 1Eh000 соответственно. На основании этих дан-

ных были рассчитаны равновесные зонные диаграммы

исследуемой p−i−n-структуры с массивом ДАКТ при

различных значениях обратного смещения на диоде Vb

(рис. 3). Как следует из рис. 3, а, при Vb = 0 основное со-

стояние электронов в КТ2 Ee000 лежит ниже по энергии,

чем в КТ1. При Vb = 1.1V (рис. 3, b) энергии основных

состояний в КТ1 и КТ2 сравниваются, и становятся

возможным туннелирование электронов, возбуждeнных

в основное состояние электронов в КТ2 из состояний

валентной зоны в КТ2 излучением с соответствующей

длиной волны λm, в основное состояние электронов

в КТ1 с последующей эмиссией (туннельной и/или

термоактивированной) в матрицу GaAs, что приводит к

увеличению фототока.

1.3. Исследование спектров
фоточувствительности p−i−n-фотодиода

с ДАКТ InAs/GaAs(001)

Измерения спектров ФЧ p−i−n-фотодиодов с ДАКТ

InAs/GaAs(001) проводились при 300K при помощи ре-

шeточного монохроматора ЛОМО МДР-2 с галогеновой

лампой мощностью 100W с синхронным детектировани-

ем при помощи синхронного детектора Stanford Research

SR-530. Измеренные спектры фотоЭДС Vph(hν) норми-

ровались на спектральное распределение интенсивности

фотовозбуждения Lph(hν), получая, тем самым, спектр

ФЧ Sph(hν) = Vph(hν)/Lph(hν)).
На рис. 4 представлен спектр ФЧ p−i−n-фотодиода

с массивом ДАКТ InAs/GaAs(001). Фотовозбуждение

в спектральной области hν < 1.5µm осуществлялось

через подложку n+-GaAs. В спектре ФЧ наблюдается

порог при hν ≈ 1.41 eV, связанный с краем собственной

ФЧ GaAs.

Кроме того, в спектре ФЧ наблюдаются пики в обла-

сти 0.9 eV< hν < 1.4 eV, связанные с межзонными опти-

ческими переходами в ДАКТ InAs. Пики с hνm ≈ 1.18 и

≈ 0.95 eV связаны с межзонными оптическими перехо-

дами между основными состояниями дырок и электро-

нов в КТ1 и КТ2 соответственно. Пики c hνm ≈ 1.05 и

1.3 eV могут быть связаны с межзонными переходами

между основными состояниями дырок и возбуждeнными

электронными состояниями в КТ2 (предположительно
|200〉). Полоса ФЧ с краем при hν1.35 eV связана

с межзонными оптическими переходами между основ-

ными двумерными состояниями дырок и электронов

смачивающего слоя (WL) InAs.

На рис. 5 приведена зависимость фототока (300K)
p−i−n-фотодиода с ДАКТ InAs/GaAs(001) от напря-

жения обратного смещения Vb при монохроматическом

фотовозбуждении с λ ≈ 1.3µm, соответствующей энер-

гии возбуждения электрона из основного состояния в
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Рис. 3. Расчeтные зонные диаграммы (300K) ДАКТ InAs/GaAs(001), встроенных в p−i−n-диод на базе GaAs. Напряжение

смещения на диоде Vb , V: a — 0; b — 1.1. Стрелками показаны межзонные оптические переходы при фотовозбуждении КТ2

излучением с длиной волны 1.3 µm с последующим туннелированием электрона в основное размерно-квантованное состояние

электронов в КТ1 с последующей эмиссией в матрицу GaAs.

валентной зоне в основное состояние электронов в КТ2

при 300K. На данной зависимости наблюдаются 3 макси-

мума, происхождение которых можно объяснить следу-

ющим образом. Механизм фотоэлектрических эффектов

в гетероструктурах с КТ при межзонном фотовозбуж-

дении КТ включает в себя в качестве обязательного

и существенного элемента эмиссию фотовозбуждeнных

носителей заряда из КТ в окружающую матрицу [15].
В связи с этим максимум 2 на рис. 5 может быть

связан с возбуждением электрона из основного состоя-

ния валентной зоны на основное электронное состояние

в КТ2 с последующим туннелированием электрона на

основное состояние в КТ1 и эмиссией в матрицу GaAs

по туннельному, термоэмиссионному или смешанному

механизму (рис. 3, b). Такой процесс наиболее вероятен,

когда энергии основных состояний электронов в КТ1

и КТ2 одинаковы. Пики 1 и 3 на рис. 5 могут быть
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Рис. 4. Спектр ФЧ (300K) p−i−n-фотодиода с ДАКТ

InAs/GaAs(001).
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Рис. 5. Зависимость фототока (300K) p−i−n-фотодиода с

ДАКТ InAs/GaAs(001) от напряжения обратного смещения Vb .

Длина волны фотовозбуждения λ = 1.3 µm. 1, 3 — туннельные

межзонные оптические переходы с поглощением и испуска-

нием оптического фонона соответственно; 2 — бесфононный

межзонный переход.

связаны с туннелированием электронов из КТ2 в КТ1

с поглощением и испусканием оптических фононов

соответственно.

2. Особенности диссипативного
туннелирования в квантовой
молекуле с учетом двух фононных
мод диэлектрической матрицы

При использовании модели одномерного диссипатив-

ного туннелирования мы рассматриваем подбарьерный
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Рис. 6. Сравнение экспериментальной зависимости Sph(Vb)
для p−i−n-фотодиода c ДАКТ InAs/GaAs(001) (1) с теорети-

ческой полевой зависимостью вероятности 1D-диссипативного

туннелирования [12] (2).

(туннельный) перенос электрона из КТ2-InAs большего

размера в КТ1-InAs меньшего размера с учетом взаимо-

действия с матрицей GaAs при конечной температуре во

внешнем электрическом поле. Такой процесс электрон-

ного переноса в квантовой молекуле (КМ), состоящей

из двух туннельно-связанных квантовых точек (КТ-InAs)
разного размера, моделируется диссипативным туннели-

рованием в двухъямном осцилляторном асимметричном

потенциале вдоль координаты туннелирования. Теоре-

тическая модель рассматривается в квазиклассическом

одноинстантонном приближении, точнее приближении

разреженного
”
газа инстантон−антиинстантонных пар“.

В этом случае вероятность туннелирования удается

определить аналитически с точностью до предэкспонен-

циального фактора Ŵ = B exp(−S) (вывод см. в Прило-

жении), где S — квазиклассическое инстантонное дей-

ствие, определяемое вкладом экстремальной (инстантон-
ной) траектории; B — предэкспоненциальный фактор,

определяемый вкладом пучка подбарьерных траекторий,

близких к экстремальной. Соответствующий формализм

был подробно описан в коллективной монографии под

редакцией Нобелевского лауреата 2003 года профес-

сора Э.Дж. Леггета с участием соавторов настоящей

работы [11]. Преимущество используемой модели, как

было показано в [12], состоит не только в возможно-

сти получить ответ для вероятности туннелирования в

аналитическом виде, но и в случае учета влияния на

процесс туннельного переноса двух локальных фонон-

ных мод, что соответствует рассматриваемому экспери-

менту, удается получить качественное совпадение экспе-

риментальной туннельной ВАХ для единичной КТ-InAs

в системе совмещенного АСМ/СТМ с теоретической

полевой зависимостью вероятности 1D-диссипативного

туннелирования [12].

В стандартной модели для определения вероятности

одномерного диссипативного туннелирования в ДАКТ,

мы будем использовать следующие обозначения для пе-

ренормированного двухъямного колебательного (осцил-
ляторного) потенциала во внешнем электрическом поле:

q1 = b∗ = b +
|e|E
ω2
0

, q0 = a∗ = a − |e|E
ω2
0

, где константы a

и b соответствуют
”
высотам“ КТ1-InAs и КТ2-InAs,

|e| — модуль заряда электрона, E — напряженность

электрического поля, ω0 — частота модельного двухъям-

ного осцилляторного потенциала вдоль координаты тун-

нелирования, связывающей КТ1-InAs и КТ2-InAs. Тогда

модельный перенормированный одномерный потенциал

можно представить в стандартном виде [11,12]. С уче-

том ранее полученных результатов [11,12] модельный

гамильтониан системы можно записать в виде

⌢

H =
p2
1

2
+ V1(y1) + y1

N∑

α=2

Cαyα

+
1

2

N∑

α=2

(
p2
α + ω2

αy2
α

)
, (1)

где

V1(y1) =

(
1

2
ω2
1y2

1 + λy1

)

θ

(

−1I
2λ

− y1

)

+

(
1

2
ω2
1y2

1 − λy1 − 1I

)

θ

(
1I
2λ

+ y1

)

. (2)

Здесь V1(y1) – двухъямный модельный осцилляторный

потенциал, y1 — координата туннелирования, связываю-

щая КТ1-InAs и КТ2-InAs, Cα — константа электрон-

фононного взаимодействия, ωα — частоты локальных

фононных мод матрицы GaAs, yα —
”
координаты“

локальных фононных мод,
”
ортонормированные“ по от-

ношению к координате туннелирования, 1I — параметр

асимметрии двухъямного осцилляторного потенциала,

линейно зависящий от напряженности внешнего элек-

трического поля, θ — единичная функция Хевисайда,

λ —
”
нормировочный“ параметр, не входящий в окон-

чательное выражение для вероятности туннелирования.

Как упоминалось выше, вероятность туннелирования

частицы в единицу времени может быть найдена в

квазиклассическом приближении. Для этого распад дол-

жен быть квазистационарным, т. е. ширина уровня Ŵ,

с которого туннелируют частицы, должна быть много

меньше энергии основного состояния. Указанное усло-

вие выполняется для КТ InAs/GaAs(001), составляющих

квантовую молекулу [13].
Найдем одномерное квазиклассическое действие в

одноинстантонном приближении с учетом влияния мат-

рицы (среды-термостата, of the
”
heat-bath“):

SB = 2ω2
0(q0 + q1)q0τ0 −

2ω2
0(q0 + q1)

2τ 2
0

β

− 4ω4
0(q0 + q1)

2

β

∞∑

n=1

sin2 νnτ0

ν2
n (ν2

n + ω2
0 + ζn)

. (3)
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Здесь τ0 —
”
центр“ инстантона, отвечающий моменту

”
мнимого“ времени проскока туннелирующим электро-

ном под верхушкой потенциального барьера модельного

двухъямного осцилляторного потенциала, β =
~ω0

kB T —

обезразмеренная обратная температура, νn = 2πn
β

—

”
мацубаровская частота“, ζn = ν2

n

N∑

α=2

C2
α

ω2
α(ω2

α+ν2n )
— фурье-

компонента
”
вязкого“ ядра интегрального квазикласси-

ческого уравнения Эйлера−Лагранжа.

Предэкспоненциальный множитель определяется

вкладом траекторий, близких к инстантону. Для этого

мы должны разложить действие до квадратичного члена

по отклонениям q − qB и выполнить интегрирование

в функциональном пространстве. В результате

вероятность туннелирования в единицу времени

записывается как

Ŵ = B exp(−SB), (4)

B =






S0

2π

det
(

δ2S
δq2

)

q=−q0

det′
(

δ2S
δq2

)

q=qB(τ )






−1/2

, (5)

S0 =

β/2∫

−β/2

q̇2
B(τ )dτ , (6)

где det′ — означает, что нулевое собственное зна-

чение, соответствующее нулевой инстантонной моде,

необходимо отбросить. Следует отметить, что вывод

этой формулы предполагает приближение идеального

инстантонного газа (точнее приближение разреженного

”
газа инстантон–антиинстантонных пар“)

Ŵ ≪ (1τ )−1, (7)

где 1τ — ширина перехода от положительного значения

инстантонной траектории к отрицательному значению.

Расчет предэкспоненциального множителя в рассматри-

ваемой модели приводит к следующему ответу:

B =
2ω2

0(q0 + q1)
2

(2πβ)1/2

∞∑

n=−∞

sin2 νnτ0

λ0n

×
(

∞∑

n=−∞

cos 2νnτ0

λ0n

)
−1/2

. (8)

Здесь λ0n = ν2
n + ω2

0 + ζn .

Расчет квазиклассического действия и предэкспонен-

циального фактора с учетом взаимодействия с двумя

локальными фононными модами рассмотрен в Прило-

жении (см. (П7), (П11)).
Проведенный аналитический расчет позволяет так-

же учесть роль влияния локальных фононных мод

среды-термостата на зависимость (см. вывод (П12)),
Ŵ = B exp(−S) [7,11,12].

Полученные аналитические результаты были исполь-

зованы для проведения численных оценок и сравнения с

данными эксперимента. На рис. 6 показано сравнение

экспериментальной зависимости Sph(Vb) исследуемого

фотодиода (рис. 5) с теоретической полевой зависимо-

стью для вероятности 1D-диссипативного туннелирова-

ния электрона в квантовой молекуле в широкозонной

матрице, рассчитанной с учетом влияния двух локаль-

ных фононных мод (TO- и LO-фононов) [7,11,12]. Мак-

симумы на теоретической кривой обусловлены обменом

энергии туннелирующего электрона с фононами [12].

Наблюдается качественное согласие теоретической и

экспериментальной кривых.

Заключение

В работе получены и исследованы GaAs p−i−n-
фотодиоды с ДАКТ InAs, исследованы их оптические

и фотоэлектрические свойства. В зависимости ФЧ ди-

одов от напряжения обратного смещения при фотовоз-

буждении КТ на длине волны ≈ 1.3µm, соответству-

ющей возбуждению межзонного оптического перехода

между основными состояниями электронов и дырок

в КТ большего размера, обнаружены 3 максимума,

связанных с туннелированием фотовозбуждeнных элек-

тронов между ДАКТ, в том числе с поглощением и

испусканием оптических фононов. Результаты экспери-

мента согласуются с теоретической полевой зависимо-

стью вероятности 1D-диссипативного туннелирования в

ДАКТ InAs/GaAs(001). Результаты работы показывают,

что развитие нанотехнологии сделали возможным экс-

периментальное наблюдение эффектов диссипативного

туннелирования электронов в искусственных размерно-

квантованных наноструктурах.

Приложение

Рассмотрим (3) с учетом взаимодействия с двумя

локальными фононными модами (ωL1 = ω2 и ωL2 = ω3).

Для упрощения будем предполагать это взаимодействие

достаточно малым, т. е.
C
ω2
0

≪ 1 и
C
ω2

L
≪ 1. В этом случае

ζn = ν2
n

N∑

α=2

C2
α

ω2
α(ω2

α+ν2n )
, где νn = 2πn

β
, β = ~

kT .

ζn = ν2
n

C2
2

ω2
2(ω

2
2 + ν2

n )
+ ν2

n
C2

3

ω2
3(ω

2
3 + ν2

n )
;

sin2 νnτ0 =
1

2
(1− cos 2νnτ0).
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В результате сумма в последнем слагаемом выраже-

ния (3) перепишется в виде U = U1 −U2, где

U1 =
1

2

∞∑

n=1

1

ν2
n

(

ν2
n + ω2

0 + ν2
n

C2
2

ω2
2
(ω2

2
+ν2n )

ν2
n +

C2
3

ω2
3
(ω2

3
+ν2n )

) ,

U2 =
1

2

∞∑

n=1

cos 2νnτ0

ν2
n

(

ν2
n + ω2

0 + ν2
n

C2
2

ω2
2
(ω2

2
+ν2n )

ν2
n +

C2
3

ω2
3
(ω2

3
+ν2n )

) .

(51)
Обозначим ν2

2 = x и преобразуем выражение в знаме-

нателе

x
[
(x + ω2

0)ω
2
2ω

2
3(x + ω2

2)(x + ω2
3) + xC2

2ω
2
3(x + ω2

3)

+xC2
3ω

2
2(x +ω2

2)
]
=x
[
ω4
2ω

4
3x +ω2

2ω
2
3x3+ω2

3ω
2
3x2(ω2

2+ω2
3)

+ ω4
2ω

4
3ω

2
0 + ω2

2ω
2
3ω

2
0x2 + ω2

2ω
2
3ω

2
0x(ω2

2 + ω2
3)

+ C2
2ω

4
3x + C2

2ω
2
3x2 + C2

3ω
4
2x + C2

3ω
2
2x2
]

= x
[
ω2
2ω

2
3x3 + x2

{
ω2
2ω

2
3(ω

2
2 + ω2

3) + ω2
0ω

2
2ω

2
3 + C2

2ω
2
3

+ C2
3ω

2
2

}
+ x
{
ω4
2ω

4
3 + ω2

0ω
2
2ω

2
3(ω

2
2 + ω2

3)

+ C2
2ω

4
3 + C2

3ω
4
2

}
+ ω2

0ω
4
2ω

4
3

]

= xω2
2ω

2
3

[

x3 + x2

{

ω2
2 + ω2

3 + ω2
0 +

C2
2

ω2
2

+
C2

3

ω2
3

}

+ x

{

ω2
2ω

3
3 + ω2

0(ω
2
2+ω2

3)+
C2

2ω
2
3

ω2
2

+
C2

3ω
2
2

ω2
3

}

+ω2
0ω

2
2ω

2
3

]

.

Введем обозначения A = ω2
2 + ω2

3 + ω2
0 +

C2
2

ω2
2

+
C2

3

ω2
3

,

Bω = ω2
2ω

2
3 + ω2

0(ω
2
2 + ω2

3) +
C2

2ω
2
3

ω2
2

+
C2

3ω
2
2

ω2
3

,

C = ω2
0ω

2
2ω

2
3 .

Tогда выражение в знаменателе первого слагаемого в

(П1) примет вид

xω2
2ω

2
3

[
x3 + Ax2 + Bωx + C
︸ ︷︷ ︸

=0

]

= xω2
2ω

2
3(x − x1)(x − x2)(x − x3).

Обозначим Q = A2−3Bω

9
; R = 2A3−9ABω+27C

54
;

S = Q3 − R2; 8 = 1
3
arccos

(

R√
Q3

)

. Если S > 0, тогда

x1 = −2
√

Q cos(8) − A
3
,

x2 = −2
√

Q cos

(

8 +
2

3
π

)

− A
3
,

x3 = −2
√

Q cos

(

8− 2

3
π

)

− A
3
. (52)

Первая сумма в (П1) преобразуется к виду

U1 =
1

2

∞∑

n=1

ω2
2ω

2
3(ω

2
2 + ν2

n )(ω2
3 + ν2

n )

ν2
nω

2
2ω

2
3(ν

2
n − x1)(ν2

n − x2)(ν2
n − x3)

. (53)

Последнее выражение (П1) разобъем на простые дроби

β0

x
+

γ

x − x1

+
ϕ

x − x2

+
1

x − x3

=
x2 + x(ω2

2 + ω2
3) + ω2

2ω
2
3

x(x − x1)(x − x2)(x − x3)
,

где

β0 = − ω2
2ω

2
3

x1x2x3

,

1 =
x2
3

(x3−x2)(x1−x3)

{
ω2
2ω

2
3

x1x2x3

(
x1x2+x1x3+x2x3

x2x3

−1

)

+
ω2
2 + ω2

3

x2x3

− 1

x3

(

1 +
ω2
2ω

2
3

x1x2x3

[
x1x2 + x1x3 + x2x3

x2x3

+ (x2 + x3 − x1)

])

+
(ω2

2 + ω2
3)(x2 + x3)

x2x3

}

,

ϕ =
x2

x3(x2 − x1)

{

1
x2

x3

(x1 − x3) − 1

− ω2
2ω

2
3

x1x2x3

(x2 + x3 − x1) −
x2 + x3

x2x3

×
{

ω2
2 + ω2

3 +
ω2
2ω

2
3

x1x2x3

(x1x2 + x1x3 + x2x3)

}}

.

γ =
1

x2x3

{
ω2
2 + ω2

3 − 1x1x2 − ϕ1x3

− β0(x2x3 + x1(x2 + x3))
}

νn =
2πn
β

. (54)

В итоге U1 преобразуется к виду

U1 =
1

2

∞∑

n=1

(
β0

ν2
n

+
γ

ν2
n − x1

+
ϕ

ν2
n − x2

+
1

ν2
n − x3

)

.

∞∑

n=1

β0

ν2
n

= β0

∞∑

n=1

β2

4π2n2
= β0

β2

4π2

∞∑

n=1

1

n2
= β0

β2

24
,

x1 = −2
√

Q cosφ − A
3

= −x10 = −
(

2
√

Q cosφ +
A
3

)

;

Если x1 < 0;

∞∑

n=1

γ

ν2
n + x10

=

∞∑

n=1

γ
4π2n2
β2

+ x10

=
γβ2

4π2

∞∑

n=1

1

n2 + x10β2

4π2

=
γβ2

4π2

[

− 4π2

2x1β2
− π2

√
x1β

ctg

(√
x1β

2π

)]

; x̃2
10 =

x10β
2

4π2
,

x2 = −2
√

Q cos

(

8 +
2

3
π

)

− A
3

= −x20 x̃2
20 =

x20β
2

4π2
,
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x3 = −2
√

Q cos

(

8− 2

3
π

)

− A
3

= −x30 x̃2
30 =

x30β
2

4π2
.

Если x1 > 0, x2 > 0, x3 > 0:

U1 =
1

2

{

β0
β2

24
+

γβ2

4π2

[

− 4π2

2x1β2
− π2

√
x1β

ctg

(√
x1β

2

)]

+
ϕβ2

4π2

[

− 4π2

2x2β2
− π2

√
x2β

ctg

(√
x2β

2

)]

+
1β2

4π2

[

− 4π2

2x3β2
− π2

√
x3β

ctg

(√
x3β

2

)]}

. (55)

Перейдем к вычислению U2:

U2 =
1

2

∞∑

n=1

(
β0 cos 2νnT0

ν2
n

+
γ cos 2νnT0

ν2
n − x1

+
ϕ cos 2νnT0

ν2
n − x2

+
1 cos 2νnT0

ν2
n − x3

)

,

1

2

∞∑

n=1

β0 cos
2 2πT0n

β

4π2n2
β2

=
1

2

[

β2β0

4π2

∞∑

n=1

cos2 2πT0
β

n

n2

]

=
1

2

[
β2β0

4π2

1

12

(

3
(4πT0)

2

β
− 6π

4πT0

β
+ 2π2

)]

+
1

2
γ

∞∑

n=1

cos 4πT0n
β

4π2n2
β2

− x1

=
1

2

[

β2γ

4π2

∞∑

n=1

cos 4πT0
β

n

n2 − x1β2

4π2

]

=
1

2

[
β2γ

4π2

{
π2

√
x1β

cos

[(

π − 4πT0

β

) √
x1β

2π

]

× cosec

√
x1β

2
+

2π2

x1β2

}]

.

При x1, x2, x3 > 0

U2 =
1

2

{
β0β

2

48

(

3
(4πT0)

2

β
− 24π2T0

β
+ 2π2

)

+
γβ2

4π2

{
π2

√
x1β

cos

[(

π − 4πT0

β

) √
x1β

2π

]

cosec

√
x1β

2

}

+
ϕβ2

4π2

{
π2

√
x2β

cos

[(

π − 4πT0

β

) √
x2β

2π

]

× cosec

√
x2β

2
− 2π2

x2β2

}

+
1β2

4π2

{
π2

√
x3β

cos

[(

π−4πT0

β

)

×
√

x3β

2π

]

cosec

√
x3β

2
− 2π2

x3β2

}}

. (56)

Квазиклассическое действие с учетом двух
”
промотиру-

ющих“ локальных фононных мод сводится к выражению

вида

SB2ω
2
0(a + b)aτ0 −

2

β
ω2
0(a + b)2τ 2

0

− 4

β
ω4
0(a + b)2{U1 + U2},

где

τ0 =
1

2ω0

Arcsh

[
b − a
b + a

sh
ω0β

4

]

+
β

4

=
1

2ω0

Arcsh

[
b
a − 1
b
a + 1

sh
ω0β

4

]

+
β

4

или

τ ∗

0 = τ0ω0 =
1

2
Arcsh

[
b∗ − 1

b∗ + 1
shβ∗

]

+ β∗;

τ ∗

0 = τ ω0; β∗ =
ω0β

4
.

Окончательно перенормированное выражение для одно-

мерного квазиклассического инстантонного действия с

учетом двух локальных фононных мод среды-термостата

принимает вид

S̃10=
S10

ω0a2
=2(b∗+1)τ ∗

0 − 1

2β∗
(b∗+1)2τ ∗2

0 − (b∗+1)2

β∗

×
{
1

2

[

β0ω
2
0

(
βω0

4

)2
2

3
+ 4

γω2
0

(
βω0

4

)2

π2

×
[

− 4π2

2x1β2
− π2

√
x1β

ctg

(√
x1β

2π

)]

+ 4
ϕω2

0β
∗2

π2

×
[

− 4π2

2x2β2
− π2

√
x2β

ctg

(√
x2β

2π

)]

+4
1ω2

0β
∗2

π2

[

− 4π2

2x3β2
− π2

√
x3β

ctg

(√
x3β

2π

)]]

−1

2

[

β0ω
2
0

(
βω0

4

)2
1

3

(

3

(
4πτ0ω0

βω0

)2

−6π2τ0ω04

βω0

+2π2

)

+
4γω2

0

(
βω0

4

)2

π2

{
ω0π

24

4
√

x1βω0

cos

[(

π−4πτ0ω0

βω0

) √
x12βω0

ω0π4

]

× cosec
2
√

x1
ω0

β0ω0

4
+

ω2
0π

24

8x1βω0

}

+
4φω2

0β
∗2

π2

×
{

ω0π
24

4
√

x2β∗
cos

[(

π − 4πτ ∗

0 ω0

β∗

) √
x22β

∗

ω0π

]

× cosec
2
√

x2

ω0

β∗ +
ω2
0π

2

8x20β∗2

}

+
41ω2

0β
∗2

π2

×
{

ω0π
24

4
√

x3β∗
cos

[(

π − 4πτ ∗

0 ω0

β∗

) √
x32β

∗

ω0π

]

× cosec
2
√

x3

ω0

β∗ +
ω2
0π

2

8x3β∗2

}]

. (57)

Перейдем к вычислению предэкспоненциального фак-

тора с учетом двух промотирующих локальных фонон-
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ных мод:

B =
2ω2

0(a + b)2

(2πβ)
1
2

∞∑

n=−∞

sin2 νnτ0
λ0n

[
∞∑

n=−∞

cos 2νnτ0
λ0n

] 1
2

, (58)

где

λ0n = ν2
n + ω2

0 + ζn,

∞∑

−∞

sin2 νnτ0 = 1
2
(1− cos 2νnτ0)

ν2
n + ω2

0 +
ν2nC2

2

ω2
2
(ω2

2
+ν2n )

+
ν2n C2

3

ω2
3
(ω2

3
+ν2n )

=
1

2

∞∑

n=−∞

(1− cos 2νnτ0)ω
2
2ω

2
3(ω

2
2 + ν2

n )(ω2
3 + ν2

n )
(ω2

0+ν2n )ω2
2ω

2
3 (ω

2
2+ν2n )(ω2

3+ν2n )+

+ν2n C2
2
ω2
3
(ω2

3
+ν2n )+ν2

2
C2

3
ω2
3
(ω2

2
+ν2n )

,

x = ν2
n

=
1

2

∞∑

n=−∞

(1− cos 2νnτ0)(ω
2
2 + ν2

n )(ω2
3 + ν2

n )

x3 + Ax2 + Bωx + C
, (59)

где введены обозначения A = ω2
2 + ω2

3 + ω2
0 +

C2
2

ω2
2

+
C2

3

ω2
3

,

Bω = ω2
2ω

2
3 + ω2

0(ω
2
2 + ω2

3)
C2

2ω
2
3

ω2
2

+
C2

3ω
2
2

ω2
3

,

C = ω2
0ω

2
2ω

2
3,

обозначим также

Q =
A2 − 3Bω

9
; R =

2A3 − 9ABω + 27C
54

;

S = Q3 − R2; 8 =
1

3
arccos

(

R
√

Q3

)

.

При S > 0

x1 = −2
√

Q cos(8) − A
3
,

x2 = −2
√

Q cos

(

8 +
2

3
π

)

− A
3
,

x3 = −2
√

Q cos

(

8− 2

3
π

)

− A
3
.

Разложим знаменатель соотношения (П9)

=
1

2

∞∑

n=−∞

(ω2
2 + ν2

n )(ω2
3 + ν2

n )

(ν2
n − x1)(ν2

n − x2)(ν2
n − x3)

=
D

ν2
n − x1

+
E

ν2
n − x2

+
F

ν2
n − x3

F =

(ω2
2+ω2

3+x2+x3)[x2x3(x1+x3)−x1x3(x2+x3)]+

+(x2−x1)[(x2+x3)ω2
2
ω2
3
+x2x3(ω2

2
+ω2

3
)]

(x2−x1)[x1x2(x2+x3)−x2x3(x1+x2)]−
−(x1−x3[x2x3(x1+x3)−x1x3(x2+x3)]

E =
ω2
2 + ω2

3 + x2 + x3 + F(x1 − x3)

x2 − x1

;

D = −ω2
2 + ω2

3 + E(x1 + x3) + F(x1 + x2)

x2 + x3

,

1

2

∞∑

n=−∞

D
ν2

n − x1

=
D
2

∞∑

n=−∞

1
4π2n2
β2

− x1

=
1

2

Dβ2

4π2

∞∑

n=−∞

1

n2 − x1β2

4π2

=
1

2

Dβ2

4π2

[

− 4π2

x1β2
+ 2

∞∑

n=−∞

1

n2 − x1β2

4π2

]

(при x1 > 0) :

=
1

2

Dβ2

4π2

[

− 4π2

x1β2
+ 2

{

− 2π2

x10β2
− π2

√
x1β

ctg

√
x1β

2

}]

.

Сумма, содержащая cos 2νnτ0, дает в этом случае

= −1

2

Dβ2

4π2

[

− 4π2

x1β2
+ 2

{

− π2

√
x1β

cos

[(

π − 4πτ0

β

)

×
√

x1β

2π

]

cosec

√
x1β

2
+

2π2

x1β

}]

. (510)

В итоге обезразмеренный предэкспоненциальный фак-

тор определяется суммами двух типов:

B̃ =
B

a2ω
2
3

=
2ω2

0

(
b
a + 1

)2

(2πβ)
1
2

V1

(V2)
1
2

,

V1 =

∞∑

n=−∞

sin2 νnτ0

λ0n
=

1

2

Dβ2

4π2

[

− 4π2

x1β2
+ 2

{

− 2π2

x10β2

− π2

√
x1β

ctg

√
x1β

2

}]

+
1

2

Eβ2

4π2

[

− 4π2

x2β2
+ 2

{

− 2π2

x20β2

− π2

√
x2β

ctg

√
x2β

2

}]

+
1

2

Fβ2

4π2

[

− 4π2

x3β2
+ 2

{

− 2π2

x30β2

− π2

√
x3β

ctg

√
x3β

2

}]

− 1

2

Dβ2

4π2

[

− 4π2

x1β2
+ 2

{

− π2

√
x1β

× cos

[(

π − 4πτ0

β

) √
x1β

2π

]

cosec

√
x1β

2
+

2π2

x1β2

}]

− 1

2

Eβ2

4π2

[

− 4π2

x2β2
+ 2

{

− π2

√
x2β

cos

[(

π − 4πτ0

β

) √
x2β

2π

]

× cosec

√
x2β

2
+

2π2

x2β2

}]

−1

2

Fβ2

4π2

[

− 4π2

x3β2
+ 2

{

− π2

√
x3β

× cos

[(

π − 4πτ0

β

) √
x3β

2π

]

cosec

√
x3β

2
+

2π2

x3β2

}]

.
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V2 =

∞∑

n=−∞

cos 2νnτ0

λ0n
=

Dβ2

4π2

[

− 4π2

x1β2

+ 2

{

− π2

√
x1β

cos

[(

π − 4πτ0

β

)

×
√

x1β

2π

]

cosec

√
x1β

2
+

2π2

x1β2

}]

+
Eβ2

4π2

[

− 4π2

x2β2

+ 2

{

− π2

√
x2β

cos

[(

π − 4πτ0

β

) √
x2β

2π

]

cosec

√
x2β

2

+
2π2

x2β2

}]

+
Fβ2

4π2

[

− 4π2

x3β2
+ 2

{

− π2

√
x3β

× cos

[(

π − 4πτ0

β

) √
x3β

2π

]

cosec

√
x3β

2
+

2π2

x3β2

}]

.

(511)
В результате аналитически найдено выражение для

вероятности одномерного туннельного переноса:

Ŵ = B exp(−S). (512)
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