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Собственные частоты изгибных колебаний углеродных нанотрубок
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С использованием молекулярно-динамической модели с сокращенным числом степеней свободы рассчита-

ны собственные частоты изгибных колебаний углеродных нанотрубок (УНТ) различного диаметра в условиях

плоского деформированного состояния. Показано, что теория тонких цилиндрических оболочек дает высокую

точность в оценке частот малоамплитудных собственных колебаний даже для УНТ относительно малого

диаметра. Показано, что с ростом амплитуды частота собственных колебаний уменьшается, что согласуется

с литературными данными. Полученные результаты необходимы для дизайна терагерцовых резонаторов на

основе УНТ и высокоточных наносенсоров массы и силы, основанных на эффекте электромеханической

связи, который проявляют УНТ.
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Введение

Поскольку sp2-углеродные материалы, такие как гра-

феновые наноленты и углеродные нанотрубки (УНТ),
имеют высокие прочность и жесткость, а также хорошо

проводят электрический ток, естественно возникает идея

использования электромеханической связи для создания

наносенсоров [1,2] и нано- и микроэлектромеханических

систем (NEMS и MEMS) различного назначения [3].
В таких наноустройствах через углеродные структуры

пропускают постоянный или переменный ток, по из-

менению которого можно судить о действии внешних

сил, изменении температуры или химического соста-

ва окружающей среды. Наибольшую чувствительность

подобные сенсоры демонстрируют вблизи резонансных

частот механических колебаний рассматриваемых мате-

риалов. Механические резонаторы можно использовать

в качестве инерционных весов для обнаружения малой

массы вещества (порядка ag) путем измерения сдвигов

частоты колебаний [4–9], а также для измерения весьма

малых сил (порядка nN) [1,10,11]. В этой связи становит-

ся актуальной задача поиска простых способов оценки

собственных частот колебаний sp2-углеродных структур

в зависимости от их геометрических параметров.

Для решения этой задачи используются различные

модели. Несмотря на наноскопический размер угле-

родных структур, многими авторами было показано,

что континуальные модели механики сплошной среды

оказываются применимыми для анализа их колебатель-

ных спектров [12–21]. В настоящей работе оценива-

ются пределы применимости теории тонких упругих

оболочек к анализу изгибных собственных колебаний

УНТ. В качестве более точного метода расчета исполь-

зуется молекулярная динамика, учитывающая дискрет-

ное строение УНТ и межатомные потенциалы Сави-

на [22], точность которых при описании механических

свойств sp2-углеродных структур была показана в ряде

работ [23]. Для расчетов применяется модель цепи,

движущейся на плоскости [24,25], которая позволяет

для некоторого класса задач многократно уменьшить

число рассматриваемых степеней свободы при сохра-

нении высокой точности моделирования механических

свойств sp2-углеродных материалов. Модель цепи была

адаптирована для анализа УНТ в работе [26] и успешно

использована для описания механических свойств пуч-

ков УНТ при поперечном сжатии [27–30].

1. Компьютерная модель

В настоящей работе рассматриваются УНТ в услови-

ях плоского деформированного состояния, когда фор-

ма поперечного сечения УНТ полностью определяет

ее деформированное состояние, при этом деформация

растяжения/сжатия вдоль оси УНТ равна нулю. Для

определенности рассматриваются УНТ хиральности зиг-
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Рис. 1. Поперечное сечение УНТ хиральности зигзаг (K, 0) на
плоскости (x, y). Показан случай K = 15, при этом поперечное

сечение характеризуется N = 2K = 30 атомами углерода.

заг (K, 0) различного диаметра, определяемого пара-

метром K, т. е. направление зигзаг графена направлено

по окружности УНТ, а направление кресло вдоль оси

УНТ [19]. На рис. 1 схематически показана расчетная

ячейка и определены геометрические параметры: а —

расстояние между атомами углерода в стенке УНТ в

проекции на плоскость (x , y) и R — радиус УНТ.

Атомы имеют две степени свободы, двигаясь в плос-

кости (x , y). Каждый узел представляет собой жесткий

ряд атомов углерода, ориентированный перпендикуляр-

но плоскости (x , y). Поперечное сечение УНТ представ-

лено N = 2K атомами углерода. Рассмотрены случаи

N = {18, 30, 42, 54, 66, 78}. Численные значения гео-

метрических параметров следующие. Равновесное меж-

атомное расстояние в стенке УНТ равно r0 = 1.418�A,

расстояние между ближайшими атомами углерода в про-

екции на плоскость (x , y) равно a = r0
√
3/2 = 1.228�A,

радиус УНТ рассчитывается как R = a/[2 sin(π/N)]. За-
метим, что радиус УНТ в нашем исследовании относи-

тельно невелик и при отсутствии внешних сил они могут

иметь только круговую устойчивую конфигурацию.

Положения атомов на плоскости (x , y) определяют-

ся компонентами радиус-вектора r, при этом общее

число степеней свободы равно 2N. Рассматриваемая

УНТ находится в вакууме. В молекулярно-динамическом

моделировании единицами измерения времени, энер-

гии и расстояния являются ps, eV и �

A соответствен-

но. В этих единицах масса атома углерода равна

M = 12 · 1.0364 · 10−4 eV·ps2/�A2.

Движение атомов УНТ описывается гамильтонианом

(полной энергией)

H = T + UB + UA, (1)

представляющим сумму кинетической энергии, энергии

валентных связей и валентных углов (их выражения

приводятся в [29], а также ниже для удобства читателя).

На рис. 1 индексы p, q и s нумеруют ближайшие

атомы в стенке УНТ. Тогда энергии в правой части

уравнения (1) определяются следующим образом.

Кинетическая энергия

T =
M
2

N
∑

q=1

|ṙq|2, (2)

где ṙq — вектор скорости атома с номером q=1, . . . , N,

точкой обозначено дифференцирование по времени.

Энергия валентных связей определяется гармониче-

ским потенциалом

UB =
k
2

N
∑

q=1

(|rq − rs | − a)2, (3)

который суммируется по связям, соединяющим бли-

жайшие атомы (рис. 1), и число таких связей равно

числу атомов N. Продольная жесткость графена хорошо

воспроизводится при k = 405N/m = 25.278 eV/�A2.

Энергия валентных углов задается ангармоническим

потенциалом

UA = ǫ

N
∑

q=1

[1 + cos(θpqs )],

cos(θpqs ) =
(rq − r p, r s − rq)

|rq − r p||r s − rq |
, (4)

который является суммированием по валентным углам,

образованным атомами p, q и s (рис. 1), и число

таких углов равно числу атомов N. Изгибная жесткость

графена хорошо воспроизводится при ǫ = 3.50 eV.

Уравнения движения, следующие из гамильтониана

(1)−(4), решались численно методом Штормера шесто-

го порядка точности [31].
Атомы УНТ занумерованы индексом q = 1, . . . , N

против часовой стрелки, начиная с атома, располо-

женного на положительной оси x . Таким образом,

координаты атомов равны x = R cos[2π(q − 1)/N] + x0,

y = R sin[2π(q − 1)/N] + y0, где x0, y0 — координаты

центра УНТ.

Для возбуждения в УНТ изгибных колебаний атомам

с координатами (x , y) задавался вектор начальных пере-

мещений с компонентами

1x = A
x − x0

R
cos

(

2πn(q − 1)

N

)

,

1y = A
y − y0

R
cos

(

2πn(q − 1)

N

)

. (5)

Здесь (1x , 1y) — компоненты вектора начального сме-

щения атома с координатами x , y ; n — номер гармо-

ники; q — номер атома; A — амплитуда гармоники.

Задание начальных перемещений атомов, согласно (5),
создает в УНТ прогиб с n волнами, как показано на
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n = 2 n = 3

n = 4 n = 5 n = 6

Рис. 2. Первые пять гармоник изгибных колебаний УНТ,

соответствующих номерам n = 2, 3, . . . , 6 в выражении (5).
Показано на примере УНТ (27.0), для которой N = 54 и

радиус R = 9.47�A. В этом случае при n = 6 на длину волны

приходится 9 атомов.

рис. 2 для случая УНТ с N = 54 (R = 9.47�A). На-

ми рассматривались случаи n = 2, 3, . . . , 6. Начальные

скорости всех атомов равнялись нулю. В результате

таких начальных условий в УНТ возбуждались свобод-

ные колебания, соответствующие выбранной гармонике.

Частота колебаний определялась по зависимости ра-

диальных перемещений атомов как функций времени.

При определении частот малоамплитудных колебаний

мы полагали A = 10−3
�

A. При изучении нелинейных

колебаний брались бóльшие значения A.
Теория тонких упругих оболочек дает следующее

выражение для собственных частот изгибных колебаний

цилиндрической оболочки [32]:

νn =
ξn(n2 − 1)

2πR2
√

n2 + 1
, (6)

где n — номер гармоники, R — радиус цилиндрической

оболочки и ξ — коэффициент, учитывающий инерцию

и цилиндрическую жесткость стенки оболочки. Отме-

тим, что номер гармоники n в теории тонких упругих

оболочек имеет физический смысл модуля проекции

углового момента кванта колебаний (фонона) на ось

УНТ. Из уравнения (6) находим периоды собственных

колебаний:

Tn =
2πR2

√
n2 + 1

ξn(n2 − 1)
. (7)

В разд. 2 периоды и частоты пяти первых гармоник

изгибных колебаний УНТ будут рассчитаны с исполь-

зованием молекулярно-динамической модели, описанной

выше. Коэффициент ξ будет найден подстановкой в фор-

мулу (7) радиуса УНТ R, номера гармоники n и периода

колебаний соответствующей гармоники Tn, найденной из

молекулярно-динамических расчетов. Можно отметить,

что континуальная теория должна давать наилучший

результат для оценки коэффициента ξ при исполь-

зовании длинноволновой гармоники (n = 2), наименее

чувствительной к дискретности УНТ.

2. Численные результаты

С использованием модели цепи, описанной в разд. 1,

были рассчитаны частоты и периоды малоамплитудных

изгибных колебаний УНТ различного радиуса для пер-

вых пяти гармоник, показанных на рис. 2. Результа-

ты сравниваются с аналитической оценкой (6). Также
анализируется эффект нелинейности при значительных

амплитудах колебаний.

Напомним, что радиус УНТ определяется числом

атомов углерода N в ее поперечном сечении. Частоты

малоамплитудных колебаний как функции номера гар-

моники n представлены на рис. 3 для N = 18, 30, 42,

54, 66 и 78 различными символами согласно вставке.

Хорошо видно, что частота колебаний растет с номером

гармоники n быстрее, чем по линейному закону и

быстро уменьшается с ростом N.

Используем численно найденные периоды колебаний

n-ой гармоники для определения значения коэффици-

ента ξ , входящего в (7), для каждого радиуса УНТ.

Например, для случая N = 78, находим радиус УНТ

R = 13.68�A. Подставляя численно найденное значение

периода колебаний T2 = 7.571 ps для n = 2 в уравне-

ние (7), определяем ξ = 58.12�A
2
/ps. В таблице сведены

результаты аналогичных расчетов для других значе-

ний N и соответствующих радиусов R.
Анализируя зависимость ξ от числа N и радиуса

УНТ при n = 2 (см. таблицу), замечаем, что ξ возрас-

тает замедленно с ростом R, достигая насыщения при

R > 13.68�A на уровне ξ = 58.12�A2/ps. Это означает,

что для УНТ радиуса R > 13.68�A размерный эффект

перестает проявляться. Поэтому теория упругих оболо-

чек может использоваться для оценки частот изгибных

колебаний таких УНТ.
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Рис. 3. Частоты первых пяти гармоник собственных изгибных

колебаний УНТ для различных значений N от 18 до 78 с

шагом 12.
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Рис. 4. Период малоамплитудных изгибных колебаний УНТ для первых пяти гармоник, занумерованных индексом n = 2, 3, . . ., 6,

согласно численным результатам (пустые символы) и предсказанию по формуле (7) (крестики) при определении коэффициента ξ

по гармонике n = 2. Число атомов N в поперечном сечении УНТ указано на каждой панели.

Радиус УНТ R и коэффициент ξ , входящий в выражения (6)
и (7), для различных значений числа атомов углерода в

поперечном сечении УНТ N и для различных гармоник от

n = 2 до 6

N R,�A
ξ ,�A2/ps

n = 2 n = 3 n = 4 n = 5 n = 6

18 3.17 54.88 52.38 49.58 44.58 39.48

30 5.27 56.24 55.80 54.58 52.86 51.04

42 7.37 57.46 57.04 56.29 55.45 54.48

54 9.47 57.67 57.37 56.98 56.64 55.97

66 11.58 58.02 57.50 57.41 57.03 56.71

78 13.68 58.12 57.58 57.63 57.31 57.14

Отметим, что в качестве параметра, характеризую-

щего степень дискретности колебательной моды, удоб-

но взять отношение N/n, т. е. число узлов цепной

модели, приходящейся на одну длину волны колеба-

тельной моды. Наименьшее из исследованных нами

значение этого соотношения равно N/n = 18/6 = 3, а

наибольшее N/n = 78/2 = 39. Континуальная теория,

согласно нашим оценкам, может быть использована для

N/n > 78/6 = 13.

Зависимость коэффициента ξ от числа атомов N и

номера гармоники n в соответствии с данными табли-

цы может быть представлена приближенной формулой

(в �A2/ps):

ξ = 61(1 − eN/6)(1 − e−6/n)

для 18 ≤ N ≤ 78, 2 ≤ n ≤ 6,

ξ = 58 для N > 78, 2 ≤ n ≤ 6. (8)

На рис. 4 сопоставлены численные результаты (пу-
стые символы) и предсказание по формуле (7) (сплош-

ная кривая) для периодов первых пяти гармоник из-

гибных колебаний УНТ с различным числом атомов N
(указано на каждой панели). Значение параметра ξ для

каждого N бралось из таблицы для n = 2. Все кривые

проходят через точку, соответствующую n = 2, посколь-

ку она использовалась для определения параметра ξ .
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Рис. 5. Зависимость частоты колебаний от амплитуды для гар-

моник n = 2, 3 и 4. Результаты для УНТ радиуса R = 15.25�A

(N = 78). Амплитуда колебаний A нормирована на радиус УНТ.

Отклонение кривой от численных значений возрастает

с ростом n, поскольку дискретность УНТ становится

более выраженной для коротковолновых мод колебаний.

Наибольшая погрешность наблюдается для n = 6. Для

N = 18 и n = 6 максимальная погрешность достигает

32%, что не удивительно, поскольку в этом случае в

пределах длины волны колебаний находится всего три

атома углерода. С ростом N максимальная погрешность

быстро падает и для N = 78 она составляет всего 1.1%.

Наконец, рассмотрим влияние амплитуды колебаний

на частоту для УНТ радиуса R = 13.68�A (N = 78).
Для первых трех гармоник (n = 2, 3 и 4) результаты

молекулярно-динамического моделирования показаны на

рис. 5 с указанием номера гармоники на каждой панели.

Амплитуда колебаний нормирована на радиус УНТ.

Отметим, что частота колебаний уменьшается с ростом

амплитуды, однако степень нелинейности колебаний

невелика. Для гармоники n = 2 падение частоты во

всем исследованном интервале амплитуды составляет

около 1%, для гармоники n = 3 частота падает на 9%,

а для n = 4 на 0.6%. Отметим, что для гармоники n = 3

не удалось рассмотреть амплитуды свыше A/R = 0.027,

поскольку при более высоких амплитудах энергия от

рассматриваемой гармоники довольно быстро переходит

к другим гармоникам. По этой же причине (быстрый
обмен энергией между гармониками при увеличении ам-

плитуды колебаний) не удалось проанализировать зави-

симость частоты от амплитуды для гармоник n = 5 и 6.

Заключение

Сопоставлены результаты молекулярно-динамичес-

кого расчета частот собственных изгибных колебаний

УНТ различного диаметра с предсказанием теории тон-

ких упругих оболочек. Установлено, что для УНТ радиу-

са больше 13.68�A коэффициент ξ в аналитическом выра-

жении частот колебаний (6) равен ξ = 58.12�A2/ps. Для

УНТ радиуса R > 13.68�A размерный эффект перестает

проявляться, и теория оболочек может использоваться

с высокой точностью для оценки частот изгибных коле-

баний. Об этом также свидетельствует малость погреш-

ности в оценке частот старших гармоник при радиусе

УНТ R > 13.68�A. Так, для N = 78 погрешность в оценке

частоты гармоники n = 6 составляет всего 1.12%.

Полученные результаты для УНТ достаточно боль-

шого радиуса хорошо согласуются с литературными

данными. Отметим, что коэффициент ξ , фигурирующий

в выражениях (6) и (7), также входит в дисперсионное

соотношение изгибных колебаний графена: ω(k) = ξk2.

В работе [16] этот коэффициент обозначен через γ

и для него дана оценка γ = 6 · 10−3 cm2/s = 60�A2/ps

со ссылкой на первопринципные расчеты [17]. Эта

оценка хорошо согласуется со значением ξ = 58.1�A2/ps,

взятым из таблицы для моды n = 2 и максимального

радиуса УНТ. Оценка ξ = 65.6�A2/ps, основанная на

континуальной теории оболочек, дается в [19]. Суще-

ствует и экспериментальная оценка этого коэффициента,

равная ξ = 67.3�A2/ps [18], близкая к теоретическому

значению, указанному в [33], ξ = 68.2�A2/ps. Отметим,

что расхождение экспериментальных оценок констант

упругости графена и УНТ составляет порядка 10%,

что обусловлено не только погрешностью эксперимента,

но и зависимостью упругих характеристик от способа

синтеза материалов, наличия дефектов, химической мо-

дификации и других факторов [34]. Разброс в оценке

констант упругости приводит к разбросу в оценке коле-

бательных спектров, поэтому отличие эксперименталь-

ных и теоретических результатов в 10% следует считать

удовлетворительным.

С уменьшением радиуса УНТ точность континуальной

теории снижается. Аппроксимирующие выражения (8)
могут использоваться для расчета частот колебаний

УНТ малого радиуса.

С ростом амплитуды колебаний за счет геометри-

ческой и физической нелинейности УНТ наблюдается

снижение частоты собственных изгибных колебаний

(рис. 5). Мягкий тип нелинейности собственных изгиб-

ных колебаний УНТ также отмечался в [15].
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Таким образом, для оценки нескольких первых соб-

ственных частот изгибных колебаний УНТ радиуса свы-

ше 13.68�A можно пользоваться простой формулой (6)
с коэффициентом ξ = 58.12�A2/ps. Полученные резуль-

таты полезны для создания терагерцовых резонаторов

и наносенсоров малых масс и сил, основанных на

использовании резонансных частот колебаний УНТ, про-

являющих эффект электромеханической связи.

Отметим, что в работе предполагалось, что УНТ

находятся в вакууме. В случае если УНТ взаимодей-

ствуют со средой, их колебательный спектр должен

рассчитываться с учетом этого обстоятельства [20,32].
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