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При исследовании предельно коротких импульсов

света пропадает возможность применять приближение

медленно меняющейся огибающей переменной напря-

женности электрического поля E(t). С потерей понятия

огибающей импульса не работает инструмент площади

импульса θ = d12

~

∞
∫

−∞

E(t)dt, здесь d12 — дипольный мо-

мент перехода в двухуровневом атоме, ~ — постоянная

Планка. Но имеет смысл понятие
”
электрическая пло-

щадь“ SE =
∞
∫

−∞

Edt (в безразмерном виде se = 2d12

~
SE).

В работах [1–4] получено, что величина SE(z ) не ме-

няется с изменением пространственной координаты z ,
вдоль которой происходит распространение электромаг-

нитного излучения. В работах [3,4] приведены условия,

при которых интегрирование с бесконечными пределами

при вычислении SE(z ) заменяются конечными преде-

лами SE =
t2
∫

t1

Edt . Приведем выдержку из работы [3]:

”
волновой пакет излучения в начальный момент времени

расположен в вакууме, в среде поле отсутствует, а

через достаточно большой временной промежуток после

прохождения пакета поле в любой фиксированной точке

пространства исчезает“.

Опираясь на одномерные уравнения Максвелла элек-

тродинамики сплошной среды, получим балансные со-

отношения электрических и магнитных площадей для

задач, решаемых в конечной области как по простран-

ству, так и по времени. Для одномерной геометрии

задачи распространения электромагнитного излучения в

диэлектрике применяем уравнения Максвелла

∂E
∂z

+
1

c
∂H
∂t

= 0, (1)

∂H
∂z

+
1

c
∂E
∂t

= −
4πṖ

c
. (2)

Поляризованное излучение распространяется вдоль

оси z , напряжённость электрического поля E направлена

по оси x , а магнитного поля H — вдоль оси y , t —

время. Система уравнений электродинамики (1), (2)
имеет решение в виде электромагнитных волн. Они

распространяются как в положительном, так и в отри-

цательном направлениях.

Задача решается в прямоугольной области Dp двух

независимых переменных z и t, z L ≤ z ≤ z R , tB ≤ t ≤ tE .

Всё последующее будет справедливо для любой пря-

моугольной подобласти D области DP , ограничен-

ной z 1, z 2 такими, что z L ≤ z 1 < z 2 ≤ z R , и t1, t2 —

tB ≤ t1 < t2 ≤ tE . Области D приведены на рис. 1 и 2, а.

Введем обозначения

SE,z =

t2
∫

t1

E(z , t) dt, SH,z =

z 2
∫

z 1

H(z , t)
c

dz , (3)

SH,z =

t2
∫

t1

H(z , t) dt SE,z =

z 2
∫

z 1

E(z , t)
c

dt,

SP,z =

z 2
∫

z 1

4πP(z , t)
c

dz . (4)

В этих формулах нижние индексы имеют следующий

смысл: первый индекс — это подынтегральная функция,

второй индекс — это одна из независимых перемен-

ных, которая при интегрировании остаётся постоянной.

Интегрирование ведется по оставшейся независимой

переменной.

Тогда для любой подобласти D справедливы следую-

щие два утверждения:

(SE,z 2
− SE,z 1

) + (SH,t2 − SH,t1) = 0, (5)

(SH,z 2
− SH,z 1

) + (SE,t2 − SE,t1 + SP,t2 − SP,t1) = 0. (6)
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Докажем первое из них. Возьмем по области двойной

интеграл от левой части (1) и применим формулу Грина.

Получим

x

DK

(

∂E
∂z

+
1

c
∂H
∂t

)

dz dt =

∮

K

(

−
1

c
Hdz + Edt

)

. (7)

Подынтегральная функция, стоящая в левой части этой

формулы, равна нулю, следовательно, двойной интеграл

равен нулю. Значит правый криволинейный интеграл

тоже равен нулю. Распишем криволинейный интеграл в

правой части (7) с учетом направления интегрирования:

∮

K

(

−
1

c
Hdz + Edt

)

=

t2
∫

t1

E(z 2, t)dt −

t2
∫

t1

E(z 1, t)dt

+

z 2
∫

z 1

H(z , t2)
c

dz −

z 2
∫

z 1

H(z , t1)
c

dz = 0.

С учетом (3) получаем (5).
Для доказательства справедливости (6) преобразу-

ем (2) к следующему виду:

∂H
∂z

+
1

c
∂(E + 4πP)

∂t
= 0. (8)

Дальнейшее доказательство проводим так же, как и

доказательство (5). Выражение в скобках в (8) это

есть вектор электрической индукции D = E + 4πP , что
позволяет записать (6) в коротком виде

(SH,z 2
− SH,z 1

) + (SD,t2 − SD,t1) = 0. (9)

Здесь SD,t =
z 2
∫

z 1

D(z ,t)
c dz =

z 2
∫

z 1

E(z ,t)+4πP(z ,t)
c dz .

Исследователи часто пользуются безразмерными пе-

ременными. Для двухуровневой среды введем без-

размерные переменные [5,6] τ = t/t0, ζ = z/z 0, e =
= E/E0, h = H/H0, p = P/P0, здесь t0 = ω−1

0 , z 0 = c/ω0,

E0 = H0 = P0 = ~ω0/2d . Уравнения Максвелла приво-

дятся к виду

∂e
∂ζ

+
∂h
∂τ

= 0,
∂h
∂ζ

+
∂(e + 4πp)

∂τ
= 0.

Проделав вышеописанные действия, получим вместо

(5), (6), (9) следующие соотношения:

(se,ζ2 − se,ζ1) + (sh,τ2 − sh,τ1 ) = 0, (10)

(sh,ζ2 − sh,ζ1 ) + (se,τ2 − se,τ1 ) + (s4πp,τ2 − s4πpτ1) = 0,

или

(sh,ζ2 − sh,ζ1 ) + (sd,r 2 − sd,r 1 ) = 0. (11)

Здесь

se,ζ =

r 2
∫

r 1

e(ζ , τ )dτ , sh,r =

ζ2
∫

ζ1

h(ζ , τ )dζ ,

Sh,ζ =

τ2
∫

τ1

h(ζ , τ )dτ , se,τ =

ζ2
∫

ζ1

e(ζ , τ )dζ ,

s4πp,τ =

ζ2
∫

ζ1

4πp(ζ , τ )dζ ,

sd,τ =

ζ2
∫

ζ1

(

e(ζ , τ ) + 4πp(ζ , τ )
)

dζ =

ζ2
∫

ζ1

d(ζ , τ )dζ .

Введём следующее обозначение: r f ,ξ = (s f ,ξ2 − s f ,ξ1 ),
это выражение есть разность площадей при большем

значении (ξ2) и при меньшем значении (ξ1) области D.

Тогда (10), (11) можно записать в коротком виде

re,ζ + rhτ = 0, (12)

rh,ζ + rd,τ = 0 или rh,ζ + (re,τ + r4πp,τ ) = 0. (13)

Из этих соотношений получаем следующее.

Первое следствие. Для того чтобы одна из разностей

в равенствах (12), (13) была равна нулю, необходимо и

достаточно, чтобы и вторая разность тоже была равна

нулю.

Hапример, при моделировании прохождения излуче-

ния в веществе начальное состояние среды полагается

невозмущенным, а τ2 берется достаточно большим,

чтобы среда пришла в исходное (невозмущенное) состо-
яние, а всё электромагнитное излучение покинуло среду.

Тогда rh,τ = 0, rd,τ = 0, следовательно, re,ζ = 0, rh,ζ = 0.

Здесь реализуется закон сохранения электрической и

магнитной площадей [1–4].
Второе следствие. Если одна из разностей не равна

нулю, то и вторая также не равна нулю. Кроме того, эти

разности равны по модулю и противоположны по знаку.

Здесь равенства (12), (13) должно выполняться в

любой момент τ2 = τ . Равенство должно выполняться

даже тогда, когда в среде присутствует электромагнит-

ное поле или поляризация среды.

При численном моделировании мы получаем прибли-

женное решение. Для контроля правильности получен-

ного численным методом решения применяют расчет

баланса величин, подпадающих под законы сохранения,

например, полной энергии. Под полной энергией пони-

мается сумма энергии электромагнитного излучения и

энергии, аккумулируемой веществом при возбуждении

среды. Вышеописанное позволяет ввести дополнительно

баланс двух величин: 1se , 1sh (дисбалансы площадей

электрического и магнитного полей),

1se = (re,ζ + rh,τ )nu, 1sh = (rh,ζ + rd,τ )nu. (14)

В относительном виде

δse =
1se

max(re,ζ )
, δsh =

1sh

max(rh,ζ )
.
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Рис. 1. Задача I. Параметры среды: N = 9× 1021 cm−3, ω0 = 2.6909× 1015 , λ = 700 nm, d = 5D, α = 1, γ1 = γ2 = 0; длительность

импульса τp = 2. (а) Область D(τ ) на плоскости ζ , τ , наклонная прямая — это след максимума импульса. (b) Зависимость e(ζ , τ ).
(с) Зависимости e(τ ) на левой и правой границах. (d) Функции −r eζ , rhr , и −rh,ζ , rd,r . (е) Дисбалансы δs e(τ ) и δsh(τ ).

Нижний индекс у дисбалансов наследуется от первой

разности в круглых скобках (14).

Возьмём область D, ограниченную по пространствен-

ной переменной, ζ1 ≤ ζ ≤ ζ2, а по времени τ1 ≤ τ ≤ τz .

Здесь τz — текущее время задачи, далее будем обо-

значать его τ . Тогда
”
дисбалансы площадей“ будут

функцией от переменной τ : δse(τ )δsh(τ ).

При выводе полученных результатов исходными были

только уравнения электродинамики Максвелла, матери-

альные уравнения при выводе не привлекались. Поэтому

мы в праве ожидать, что полученные результаты будут

справедливы для любой правильной модели среды. В

следующих двух примерах в качестве модели среды бу-

дем использовать уравнения Блоха для двухуровневого

атома: ds1/dτ = −s2 − γ2s1, ds2/dτ = s1 + es3 − γ2s2,
ds3/dτ = −es2 − γ1se3, здесь γi = (ω0Ti)

−1. Поляриза-

ция P(t, z ) = Nds1.

Основные результаты решения задачи I и задачи

II приведены соответственно на рис. 1 и 2. Для на-

глядности параметры задач были подобраны предельно

плотными так, что параметр α = 4πNd2/(~ω0) был по

величине порядка ≈ 1−6.

Первая задача о распространении в плотной среде

униполярного импульса самоиндуцированной прозрач-

ности. Эта задача имеет аналитическое решение [7]

e =
2

τp
sech

(

τ − τ0 − ζ /υ

τp

)

. (15)

В задаче импульс электромагнитного излучения лока-

лизован. Можно наблюдать оба сценария, определяемых

как первым, так и вторым следствиями.

В качестве второго расчета взята задача из работ [8,9],
в которых исследовалось взаимодействие встречных

униполярных импульсов самоиндуцированной прозрач-

ности (15) в плотной среде. В результате столкновения

двух униполярных импульсов противоположной поляр-

ности образуется долгоживущий поляритонный кластер,

имеющий двойную пространственную структуру. На гра-

фике рис. 2, b представлена зависимость s3(ζ , τ ).

Bвиду антисимметрии задачи дисбалансы электриче-

ской и магнитной площадей оказались равными нулю

тождественно, что говорит о хорошей симметризации

численной методики решения. Поэтому область D была

взята только по отрицательным значениям ζ , график

рис. 2, а. На графике рис. 2, с приведена только eL(τ ).
На правой границе области D из-за антисимметрии

задачи eR(τ ) = e(0, τ ) = 0. На этом графике показана

зависимость напряженности магнитного поля при ζ = 0

в центре симметрии hR(τ ).
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Рис. 2. Задача II. Параметры среды: N = 2.22× 1021 cm−3, ω0 = 3.142 fs−1 (λ = 599.5 nm), d = 25D, α = 5.260 (ωc = 2 fs−1),
T1 = 1 · 10−13, T2 = 0.5 · 10−13 . Длительность импульса τp = 0.78. (а) Область D(τ ) на плоскости ζ , τ , наклонные прямые — это

следы максимумов встречных импульсов, узкими вертикальными областями схематично изображены поляритонные кластеры.

(b) Зависимость s3(ζ , τ ). (с) Зависимость eL(τ ) на левой границе и зависимость hR(τ ) на правой. (d) Функции r e,ζ , rh,r и

−rh,ζ , rd,x . (е) Дисбалансы δs e(τ ) и δsh(τ ).

Графики d на обоих рисунках демонстрируют как

выполняются соотношения (12), (13). Преобразуем (12),
(13) к виду −re,ζ = rh,τ , −r r,ζ = rd,τ , правые и левые

части этих соотношений приведены на графиках d . Со-
ответствующие пары кривых −re,ζ (τ ), rh,τ (τ ) и −rhζ (τ ),
rd,τ (τ ) на графиках не различимы. Но различия все-таки

есть. Это показывают графики e, где приведены зави-

симости относительных дисбалансов площадей δse(τ ) и

δsh(τ ). Причиной возникновения дисбалансов является

использование численных методов решения уравнений

Максвелла−Блоха. Вторая задача была рассчитана на

трех различных сетках по независимым переменным.

Подробность сетки в расчетах менялась на порядок.

В таблице приведены значения дисбалансов по энер-

гии δW максимумов дисбалансов площадей max δse и

max δsh для задачи II.

Приведенные в таблице данные подтверждают вто-

рой порядок точности применяемой методики расчетов.

Уменьшение разностной сетки на порядок приводит к

уменьшению дисбалансов на два порядка.

Значения дисбалансов по энергии и максимумов дисбалансов

площадей электрического и магнитного полей для задачи II

Шаги разностной δW max δs e max δsh

схемы

101τ2, 101z 2 1.26 · 10−5 5 · 10−5 0.37 · 10−3

1τ2, 1z 2 1.27 · 10−7 4 · 10−7 0.4 · 10−5

0.11τ2, 0.11z 2 1.27 · 10−9 5 · 10−9 0.4 · 10−7

В основном пиковые значения дисбалансов возникают

при прохождении импульсов излучения границ среды.

Для первой задачи, имеющей аналитическое решение,

даже зависимость дисбаланса от времени имеет выра-

жение в аналитическом виде — это производная от

гиперболического секанса. Во второй задаче, до момента

столкновения встречных импульсов, развитие происхо-

дит как в первой задаче. Начиная с момента встречи

импульсов, в поведении дисбалансов δse(τ ) и δsh(τ )
появляется колебательный характер. Причем амплитуда

Оптика и спектроскопия, 2022, том 130, вып. 2
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колебаний возрастает и достигает max δsh = 0.4 · 10−5,

но дисбаланс остается вполне приемлемым. Тем более

мы всегда можем его уменьшить дроблением разностной

сетки.

В заключение подобласть D может состоять из одной,

двух или четырех ячеек разностной сетки. В этом случае

соотношения (5), (6) могут быть инструментом по-

строения интегро-интерполяционной разностной схемы

численного решения задач [10].
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