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Введение

Связанные состояния атома или иона, помещенного в

однородное электрическое поле, сдвигаются и превра-

щаются в резонансы, имеющие ненулевую ширину и,

как следствие, конечное время жизни. Данное явление

называется эффектом Штарка и изучалось долгое время

как экспериментально [1–6], так и теоретически [7–28].
Однако большая часть теоретических работ посвящена

нерелятивистским расчетам. Необходимо отметить, что

релятивистские эффекты могут иметь значение уже в

случае атома водорода [23], а для тяжелых ионов только

релятивистские расчеты могут дать точные результаты.

При этом прецизионные эксперименты с тяжелыми

многозарядными ионами в очень сильных электрических

полях станут возможными в ближайшем будущем. На-

пример, такие экспериментальные исследования будут

осуществимы в рамках проекта Gamma Factory [29].
Ожидается, что посредством эффекта Штарка можно бу-

дет манипулировать уровнями тяжелых ионов заданным

образом. Точные теоретические значения положений

этих уровней представляются крайне важными для таких

исследований. Кроме того, значения ширин уровней

необходимы для оценки стабильности пучков ионов в

сильных магнитных полях.

Релятивистские расчеты положений штарковских ре-

зонансов с помощью теории возмущений были вы-

полнены в работе [8]. В статье [28] использовался

конечный базисный набор для расчета релятивистского

штарковского сдвига в атоме водорода и водородопо-

добном аргоне. Стоит отметить, что точность методов,

основанных на представлении эрмитова гамильтониана в

конечном базисе, ограничена, так как волновые функции

резонансов не являются квадратично интегрируемыми в

отличие от базисных функций. Кроме того, такие методы

не позволяют получить ширину резонанса (вероятность
ионизации в единицу времени). Релятивистская ширина

штарковских резонансов для водородоподобных ионов

была получена в работах [21,22] c помощью квазиклас-

сического приближения. Точность такого приближения,

однако, также ограничена.

Высокоточные значения как положения резонанса,

так и его ширины могут быть получены с помощью

метода комплексного вращения. Данный метод основан

на повороте радиальной координаты в комплексную

плоскость. После поворота резонансные волновые функ-

ции становятся квадратично интегрируемыми, что позво-

ляет использовать стандартные методы, основанные на

использовании конечного базисного набора. При этом

гамильтониан теряет эрмитовость, и его собственные

энергии, соответствующие резонансам, принимают ком-

плексные значения. Действительная часть такой ком-

плексной энергии соответствует положению резонанса,

а мнимая часть определяет его ширину. Релятивистский

метод комплексного вращения ранее успешно использо-

вался для расчета автоионизационных состояний много-

электронных ионов [30–33] и параметров сверхкритиче-

ского резонанса в тяжелых квазимолекулах [34–37]. Опи-
сание метода комплексного вращения, его различных

вариаций и приложений можно найти в обзорах [38,39].

Для расчета штарковских энергий и ширин реля-

тивистский метод комплексного вращения применялся

в работе [23]. Расчеты были выполнены для нижних

состояний атома водорода и водородоподобного иона

неона. На основе полученных результатов был сделан

вывод о значимости релятивистских эффектов даже для

водорода, особенно при относительно малых значениях

напряженности электрического поля. При этом было
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выявлено, что с ослаблением электрического поля ре-

лятивистские значения для ширины начинают превос-

ходить нерелятивистские. Этот результат качественно

отличается от вывода работ [21,22], основанного на ква-

зиклассических расчетах, согласно которому при малых

значениях напряженности электрического поля реляти-

вистские значения ширины меньше нерелятивистских.

Цель представленной работы — разрешить имеюще-

еся противоречие в теоретических результатах и иссле-

довать влияние релятивистских эффектов на положения

и ширины штарковских резонансов. С этой целью были

проведены релятивистские расчеты для атома водорода

и водородоподобного иона неона. Расчеты были выпол-

нены в конечном базисном наборе с использованием

метода комплексного вращения. Полученные результаты

были сопоставлены с соответствующими значениями из

работы [23].
В настоящей работе полагается, что постоянная План-

ка ~ = 1.

Теория и методы расчета

Релятивистская спектр водородоподобного иона опре-

деляется стационарным уравнением Дирака:

Hψ(r) = Eψ(r) (1)

и в присутствии однородного электрического поля га-

мильтониан имеет следующий вид:

H = c(α · p) + Vnucl(r) − eFz + βmec2. (2)

Здесь e — заряд электрона (e < 0), c — скорость света,

(α, β) — матрицы Дирака, Vnucl(r) — потенциал ядра,

предполагается, что электрическое поле напряженно-

сти F направлено вдоль оси z . В представленной работе

для потенциала ядра используется модель равномерно

заряженного шара:
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где Rnucl — радиус ядра.

Уравнение Дирака рассматривается в сферической си-

стеме координат (r, θ, ϕ). Гамильтониан (2) обладает ак-
сиальной симметрией относительно оси z , что приводит

к сохранению проекции m полного углового момента

на эту ось и дает возможность отделить азимутальный
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в уравнение Дирака (1). После такой подстановки урав-

нение Дирака можно привести к следующей форме:

Hm 8(r, θ) = E8(r, θ). (5)

Здесь четырехкомпонентная волновая функция 8(r, θ)
имеет вид
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а гамильтониан Hm можно выразить как

Hm=
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где σx , σy и σz представляют собой матрицы Паули.

Из-за присутствия однородного электрического по-

ля F в спектре гамильтониана (7) отсутствуют свя-

занные состояния. Зато там присутствуют резонансы,

у которых есть ненулевая ширина Ŵ, определяющая

вероятность ионизации электрона. Так как резонансные

состояния не принадлежат гильбертову пространству,

они не могут быть описаны квадратично интегрируе-

мыми базисными функциями. Для того, чтобы преодо-

леть данную проблему, используется метод комплекс-

ного вращения, основанный на повороте радиальной

координаты в комплексную плоскость. Вследствие тако-

го поворота волновые функции резонансов становятся

квадратично интегрируемыми, что дает возможность

использовать стандартные методы конечного базисного

набора. В представленной работе используется так назы-

ваемое внешнее комплексное вращение (exterior complex

scaling, ECS), согласно которому радиальная координата

преобразуется следующим образом:

r →

{

r, r ≤ r0,

r0 + (r − r0)e
i2, r > r0,

(9)

где параметр r0 выбирается так, чтобы при r > r0
рассматриваемый потенциал представлял собой анали-

тическую функцию. Таким образом, для потенциала (3)
должно выполняться условие r0 ≥ Rnucl. Во всех расче-

тах, результаты которых представлены в данной статье,

полагалось r0 = Rnucl.

После преобразования (9) собственные энергии га-

мильтониана (7), соответствующие резонансам, прини-

мают комплексные значения:

ECS = E − iŴ/2. (10)
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Таблица 1. Положение E и ширина Ŵ основного состояния атома водорода в однородном электрическом поле как функции

напряженности поля F

Релятивистские Нерелятивистские
F, a.u. Ref.

E, a.u. Ŵ, a.u. E, a.u. Ŵ, a.u.

0.01 a −0.50023220(1)
b −0.50023223 −0.5 0

0.02 a −0.50091583(1)
b −0.50091585 −0.5 0

0.03 a −0.50208081(1) 2.236(2) · 10−8

b −0.50208083 −0.50207427

c −0.50207427 2.23752 · 10−8

0.04 a −0.50377803(1) 3.8913(9) · 10−6

b −0.50377804 4.1 · 10−6
−0.50377159 3.9 · 10−6

0.05 a −0.50611171(1) 7.7163(1) · 10−5

b −0.50611173 7.74 · 10−5
−0.50610543 7.72 · 10−6

0.06 a −0.50920954(1) 5.1496(1) · 10−4

b −0.50920955 5.152 · 10−4
−0.50920345 5.151 · 10−4

0.07 a −0.51308262(1) 1.8470(1) · 10−3

b −0.51308260 1.8473 · 10−3
−0.51307677 1.8474 · 10−3

0.08 a −0.51756625(1) 4.53896(3) · 10−3

b −0.51756619 4.5391 · 10−3
−0.51756062 4.5397 · 10−2

0.09 a −0.52241824(1) 8.78282(2) · 10−3

b −0.52241821 8.7828 · 10−3
−0.52241281 8.7840 · 10−3

0.1 a −0.52742345(1) 1.453646(3) · 10−2

b −0.527423540 1.45362 · 10−2
−0.52741818 1.45381 · 10−2

Примечание. a — данная работа, b — работа [23], c — работа [18].

Действительная часть E этой величины соответствует

положению резонанса, а мнимая — определяет его

ширину Ŵ.

Решения повернутого в комплексную плоскость урав-

нения Дирака находятся с помощью конечного базисного

набора. Волновая функция 8(r, θ) раскладывается по

базису:

8(r, θ) =

N
∑

n=1

CnWn(r, θ). (11)

Базисные функции Wn(r, θ) конструируются из В-

сплайнов согласно методу дуального кинетического ба-

ланса (ДКБ) для систем с аксиальной симметрией [28].
Техника ДКБ предотвращает появление в спектре шпу-

риозных состояний [40,41]. Подробное описание способа

построения базиса можно найти в работе [42]. Подста-

новкой разложения (11) уравнение Дирака (5) сводится

к конечномерной обобщенной задаче на собственные

значения, которая решается с помощью стандартных

численных процедур.

Результаты и обсуждение

В представленной работе рассматривались только

состояния с проекцией полного углового момента

m = 1/2. Комплексные значения энергии ECS были полу-

чены с помощью метода, описанного выше. Положения и

ширины резонансов находятся из значения ECS согласно

формуле (10).
Точные решения повернутого уравнения Дирака не

зависят от угла комплексного вращения 2. Однако

решения, полученные в конечном базисе, такую зависи-

мость имеют. Для улучшения сходимости по количеству

базисных функций целесообразно проводить расчеты

при оптимальном угле комплексного вращения 2opt,

который соответствует минимуму производной |dE/d2|.
Необходимо отметить, что для разных состояний 2opt

принимает разные значения.

Расчеты производились в два этапа. На первом этапе

с помощью расчетов в базисе небольшого размера

находились оптимальные углы 2opt. На втором этапе

вычисления осуществлялись уже только при оптималь-

ных значениях угла комплексного вращения. При этом

расчеты проводились с базисами различных размеров

с целью определить погрешность итоговых значений.

Подробно используемая методика определения погреш-

ностей описана в работах [32,33].
Результаты, полученные для основного состояния

атома водорода, представлены в табл. 1. Для сравне-

ния также приведены соответствующие релятивистские

и нерелятивистские значения из статей [18,23]. Как

можно видеть из таблицы, результаты, полученные в

данной работе, неплохо согласуются со значениями

из статьи [23] при большой напряженности поля F .

Однако при относительно слабом поле результаты для
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Таблица 2. Положения E и ширины Ŵ нижних возбужденных состояний водородоподобного иона (Z = 10) в однородном

электрическом поле как функции напряженности поля F

Релятивистские Нерелятивистские
F , a.u. Ref.

E, a.u. Ŵ, a.u. E, a.u. Ŵ, a.u.

2s1/2

2 a −12.546703(1)
b −12.54670 −12.53157 0

4 a −12.646250(1) 7.790(1) · 10−5

b −12.64625 8 · 10−5
−12.63169 8 · 10−5

6 a −12.840441(1) 2.1280(1) · 10−2

b −12.84044 2.126 · 10−2
−12.82715 2.178 · 10−2

8 a −13.138005(1) 2.04167(2) · 10−1

b −13.13801 2.0423 · 10−1
−13.12615 2.0731 · 10−1

10 a −13.463513(1) 6.21217(1) · 10−1

b −13.46349 6.214 · 10−1
−13.45247 6.2792 · 10−1

2p1/2

2 a −13.149636(1)
b −13.14961 2 · 10−5

−13.13533 1 · 10−5

4 a −13.867642(1) 4.2833(4) · 10−4

b −13.86772 4.4 · 10−4
−13.85488 4.5 · 10−4

6 a −14.719703(1) 6.5523(1) · 10−2

b −14.71966 6.554 · 10−2
−14.70918 6.676 · 10−2

8 a −15.674145(1) 4.27531(1) · 10−1

b −15.67420 4.2773 · 10−1
−15.66554 4.3223 · 10−1

10 a −16.616918(1) 1.08062(1)
b −16.61683 1.08039 −16.60929 1.08833

2p3/2

2 a −11.948679(1)
b −11.94869 2 · 10−5 1 · 10−5

4 a −11.446913(1) 1.426(2) · 10−5

b −11.44692 3 · 10−5
−11.43054 2 · 10−5

6 a −11.019910(1) 5.9228(6) · 10−3

b −11.01991 5.93 · 10−3
−11.00366 6.09 · 10−3

8 a −10.683798(1) 8.4307(3) · 10−2

b −10.68390 8.444 · 10−2
−10.66829 8.619 · 10−2

10 a −10.404716(1) 3.23139(1) · 10−1

b −10.40443 3.2374 −10.38915 3.2853

Примечание. a — данная работа, b — работа [23].

ширины систематически меньше релятивистских зна-

чений из работы [23] и ближе к нерелятивистским

значениям. При F < 0.03 а.u. точности используемого

метода недостаточно, чтобы получить значения для

ширины.

В табл. 2 приведены результаты для состояний 2s ,
2p1/2 и 2p3/2 водородоподобного иона неона (Z = 10).
Для некоторых значений F есть небольшие расхожде-

ния в положении резонансов между данной работой

и статьей [23]. Стоит отметить, что в работе [23]
использовалась точечная модель ядра, в то время как в

представленных расчетах применяется модель равномер-

но заряженного шара, что позволяет учесть конечный

размер ядра. Однако влияние конечного размера ядра в

данном случае незначительно и, хотя в какой-то степени

ответственно за различие в положениях резонансов, не

может объяснить существенное отличие в релятивист-

ских значениях ширины. Из таблицы видно, что полу-

ченные в данной работе результаты для ширины всегда

меньше нерелятивистских. Более того, относительная

разность между релятивистскими и нерелятивистскими

результатами возрастает с уменьшением поля. При этом

значения из работы [23] при уменьшении поля в какой-

то момент начинают демонстрировать обратную дина-

мику, и релятивистское значение ширины становится

больше нерелятивистского. Необходимо отметить, что

относительное уменьшение релятивистского значения

ширины с ослаблением поля согласуется с выводами
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из работ [21,22], сделанными на основе расчетов в

квазиклассическом приближении.

Заключение

Выполнены релятивистские расчеты положений и

ширин нижних состояний атома водорода и водоро-

доподобного иона неона в однородном электрическом

поле. Вычисления были проведены с помощью метода

конечного базисного набора с использованием техники

комплексного вращения. Часть полученных результатов

не согласуется с соответствующими значениями из

работы [23]. Причина расхождения неясна. Все полу-

ченные релятивистские значения для ширины меньше

соответствующих нерелятивистских, и относительная

разность увеличивается с уменьшением напряженности

электрического. Качественно данный результат согласу-

ется с выводами работ [21,22], полученными в рамках

квазиклассического приближения.

Финансирование работы

Исследования проведены при финансовой под-

держке гранта Президента Российской Федерации

№ MK-1626.2020.2. Работа И.А.М. также была поддер-

жана фондом развития теоретической физики и матема-

тики
”
БАЗИС“. Расчеты были проведены на оборудова-

нии
”
Вычислительного центра СПбГУ“.

Конфликт интересов
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