
Физика твердого тела, 2022, том 64, вып. 6

13,18

Модовая бистабильность плазмонов и дисперсионный скачок

в структуре с двумя графеновыми слоями

© А.М. Шутый, Д.И. Семенцов, С.В. Елисеева

Ульяновский государственный университет,

Ульяновск, Россия

E-mail: shuty@mail.ru

Поступила в Редакцию 20 декабря 2021 г.

В окончательной редакции 10 февраля 2022 г.

Принята к публикации 14 февраля 2022 г.

Исследуются плазмонные моды в симметричной структуре, состоящей из двух слоев инвертированного

графена, разделенных диэлектрическим барьерным слоем, их дисперсионные свойства при различных

параметрах барьерного слоя. Обнаружено возникновение бифуркации раздвоения ветви дисперсионной зави-

симости, приводящее к появлению бистабильности и дисперсионному скачку при изменении устойчивости

входящих в бистабильность ветвей. Плазмонные моды, относящиеся к двум ветвям бистабильного состояния,

отличаются по инкременту усиления, фазовой скорости, и их групповые скорости противоположны по знаку.
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1. Введение

Одним из наиболее перспективных материалов фо-

тоники в последнее время рассматривается графен и
различные структуры на его основе. Замедление и
управление дисперсионными характеристиками волн, их

фазовой и групповой скоростью в указанных структу-
рах может осуществляться внешними электрическим и
магнитным полями, температурой. Благодаря уникаль-

ным электронным и оптическим свойствам графена,
связанным с бесщелевым линейным энергетическим
спектром носителей заряда, структуры на его основе

обладают сильным плазмонным откликом на терагер-
цовых частотах [1–12]. Формирование плазменных волн
в графеновой структуре позволяет сконцентрировать

электромагнитное поле вблизи слоев графена и значи-
тельно повысить эффективность его взаимодействия со
структурой.

В работах [13–17] была показана возможность уси-
ления ТHz излучения графеном с инвертированным
распределением носителей заряда (электронов и дырок).
В результате инверсии носителей заряда в графене при
достижении некоторого порогового значения оптиче-
ской накачки возникает отрицательная высокочастотная

проводимость [18]. Наличие отрицательной дифферен-
циальной проводимости может приводить к стимули-
рованной генерации ТHz плазмонов в графене [19].
В структуре, состоящей из двух параллельных слоев
графена, разделенных тонким диэлектрическим барьер-
ным слоем, электромагнитные поля распространяющих-

ся в этих слоях плазмонов взаимодействуют друг с
другом, что приводит к образованию единой плазмон-
ной моды [20–24].
В настоящей работе исследуются усиливающиеся

плазмонные моды в симметричной структуре с двумя

графеновыми слоями при различных параметрах барьер-

ного слоя. Построение и анализ дисперсионных зави-

симостей антисимметричных плазмонных мод позволи-

ло обнаружить бифуркацию раздвоения дисперсионной

ветви, в результате чего появляется модовая биста-

бильность и дисперсионной скачок, который возникает

при изменении устойчивости бистабильных состояний.

Выявлены условия реализации данного эффекта.

2. Исходные уравнения

Рассмотрим планарную симметричную структуру, со-

стоящую из двух монослоев инвертированного графена,

которые разделены диэлектрическим барьерным слоем

толщиной d и покрытых диэлектрическими обкладка-

ми. Диэлектрические проницаемости (ДП) барьерного

слоя εb и обкладок εc не зависят от частоты и яв-

ляются действительными величинами. В слоях графена

создана одинаковая инверсия населенности свободных

носителей заряда, которая может быть обеспечена сим-

метричной прямой или диффузионной накачкой каждого

из слоев графена [25,26]. Поверхностная динамическая

проводимость графена в случае инвертированного рас-

пределения носителей заряда определяется выражени-

ем [18,27,28]:
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где функция

G(ε, EF) =
sinh(ε/kBT )

cosh(ε/kBT ) + cosh(EF/kBT )
.

Здесь σ0 = e2/4~, e — заряд электрона, ~ — по-

стоянная Планка, kB — постоянная Больцмана, τ —

время рассеяния носителей заряда, ±EF — квазиуровни

Ферми, определяющие величину инверсии носителей

заряда (электронов и дырок) при температуре T . Первое

слагаемое в (1) описывает внутризонное диссипатив-

ное (друдевское) поглощение в графене, определяемое

временем τ . Второе слагаемое описывает межзонные

переходы носителей заряда в графене. В приведенном

выражении не учитывается пространственная дисперсия

проводимости. Это оправдано тем, что в данном ис-

следовании основной интерес представляют плазмоны с

малыми значениями волновых векторов и частот. Данное

приближение использовались также в других работах,

посвященных аналогичным структурам [9,23,28].
Далее будем исследовать случай распространения в

симметричной графеновой структуре волн ТМ типа.

Представим пространственно-временну́ю зависимость

магнитной и электрических компонент единого плаз-

монного поля в трех областях структуры следующими

уравнениями:

Hz (t, x , y) = exp[i(ωt − kx x)]Hz (y),

Hz (y) =

{

Ac exp(kcy |y |), |y | > d/2,

A−

b exp(−kby y) + A+
b exp(kby y), |y | < d/2,

(2)

Ex = −
1

ik0εb

∂Hz

∂y
, Ey =

1

ik0εb

∂Hz

∂x
, (3)

где kx — константа распространения (КР) плазмона,

k0 = ω/c , ω и c — частота и скорость света в вакууме.

Для поляритонов, локализованных на границах барьер-

ного слоя (т. е. на графеновых листах), поперечные ком-

поненты волнового вектора в каждой из сред имеют вид

k jy =
√

k2
x − ε jω2/c2, где j = b, c обозначает барьерный

слой и обкладки.

Для нахождения дисперсионного уравнения распро-

страняющихся в структуре волн необходимо соотноше-

ния для полей (2,3) дополнить граничными условиями

Ecx = Ebx , Hcz − Hbz = ±
4π

c
σEcx (y = ±d/2). (4)

Приравнивая детерминант системы уравнений (4) к

нулю, приходим к дисперсионному уравнению, получен-

ному ранее в работе [22]

tanh(kby d) = −
2ψ

1 + ψ2
, ψ =

kby

εb

(

εc

kcy
+ i

4πσ

ω

)

. (5)

Это уравнение с учетом комплексности входящих в него

параметров определяет зависимость действительной и

мнимой частей КР от частоты волны. Уравнение (5)
распадается на два уравнения:

tanh(kyb d/2) = −1/ψ, tanh(kyb d/2) = −ψ. (6)

Моды, отвечающие уравнению (6), будем называть,

следуя работе [22], симметричными, а отвечающие урав-

нению (7) — антисимметричными, в соответствии с рас-

пределением Ex — тангенциальной к графеновым слоям

составляющей электрического поля TM волн плазмо-

нов относительно плоскости симметрии структуры —

данная составляющая симметрична и антисимметрична

для соответствующих мод. Далее приводятся результаты

численного анализа уравнения для антисимметричных

плазменных мод, полученных при следующих значениях

параметров: εc = 1, T = 300K, τ = 1 ps.

3. Расчет дисперсионных
зависимостей

Частотная зависимость проводимости графена (1)
учитывает оба механизма рассеяния — внутризонное

диссипативное рассеяние Друде и межзонное рассея-

ние вследствие генерации и рекомбинации электронно-

дырочных пар. На рис. 1 приведена зависимость от

частоты действительной и мнимой частей проводимости

при значении энергии квазиуровня Ферми EF = 10, 30,

50, 70meV (кривые 1−4). Видно, что в достаточно ши-

рокой области терагерцового диапазона действительная

часть проводимости может принимать отрицательные

значения. В указанной частотной области энергия за
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Рис. 1. Зависимость от частоты излучения нормированных

действительной и мнимой частей проводимости инвертиро-

ванного графена при значении энергии квазиуровня Ферми

EF = 10, 30, 50, 70meV (1−4).
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Рис. 2. Зависимости от частоты компонент КР плазмонов при

EF = 50, 70meV (a, b) и εb = 10 для толщин d = 10, 20, 30, 40,

50 nm (1−5).

счет межзонных излучательных переходов превалируют

над суммарными ее потерями в графене. Вне этой обла-

сти действительная часть проводимости положительна

(что соответствует режиму поглощения в графене), так
как на меньших частотах доминируют внутризонные

диссипативные потери, тогда как на больших частотах

квант энергии превосходит удвоенную энергию ква-

зиуровня Ферми во втором слагаемом формулы (1).
Мнимая часть проводимости, отвечающая за резонанс-

ные частоты плазменных колебаний в графене, изме-

няется монотонно во всем рассматриваемом частотном

диапазоне.

Далее рассмотрим зависимость от частоты действи-

тельной и мнимой частей КР плазмона. На рис. 2

приведен общий вид зависимостей k ′

x(ω) и k ′′

x (ω), по-
лученных для следующих значений параметров струк-

туры: EF = 70meV, εb = 10, d = 10, 20, 30, 40, 50 nm

(кривые 1−5). Из рисунка видно, что при EF = 50meV

дисперсионные зависимости k ′

x(ω) имеют один макси-

мум и аналогичны полученным для ТМ мод в пред-

шествующих исследованиях [10,20]. Иное имеет место

при EF = 70meV: в случае достаточно малых толщин

барьерного слоя (d < 50 nm) помимо ярко-выраженного

максимума действительной части КР наблюдается до-

полнительный максимум, после которого КР существен-

но уменьшается (до меньших на порядок значений),
после чего скачкообразно увеличивается. На представ-

ленном рисунке (а также в дальнейшем) все полученные
численно решения представлены синими точками (кото-
рые визуально как правило сливаются в непрерывную

линию), а соединяющая точки линия имеет красный

цвет — так лучше видно наличие и отсутствие переско-

ков. Скачкообразное изменение при этом испытывает и

мнимая составляющая КР. Заметим, что в рассматривае-

мом случае k ′′

x отрицательна, т. е. плазмоны в структуре

испытывают усиление. С увеличением толщины барьер-

ного слоя скачок смещается в область меньших частот,

при этом уменьшается его амплитуда, а а достаточно

больших толщинах (как показывают расчеты, зависящих

от EF и εb) дисперсионный скачок исчезает.

4. Бифуркация дисперсионной
зависимости и бистабильность

Несмотря на то, что выше представлено решение

только уравнения для антисимметричных мод (7), при
поверхностном взгляде возникает впечатление, что дис-

персионный скачок объясняется перескоком между раз-

личными модами, дисперсионные кривые которых под-

ходят в районе скачка близко друг к другу (основанием
для этого может являться, например, присутствие в

дисперсионном уравнении корней и гиперболических

функций от комплексного аргумента). Исследуем более

детально область параметров вблизи значений, отве-

чающих появлению дисперсионного скачка. На рис. 3

приведены зависимости k ′

x (ω) и k ′′

x (ω) при EF = 70meV,

εb = 10 для d = 44, 43, 42, 41, 40, 39, 38, 37.5, 37,

36.5, 36 nm (кривые 1−11) — заметим, что в слу-

чае детализации возникновения скачка, как такового,

должна интересовать преимущественно математическая

сторона вопроса, а не практическая реализуемость всех

выбранных значений параметров. Из рисунка видно,

что в случае кривой 1 скачок еще не наблюдается,

а в случае кривых 9−11 перед скачком зависимость

k ′

x(ω) начинает плавно убывать, при соответствующем

возрастании зависимости k ′′

x (ω). В остальных случаях

имеет место два основных скачка: зависимости уходят

на другую ветвь решений и возвращаются на исходную

Физика твердого тела, 2022, том 64, вып. 6



Модовая бистабильность плазмонов и дисперсионный скачок в структуре с двумя графеновыми... 727

12 –1
ω, 10  s

85 95

–19

6
–

1
k

"
, 

1
0

 m
x

1

2

3

4

90

5

6

7

2

3

4

5

6

7
7

8
9

10

11

8

1 2 3 4 5 6 11

–23

–27

1

2 11

11

0

20

40

6
–

1
k

',
 1

0
 m

x

Рис. 3. Зависимости компонент КР плазмонов при

EF = 70meV, εb = 10 для d = 44, 43, 42, 41, 40, 39, 38, 37.5,

37, 36.5, 36 nm (кривые 1−11) — численные решения пред-

ставлены синими точками, соединенными красными линиями.

ветвь, при этом с уменьшением d участки реализа-

ции второй ветви возрастают. Необходимо отметить,

что на некоторых участках красные линии перескока

оказываются утолщенными. Это возникает в результате

нескольких близко расположенных друг другу переско-

ков, что является следствием бистабильности, т. е. при

одних и тех же параметрах с приблизительно равной

вероятностью реализуется одно из двух решений.

Рассмотрим ход данных зависимостей более подробно.

На рис. 4 синим цветом выделены возрастающие зависи-

мости k ′

x (ω) одной ветви решений (и соответствующие

убывающие зависимости k ′′

x (ω)), а убывающая k ′

x(ω)

(и возрастающие k ′′

x (ω)) зависимости, отвечающие пред-

положительно другой ветви решений — на которую

происходит срыв — выделены зеленым цветом. Однако

видно, что в случае кривых 8 и 9 синие ветви непрерыв-

но переходят в зеленые, в конце которых происходит пе-

рескок снова на синюю ветку! Таким образом, мы имеем

дело не с двумя изначально разными ветвями решений,

а с бифуркацией, при которой происходит раздвоение

одной ветви дисперсионной зависимости на две ветви,

имеющие различную устойчивость — и, соответственно,
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Рис. 4. Возникновение модовой бистабильности в зависимо-

сти действительной и мнимой (a, b) компонент КР плазмонов

при EF = 70meV, εb = 10, d = 44, 43, 42, 41, 40, 39, 38, 37,

36 nm (кривые 1−9).
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разную вероятность реализации (в узких же областях,

где на рисунке наблюдаются
”
толстые красные линии“,

данные вероятности приблизительно равны). Очевидно,
что бифуркация раздвоения возникает в области из-

менения хода зависимости, т. е. где кончается участок

близкий к линейной зависимости. На рисунке (a) пунк-

тирной кривой 3
′ обозначено приблизительное располо-

жение возникающей после бифуркации неустойчивой в

параметрическом пространстве ветви (устойчивость ко-

торой впоследствии меняется). Данная ситуация доволь-

но распространена при синергетических эффектах [29].
Обсуждая физику процесса, можно сказать следующее.

В рассматриваемой двухслойной графеновой системе

возникает ситуация, когда при изменении параметра

дисперсионному соотношению, выведенному на основе

граничных условий, вместо одной комбинации чисел k ′

x

и k ′′

x начинает удовлетворять две их комбинации —

возникает две моды, отличающиеся действительными и

мнимыми частями КР. Так как ветви зависимости можно

рассматривать как аттракторы с различной областью

притяжения, в реальных системах, где присутствуют

флуктуации параметров, из двух отвечающих бистабиль-

ности мод реализовываться будет мода, относящаяся к

более устойчивой ветви (в данном смысле численное

моделирование отражает особенности реального процес-

са). При изменении параметров системы устойчивость

относящихся к бистабильности ветвей изменяется, что и

приводит к наблюдаемым дисперсионным скачкам.

Дополнительные исследования показали, что в дис-

персионной зависимости симметричных мод плазмо-

нов (6) при рассматриваемых параметрах бифуркация

и дисперсионные скачки не возникают. На рис. 5 при-

ведены зависимости от частоты компонент КР симмет-

ричных мод плазмонов при EF = 70meV и εb = 10 для

толщин d = 10, 30,50 nm (кривые 1−3). Бифуркация

дисперсионной зависимости по сути является синергети-

ческим эффектом, присутствующим в рассматриваемой

многослойной структуре, поэтому он оказываются весь-

ма чувствительным как к изменению параметров, так и

к форме рассматриваемых уравнений.

5. Зависимости от толщины
барьерного слоя

Дисперсионные скачки, вызванные возникшей биста-

бильностью, имеют место также в зависимостях КР

от показателя преломления или толщины барьерного

слоя. Соответствующая бифуркация раздвоения диспер-

сионной ветви плазмонов возникает на ограниченном

частотном интервале и при достаточно большой ДП

(εb > 9). На рис. 6 приведена зависимость от d дей-

ствительной и мнимой компонент КР плазмонов на

частотах ω = (0.8, 1.0, 1.2, 1.4, 1.6, 1.8) · 1014 s−1 (кри-
вые 1−6) для параметров барьерного слоя и графена

εb = 10, EF = 70meV. Увеличение ДП εb и энергии

квазиуровня Ферми приводит к расширению интервала

толщин барьерного слоя, в котором реализуется скачок

дисперсионных зависимостей, и смещению его границы

в область больших d . Приведенный рисунок также пока-

зывает, что скачок во всех случаях возникают до выхода

зависимостей на константу, когда влияние слоев графена

друг на друга становится очень малым. Из этого можно

сделать вывод, что рассматриваемый эффект отсутствует

в системах с одним графеновым слоем.

Как и в предыдущем параграфе, рассмотрим появле-

ние дисперсионного скачка, а также его исчезновения.

На рис. 7 для εb = 10 и EF = 70meV приведена

зависимость от d действительной компоненты КР

плазмонов на частотах ω = (1.705 ÷ 1.76) · 1014 s−1

(a, кривые 1−12 — через равные 1ω) и

ω = (0.84÷ 0.91) · 1014 s−1 (b, кривые 1−15 — через

равные 1ω). На рисунке (a) при уменьшении частоты

наблюдается возникновение бифуркации раздвоения

дисперсионной ветви. При этом вначале нижняя ветви

(с меньшим k ′

x ) оказывается неустойчивой, однако

дальнейшее уменьшении частоты приводит к изменению

устойчивости ветвей и расширению интервала, на кото-

ром устойчивой становится только нижняя ветвь. Для

каждого случая имеет место критически малая величи-

на k ′

x , после которой нижняя ветвь теряет устойчивость,

и возникает скачок на верхнюю ветвь дисперсионной

бистабильности. (Пунктиром изображены некоторые

неустойчивые в параметрическом пространстве участки

дисперсионных зависимостей.) На рисунке b наблюдает-

ся обратная бифуркация: при уменьшении частоты две

дисперсионные ветви сливаются в одну, и скачок про-

падает. Заметим, что на приведенном рисунке также на-
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блюдаются узкие участки (с утолщенными красными ли-

ниями), на которых обе ветви дисперсионной бистабиль-

ности имеют близкую устойчивость и реализуется с при-

близительно одинаковой вероятностью. При этом плаз-

монные моды, относящиеся к разным, составляющим

бистабильность ветвям, имеют разный инкремент уси-

ления, а также разные фазовую и групповую скорости.

В заключении заметим, что исследования структуры с

допированными графеновыми слоями, в которых прово-

димость определяется формулой, используемой в рабо-

тах [27,31], показали, что бифуркация в дисперсионной

зависимости в них также имеет место, но при других

значениях квазиуровня Ферми. В частности, в структуре
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Рис. 6. Зависимость от толщины барьерного слоя действи-
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EF = 70meV на частотах ω = (0.8, 1.0, 1.2, 1.4, 1.6,
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d, nm

36 44

3.0

7
–
1

k
',

 1
0

 m
x

40

4

1

8
–
1

k
',

 1
0

 m
x

1.5

0

0

0.8

1.6

7.0 8.07.5

a

9

b

15

15

11 10 

9 8 7 6 5 4 3 2 

1

12 1

d, nm

Рис. 7. Зависимость от толщины барьерного слоя

действительной компоненты КР плазмонов на частотах

ω = (1.705÷ 1.76) · 1014 s−1 (a, кривые 1−12) и ω =
=(0.84÷ 0.91) · 1014 s−1 (b, кривые 1−15); εb =10,

EF=70meV.

с инвертированным графеном бифуркация и соответ-

ствующая бистабильность реализуются при EF = 70,

90meV, а в случае допированного графена — при

EF = 50, 70meV. Наблюдается бифуркация раздвоения

при рассмотренных толщинах барьерного слоя также в

случае пассивного графена (однако сравнение дисперсии

при указанных состояниях структуры требует допол-

нительных специальных исследований). Это говорит о

том, что данный эффект имеет определенную общность

и наблюдается в различных состояниях структуры, не
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критично завися от конкретных значений проводимости

графена.

Не обнаружение представленных эффектов в

предшествующих исследованиях подобных струк-

тур [10,20,22,30] можно объяснить тем, что они имеют

место только в определенных интервалах значений

параметров. Кроме того, при достаточно большом шаге

варьирования параметра рассматриваемые особенности

дисперсионных зависимостей могут быть приняты за

дефекты численного анализа.

6. Заключение

Численный анализ дисперсионного уравнения для

плазмонных мод в двухслойной графеновой струк-

туре показал, что при энергии квазиуровня Ферми

EF ≥ 60meV и достаточно тонком барьерном слое

(d ≤ 50 для εb > 10) возникает модовая бистабильность

и дисперсионный скачок действительной и мнимой ча-

стей КР плазмонов. Причиной данного эффекта является

реализация бифуркации разделения одной ветви реше-

ний на две ветви, т. е. когда дисперсионному уравнению

начинают удовлетворять два набора компонент ком-

плексной КР. В возникшей бистабильности лишь одна

из ветвей, как правило, является устойчивой (неустойчи-
вая ветвь также должна удовлетворять дисперсионному

уравнению, но в силу очень узкой
”
области притяжения“

в параметрическом пространстве она практически не

может быть получена численно или в эксперименте).
Однако при изменении параметра устойчивость вет-

вей меняется, и расширяется область, где устойчивой

становится вторая ветвь, ограниченная минимальным

значением действительной компоненты КР, достигнув

которое устойчивость снова переходит к первой ветви.

При этом обнаружены также узкие области параметров,

в которых устойчивыми являются обе входящие в би-

стабильность ветви, т. е. на практике с приблизительно

равной вероятностью будут возникать обе плазмонные

моды, отличающиеся инкрементом усиления, фазовой

скоростью, а также имеющие разный знак групповых

скоростей. Выявлена также обратная бифуркация объ-

единения двух дисперсионных ветвей в одну.

В области дисперсионного скачка достигаются

значения k ′

x ∼ 0.1Mm−1, а 1k ′

x ∼ 10Mm−1. При

этом мнимая компонента КР остается отрицательной

k ′′

x ∼ −10Mm−1, и, следовательно, реализуется усиле-

ние плазмонов. Увеличение энергии Ферми и ДП ба-

рьерного слоя позволяют увеличить толщину барьер-

ного слоя, при которой возникает модовая бистабиль-

ность и дисперсионный скачок. Как показывают допол-

нительные исследования, с увеличением энергии Ферми

смещается частота реализации бифуркации раздвоения в

область больших значений. Групповые скорости плазмо-

нов, относящиеся к разным, входящим в бистабильность

дисперсионным ветвям, противоположны по знаку, что

может быть использовано при создании терагерцовых

генераторов излучения на основе друхслойных графено-

вых структур.
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