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1. Введение

Распространение упругих волн в различных средах

сопровождается разнообразными нелинейными акусти-

ческими эффектами (НАЭ): нелинейными затуханием и

изменением фазовой скорости, генерацией вторичных

волн на частотах комбинационных гармоник, искажени-

ем формы волны и т. д. В микронеоднородных твердых

телах, обладающих сильной нелинейностью, НАЭ про-

являются более интенсивно (чем в однородных слабо

нелинейных средах), при этом их закономерности опре-

деляются нелинейностью уравнения состояния среды,

т. е. зависимостью σ = σ (ε), где σ и ε — напряжение

и деформация. В свою очередь, уравнения состояния

микронеоднородных твердых тел определяются нелиней-

ными дефектами их структуры (дислокациями, зернами,
трещинами и т. д.) и характеризуются различными ви-

дами неаналитической нелинейности: упругой, гистере-

зисной, неупругой. К сильно-нелинейным микронеодно-

родным твердым телам относятся многие поликристал-

лические металлы, сплавы и горные породы. В связи

с широкой распространенностью подобных материалов,

теоретические исследования НАЭ в микронеоднородных

средах с различными видами нелинейности актуальны и

необходимы при анализе результатов соответствующих

экспериментов, проводимых с целью установления фи-

зических механизмов аномально высокой нелинейности

таких сред и получения их динамических уравнений

состояния.

При возбуждении интенсивных упругих колебаний

и волн в поликристаллических твердых телах имеет

место дислокационное амплитудно-зависимое внутрен-

нее трение (АЗВТ), что приводит к нелинейным де-

кременту затухания (ДЗ) и дефекту модуля упругости

(ДМУ) [1–11]. Явление АЗВТ объясняется в рамках

гистерезисных уравнений состояния. Результаты экс-

периментальных исследований показывают, что с ро-

стом амплитуды упругих колебаний в некоторых ме-

таллах (медь [5,12,13], алюминий [14,15], индий [16,17],
цинк [18], свинец [19]) имеет место насыщение гистере-

зисных ДЗ и ДМУ. (Вообще говоря гистерезисное пове-

дение характерно не только для механических свойств

поликристаллов, но и для магнитных и диэлектрических

свойств ферромагнетиков и сегнетоэлектриков, причем

для них также имеют место эффекты насыщения [20,21].
Природа и физические механизмы различных гисте-

резисов — различны, однако их феноменологическое

описание содержит много общего.)

При описании эффектов АЗВТ в поликристаллах

используют два основных вида гистерезисов: упругий

(или гистерезис отрыва) и неупругий (гистерезис тре-

ния или пластический гистерезис) [22,23]. Для упру-

гого гистерезиса — σ (ε = 0) = 0, а для неупруго-

го — σ (ε = 0) 6= 0. Примерами упругого и неупруго-

го гистерезисов являются соответственно гистерезис

Гранато−Люкке [3] и гистерезис Давиденкова [1]. Вооб-
ще говоря, оба гистерезиса объясняют эффекты АЗВТ —

декремент затухания и дефект модуля упругости, одна-

ко такие гистерезисы имеют некоторые отличия. Они

проявляются при изучении закономерностей эффектов

АЗВТ и генерации высших гармоник, возникающих при

распространении в гистерезисных средах интенсивных

первоначально гармонических волн (ПГВ). Таким об-

разом, одним из основных вопросов аналитического
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описания АЗВТ является адекватный выбор гистере-

зисного уравнения состояния исследуемого твердого

тела. Несмотря на то, что применение гистерезисных

уравнений для описания эффектов АЗВТ в поликри-

сталлах не вызывает сомнений, адекватность такого

выбора представляет довольно сложную и актуальную

проблему. А между тем, на основе анализа амплитудных

зависимостей НАЭ, экспериментально установленных

для конкретного гистерезисного материала, можно опре-

делить вид гистерезиса для этого материала. Для этого

необходимо знание закономерностей НАЭ в твердых

телах с различными видами гистерезисов, в том числе

и с насыщением эффектов АЗВТ.

В настоящей работе проводятся теоретические и

численные исследования НАЭ, возникающих при рас-

пространении ПГВ в гистерезисных твердых телах с

насыщением АЗВТ. Здесь рассматриваются два вида

квадратичных гистерезисов: упругий и неупругий. Про-

веден сравнительный анализ закономерностей нелиней-

ных эффектов и определены характеристики нелинейных

квазигармонических волн в таких средах: амплитудно-

зависимых потерь и изменения скорости распростра-

нения, а также амплитуд второй и третьей гармоник.

На основе анализа и соответствия аналитических и

экспериментально установленных амплитудных зависи-

мостей НАЭ предложена методика определения вида

гистерезиса для поликристаллических твердых тел.

2. Гистерезисные уравнение
состояния для твердых тел
с насыщением АЗВТ

Нелинейное уравнение состояния твердого тела пред-

ставим в следующем виде:

σ (ε) = E[ε − f (ε)], (1)

где E — модуль упругости, f (ε) — нелинейная

(здесь гистерезисная) функция, | f (ε)| ≪ |ε| < |εth| ≪ 1,

| f ε(ε)| ≪ 1, |σ | < |σth|, σth = Eεth — максимальное

напряжение (предел упругости), при превышении

которого в твердом теле возникают необратимые

пластические деформации; для многих материалов

|εth| > 10−4−10−3 ≪ 1.

Экспериментальные исследования АЗВТ для продоль-

ных упругих волн, содержащих фазы сжатия (ε < 0)
и растяжения (ε > 0), показывают, что при не очень

больших амплитудах деформации, когда нет насыще-

ния эффектов АЗВТ, для многих поликристаллических

металлов (например, медь [12], цинк [18], свинец [19])
и горных пород (гранит, магнезит, известняк) [24] —

f (ε) ∝ ε2. Такие исследования также показывают, что

для этих поликристаллов амплитудно-зависимые ДМУ

и ДЗ определяются разными параметрами нелинейности

и, следовательно, для продольных напряжений σ и де-

формаций ε гистерезис в зависимости σ = σ (ε) состоит

из квадратичных, но, вообще говоря, несимметричных

ветвей.

Для упругого квадратичного гистерезиса, аналогич-

ного гистерезису Гранато−Люкке [3], и учитывающего

насыщение ДМУ и ДЗ, функция f (ε) имеет вид

f (ε) =
1

2(1 + γ0|ε|)

×



























γ1ε
2, ε ≥ 0, ε̇ > 0,

−γ2ε2 + (γ1 + γ2)εmε, ε ≥ 0, ε̇ < 0,

−γ3ε2, ε ≤ 0, ε̇ < 0,

γ4ε
2 + (γ3 + γ4)εmε, ε ≤ 0, ε̇ > 0,

(2)

где εm — амплитуда деформации, γ0,1−4 —

безразмерные параметры нелинейности, γ0 ≥ 0,

γ1 + γ2 ≥ 0, γ3 + γ4 ≥ 0, |γ1−4εm| ≪ 1. (В общем случае,

γ1 6= γ2 6= γ3 6= γ4.) В теории Гранато−Люкке гистерезис

поликристаллов связывается с периодическим отрывом

дислокаций от примесных атомов (и последующим

закреплением на них же) под действием внешнего

переменного напряжения.

Для неупругого квадратичного гистерезиса, анало-

гичного гистерезису Давиденкова [1], и учитывающего

насыщение ДМУ и ДЗ, функция f (ε) имеет вид

f (ε) =
βεmε

1 + α1|ε|
+

1

2(1 + α2|ε|)

×
{

β1ε
2 − β1+β2

2
ε2m, ε̇ > 0;

−β2ε2 + β1+β2
2

ε2m, ε̇ < 0,
(3)

где α1,2, β, β1,2 — параметры нелинейности, α1,2 ≥ 0,

β1 + β2 ≥ 0, |β|εm ≪ 1, |β1,2|εm ≪ 1. (В общем случае,

α1 6= α2, β 6= β1 6= β2.) При α1,2 = 0 и β = β1 = β2 урав-

нения (1), (3) описывают симметричный квадратич-

ный гистерезис Давиденкова (с точностью до обозна-

чений он совпадает с ферромагнитным гистерезисом

Рэлея [21,25]). В уравнении (3) первое (негистерезис-
ное) слагаемое определяет ДМУ, а второе (гистере-
зисное) — ДЗ. В модели Давиденкова гистерезисное

поведение твердого тела связывается с его микропласти-

ческой деформацией [1], вызванной обратимым cмеще-

нием дислокаций под действием внешнего переменного

напряжения. (В работе [26] рассматривался аналогичный
гистерезис, в котором насыщение эффектов АЗВТ опре-

деляется множителем (1 + α0εm)−1 ≤ 1, α0 ≥ 0).
В поликристаллах с упругим гистерезисом (2) за

насыщение ДМУ и ДЗ отвечает один и тот же мно-

житель (1 + γ0|ε|)−1 ≤ 1, а с неупругим (3) — два

разных: (1 + α1|ε|)−1 ≤ 1 и (1 + α2|ε|)−1 ≤ 1. Гистерези-

сы (2), (3) и при γ0 = 0, α1,2 = 0 (нет насыщения) и

при γ0εm > 1, α1,2εm > 1 (есть насыщение) существенно

различаются, поэтому и закономерности НАЭ в твердых

телах c такими гистерезисами, будут разными. Гистере-

зисы (2), (3) состоят из четырех ветвей (ε ≥ 0, ε̇ > 0,

Физика твердого тела, 2022, том 64, вып. 8
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Рис. 1. Качественный вид упругого — (а) и неупругого – (b) гистерезисов при различных параметрах γ0 и α1,2 : γ0 = 0, α1,2 = 0−1

и γ0 > 0, α1,2 > 0 — 2, 3, 4. Увеличение номера петли соответствует росту параметров γ0 и α1,2 .

ε ≥ 0, ε̇ < 0, ε ≤ 0, ε̇ < 0, ε ≤ 0, ε̇ > 0), переходящих

друг в друга при ε = 0 и ε = ±εm. Качественный вид

этих гистерезисов при γ0 = 0, α1,2 = 0 и γ0 > 0, α1,2 > 0

приведен на рис. 1, из которого видно, что с ростом

параметров γ0 и α1,2 формы петель гистерезисов изме-

няется, при этом их площадь и наклон уменьшаются, что

соответствует насыщению эффектов АЗВТ.

В работах [14,27], в плане развития дислокационной

теории Гранато−Люкке [3,5,6], предполагается, что дви-

жение дислокаций, оторвавшихся от примесных атомов,

ограничивается не только их линейным натяжением,

но и полем напряжений соседних примесных атомов:

дислокации, оторвавшиеся от одних примесных атомов,

закрепляются на других — соседних. Такой механизм

ограничивает удлинение сегментов дислокаций и рост

площади петли гистерезисной зависимости σ = σ (ε).
При малых амплитудах εm, это приводит к линейной

зависимости нелинейных потерь от εm, а при больших —

к их насыщению, при этом разгрузочные ветви (ε ≥ 0,

ε̇ < 0 и ε ≤ 0, ε̇ > 0) в гистерезисе σ = σ (ε) становятся

нелинейными. В работах [14,27] аналитических зависи-

мостей σ = σ (ε) не получено.

Отметим, что, в отличие от ферромагнитных и се-

гнетоэлектрических гистерезисов, легко наблюдаемых

на экране осциллографа [20], аналогичное наблюдение

”
механических“ гистерезисов — задача технически бо-

лее сложная, хотя такие гистерезисы, конечно, наблю-

дались [4,6]. Это связано с тем, что ферромагнитные

и сегнетоэлектрические гистерезисы выражены намного

сильнее, чем гистерезисы
”
механические“: в области

напряжений, много меньших предела упругости твер-

дых тел (|ε| ≪ |εth|), гистерезисная нелинейность мала:

| f (ε)| ≪ |ε| ≪ 1. В связи с этим, о
”
механических“

гистерезисах можно судить по закономерностям НАЭ в

твердых телах, возникающих при распространении в них

интенсивных упругих волн. В этом случае проявления

гистерезисных свойств среды накапливаются в нелиней-

ных искажениях волны по мере ее распространения и

становятся вполне заметными для измерения.

3. Нелинейное волновое уравнение

При описании упругих волн в средах с сильной

акустической нелинейностью (| f (ε)| ≫ |Ŵ|ε2, Ŵ — па-

раметр квадратичной нелинейности однородных сред,

|Ŵ| < 10), можно не учитывать геометрическую нелиней-

ность уравнений движения по сравнению с физической

нелинейностью уравнения состояния. В этом прибли-

жении уравнения теории упругости в лагранжевой и

эйлеровой формах совпадают [24]. Подставляя (1) в

уравнение движения (в форме Лагранжа) ρUtt = σx (ε),
и учитывая линейную диссипацию среды [28], получим
одномерное волновое уравнение для продольного (вдоль
оси x) смещения U = U(x , t):

Utt −C2
0Uxx = −C2

0

[

f (ε) −U2
x /2
]

x
+ ηUxxt, (4)

где C0 = (E/ρ)1/2 — линейная скорость продольной вол-

ны, η — коэффициент линейной диссипации, ρ — плот-

ность, ε(x , t) = Ux (x , t) + U2
x (x , t)/2, η|Uxxt| ≪ C2

0|Uxx |.
Дифференцируя уравнение (4) по x , и учитывая, что

| f (ε)| ≪ |ε| ≪ 1, | f (ε)| ≫ ε2, ε ≈ Ux , получим уравне-

ние для продольной деформации ε = ε(x , t):

εtt −C2
0εxx = −C2

0[ f (ε)]xx + ηεxxt . (5)

Переходя в уравнении (5) к сопровождающей системе

координат τ = t−x/C0, x ′ = x ≥ 0, получим нелинейное

эволюционное уравнение для волн, бегущих в положи-

тельном направлении оси x :

∂ε

∂x
= − 1

2C0

∂ f (ε)

∂τ
+

η

2C3
0

∂2ε

∂τ 2
. (6)
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Аналогичное волновое уравнение имеет место для

скорости V (x , τ ) = Uτ (x , τ ) частиц среды, посколь-

ку для бегущих волн выполняется соотношение:

ε(x , τ ) = −V (x , τ )/C0 .

Для исследования нелинейных акустических эффек-

тов, возникающих при распространении в поликристал-

ле ПГВ, решим уравнение (6) методом возмущений.

Граничное условие зададим в виде гармонического ко-

лебания: ε(x = 0, t) = ε0 sinωt, где ε0 и ω — амплитуда

деформации и частота колебаний, создаваемых излуча-

телем.

Полагая в уравнение (6), что

ε(x , θ) =

∞
∑

n=1

ε̄n(x , θ) =

∞
∑

n=1

εn(ε0, x) sin[nθ + ψn(ε0, x)],

∣

∣

∣

∣

∞
∑

n=2

ε̄n(x , θ)

∣

∣

∣

∣

≪ |ε̄1(x , θ)|,

ε1(ε0, x) ≈ εm(ε0, x), εn≥2(x = 0) = 0,

получим уравнение для амплитуд εn(ε0, x) и фаз

8(ε0, x), ψn(ε0, x):

(

dεn

dx
+
ηK2

n

2C0

εn

)(

cosψn

sinψn

)

∓ εn

(

n
d8
dx

+
dψn

dx

)

×
(

sinψn

cosψn

)

= ±Kn

2

(

an(ε1)
bn(ε1)

)

, (7)

где
(

an(ε1)
bn(ε1)

)

=
1

π

2π
∫

0

f [ε̄1(x , θ)]

(

cos nθ
sin nθ

)

dθ,

Kn = nK1 = nω/C0, θ = ωτ + 8(x), ψ1(x) = 0.

Производные 8x(ε0, x) и ψnx (ε0, x) определяют локаль-

ные изменения фазовых скоростей C1(ε0, x) и Cn(ε0, x)
первичной волны и ее гармоник:

ξ(ε0, x) =
C1(ε0, x) −C0

C0

=
1

K1

d8(ε0, x)

dx
,

ξn(ε0, x) =
Cn(ε0, x) −C1(ε0, x)

C0

=
1

nK1

dψn(ε0, x)

dx
.

Из последнего выражения следует, что если

ξn(ε0, x) 6= 0, то Cn(ε0, x) 6= C1(ε0, x), т. е. среда обладает
нелинейной дисперсией фазовой скорости. Определим

эффективные (средние) нелинейные декремент

затухания δ(ε0) и относительное изменение фазовой

скорости ξ(ε0) первичной волны на расстоянии x
от излучателя

δ(ε0) = −2π

(

ln[ε1(x)/ε0]

K1x
+

ηω

2C2
0

)

,

ξ(ε0) =
1

K1x

x
∫

0

ξ(ε0, x ′)dx ′ =
8(ε0, x)

K1x
. (8)

3.1. НАЭ в средах с упругим гистерезисом

Для упругого гистерезиса (2) уравнения (7) для

амплитуд и фаз первых трех гармоник имеют вид

dε1
dz

+ gε1 = − 1

2γ20

(

1 +
γ0ε1

2
− (1 + γ0ε1) ln(1 + γ0ε1)

γ0ε1

)

,

d8
dz

=
1

2γ20 ε1

(

1− b
γ0ε1

)

×
(

π

2
− γ0ε1 −

ln
[

γ0ε1 +
√

(γ0ε1)2 − 1
]

√

(γ0ε1)2 − 1

)

− πb
8γ0

,

(

dε2
dz

+ 4gε2

)

cosψ2 − ε2

(

2
d8
dz

+
dψ2

dz

)

sinψ2

= − cε1
3γ0

{

1− 6

γ0ε1

(

d
c
− 1

γ0ε1

)

(

1− π

2γ0ε1

+
[2− (γ0ε1)

2] ln
[

γ0ε1 +
√

(γ0ε1)2 − 1
]

2γ0ε1
√

(γ0ε1)2 − 1

)}

,

(

dε2
dz

+ 4gε2

)

sinψ2 + ε2

(

2
d8
dz

+
dψ2

dz

)

cosψ2

=
dε1
3γ0

(

1− 3

γ0ε
− 6

(γ0ε1)2
+

6(1 + γ0ε1) ln(1 + γ0ε1)

(γ0ε1)3

)

,

(9)
(

dε3
dz

+ 9gε3

)

cosψ3 − ε3

(

3
d8
dz

+
dψ3

dz

)

sinψ3

= − ε1

4γ0

(

1 +
10

γ0ε1
− 12

(γ0ε1)2
− 24

(γ0ε1)3

+
6(1 + γ0ε1)[4− (γ0ε1)

2] ln(1 + γ0ε1)

(γ0ε1)4

)

,

(

dε3
dz

+ 9gε3

)

sinψ3 + ε3

(

3
d8
dz

+
dψ3

dz

)

cosψ3

= − ε1

2γ0

(

1− b
γ0ε1

)(

1− 3π

2γ0ε1
− 12

(γ0ε1)2
+

6π

(γ0ε1)3

− 3[4 − 3(γ0ε1)
2] ln

[

γ0ε1 +
√

(γ0ε1)2 − 1
]

(γ0ε1)3
√

(γ0ε1)2 − 1

)

,

где z = aK1x ,

a =
γ1 + γ2 + γ3 + γ4

2π
, b =

γ1 − γ2 + γ3 − γ4

γ1 + γ2 + γ3 + γ4
,

c =
γ1 − γ2 − γ3 + γ4

γ1 + γ2 + γ3 + γ4
, d =

γ1 + γ2 − γ3 − γ4

γ1 + γ2 + γ3 + γ4
,

g =
πηω

(γ1 + γ2 + γ3 + γ4)C2
0

, gz =
ηω2x

2C3
0

.

В общем случае аналитических решений уравне-

ний (9) получить не удается, поэтому мы рассмотрим
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два простых предельных случая, а затем приведем ре-

зультаты численного решения этих уравнений.

В малоамплитудном режиме (γ0ε0 ≪ 1), при gz ≪ 1 и

ε0z ≪ 1 получим

ε1(ε0) =
ε0 exp(−gz )

1 + ε0z/12
, 8(ε0) = −b1ε0z ,

δ(ε0) =
πaε0
6

, ξ(ε0) = −ab1ε0,

r(ε0) =
δ(ε0)

|ξ(ε0)|
=

π

6b1

= const, (10)

ε2(ε0) =
√

a2
2 + b2

2 ε
2
0z , ε3(ε0) =

√

a2
3 + b2

3 ε
2
0z ,

tgψn = −an/bn,

где

b1 = π/8 + b/3, a2 = πc/8 + d/3, b2 = −d/6,

a3 = 1/20, b3 = −b/5.

В режиме насыщения (γ0ε0 ≫ 1) при gz ≪ 1 получим

ε1(ε0) = ε0 exp

[

−
(

g +
1

4γ0

)

z

]

,

8(ε0) = − z
2γ0

(

1 +
πb
4

)

,

δ(ε0) =
πa
2γ0

, ξ(ε0) = − a
2γ0

(

1 +
πb
4

)

,

r(ε0) =
δ(ε0)

|ξ(ε0)|
=

π

1 + πb/4
= const,

ε2(ε0) =

√
c2 + d2ε0z

3γ0
,

ψ2(ε0) =
π

2
+ arctg

(

c
d

)

+
z
γ0

(

1 +
πb
4

)

,

ε3(ε0) =

√
5ε0z
4γ0

,

ψ3(ε0) =
π

2
− arctg

(

1

2

)

+
3z
2γ0

(

1 +
πb
4

)

. (11)

3.2. НАЭ в средах с неупругим гистерезисом

Аналогично, для неупругого гистерезиса (3) уравне-

ния (7) для амплитуд и фаз первых трех гармоник

имеют вид

dε1
dz

+ gε1 = − 1

α2
2

(

1− α2ε1

2
− [1−(α2ε1)

2] ln(1+α2ε1)

α2ε1

)

,

d8
dz

=
4b

α2
1ε1

[

π

2
−α1ε1−

2
√

1−(α1ε1)2
arctg

(

√

1−α1ε1
1+α1ε1

)]

,

(

dε2
dz

+ 4gε2

)

cosψ2 − ε2

(

2
d8
dz

+
dψ2

dz

)

sinψ2

= − cε1
3γ0

{

1− 6

2γ0ε1

(

d
c
− 1

γ0ε1

)

×
(

1− π

2γ0ε1
+

[2−(γ0ε1)
2] ln

[

γ0ε1+
√

(γ0ε1)2 − 1
]

2γ0ε1
√

(γ0ε1)2 − 1

)}

,

(

dε2
dz

+ 4gε2

)

sinψ2 + ε2

(

2
d8
dz

+
dψ2

dz

)

cosψ2 = 0,

(

dε3
dz

+ 9gε3

)

cosψ3 − ε3

(

3
d8
dz

+
dψ3

dz

)

sinψ3

=
9ε1

2α2

(

1− 22

9α2ε1
− 4

3(α2ε1)2
+

16

3(α2ε1)3

− 2[1 − (α2ε1)
2][4− (α2ε1)

2] ln(1 + α2ε1)

3(α2ε1)4

)

,

(

dε3
dz

+ 9gε3

)

sinψ3 + ε3

(

3
d8
dz

+
dψ3

dz

)

cosψ3

= −4bε1
α1

[

1− 3π

2α1ε1
− 12

(α1ε1)2
+

6π

(α1ε1)3

− 6[4− 3(α1ε1)
2]

(α1ε1)3
√

1− (α1ε1)2
arctg

(

√

1− α1ε1

1 + α1ε1

)]

, (12)

где

z = aK1x , a =
β1 + β2

2π
, g =

πηω

(β1 + β2)C2
0

,

b =
β

β1 + β2
, c =

β1 − β2

β1 + β2
, gz =

ηω2x

2C3
0

.

В малоамплитудном режиме (α1,2ε0 ≪ 1) при gz ≪ 1

и ε0z ≪ 1 получим

ε1(ε0) =
ε0 exp(−gz )

1 + (2ε0z/3)
, 8(ε0) = −πbε0z ,

δ(ε0) =
4πaε0

3
, ξ(ε0) = −πabε0,

r(ε0) =
δ(ε0)

|ξ(ε0)|
=

4

3b
= const,

ε2(ε0) = −πcε20z
4

, ψ2(ε0) = πbε0z ,

ε3(ε0) = −2ε20z
5

, ψ3(ε0) =
3πbε0z

2
. (13)
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Рис. 2. Зависимости амплитуд ε1 — 1, ε2 — 2, ε3 — 3 от z при ε0 = 10−5, g = 2 · 10−6, b = 1/5, c = 1/10, d = 0 и различных

значениях γ0 и α1 = α2: γ0, α1,2 = 0 — а, γ0, α1,2 = 105 — b, γ0, α1,2 = 106 — c. Сплошные линии — для упругого гистерезиса,

пунктирные — для неупругого.

В режиме насыщения (α1,2ε0 ≫ 1) при gz ≪ 1

и [ln(α2ε0)/α2]z ≪ 1 получим:

ε1(ε0)=ε0 exp

[

−
(

g+
ln(α2ε0)

α2

)

z

]

=ε
n(z )
0 α

−z /α2
2 exp(−gz ),

8(ε0) = −4bz
α1

,

δ(ε0) = 2πa
ln(α2ε0)

α2
, ξ(ε0) = −4ab

α1
,

r(ε0) =
δ(ε0)

|ξ(ε0)|
=
πα1 ln(α2ε0)

2α2b
6= const,

ε2(ε0) = −2cε0z
3α2

, ψ2(ε0) =
4bz
α1

,

ε3(ε0) = −4ε0z

[(

b
α1

)2

+

(

3 ln(α2ε0)

4α2

)2]1/2

,

ψ3(ε0) =
6b
α1

(

z +
2α2

9 ln(α2ε0)

)

, (14)

где n(z ) = 1−z/α2 < 1.

Из выражений (10), (13) следует, что в малоамплитуд-

ном режиме (при z = const) амплитудные зависимости

НАЭ для сред с упругим и неупругим гистерезисами

одинаковы: δ(ε0) ∝ ε0, ξ(ε0) ∝ ε0, ε2,3(ε0) ∝ ε20 . B этом

режиме независимыми характеристиками нелинейной

волны являются δ(ε0), ξ(ε0) и ε2(ε0), а ε3(ε0) можно

вычислить по измеренным значениям δ(ε0) и ξ(ε0).
Таким образом, из сравнения и соответствия (или несо-
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Рис. 3. a — зависимости ε1 — I, ε2 — II и ε3 — III от ε0 при z = 106, g = 10−6, b = 1/2, c = 1/5, d = 0 и различных значениях

параметра γ0: γ0 = 0 — 1 и γ0 = 106 — 2. Пунктирные линии соответствуют зависимостям: I — ε1 ∝ ε0, II, III — ε2,3 ∝ ε20 ;

b — зависимости ε1 — I, ε2 — II и ε3 — III от ε0 при z = 106, g = 10−6, b = 1/2, c = 1/5 и различных значениях параметра

α1 = α2: α1,2 — 1 и α1,2 = 107 — 2. Пунктирные линии соответствуют зависимостям: I — ε1 ∝ ε0, II, III — ε2,3 ∝ ε20 .
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Рис. 4. a — зависимости ξ(ε0, z ) — линии 1 и ξ2,3(ε0, z ) — линии 2, 3 от ε0 для упругого гистерезиса при γ0 = 0, z = 106,

b = 1/2, c = 1/5, d = 0; b — зависимости ξ(ε0, z ) — линии 1 и ξ2,3(ε0, z ) — линии 2, 3 от ε0 для неупругого гистерезиса при

α1,2 = 0, z = 106, b = 1/2, c = 1/5, d = 0.

ответствия) вычисленной (для упругого и неупругого

гистерезисов) и измеренной в эксперименте амплитуде

ε3(ε0) можно определить, каким гистерезисом опреде-

ляются эффекты АЗВТ в исследованном поликристал-

ле. В режиме же насыщения амплитудные зависимо-

сти ξ(ε0) и ε2(ε0) для разных гистерезисов одинаковы

[ξ(ε0) = const, ε2(ε0) ∝ ε0], а δ(ε0) и ε3(ε0) — различ-

ны, причем для упругого гистерезиса — δ(ε0) = const,

ε3(ε0) ∝ ε0, а для неупругого — δ(ε0) ∝ ln(α2ε0) 6= const,

ε3(ε0) ∝ ε0

[(

b
α1

)2

+

(

3 ln(α2ε0)

4α2

)2]1/2

.

Здесь ответ на вопрос, каким гистерезисом (упругим или

неупругим) определяются эффекты АЗВТ в исследован-

ном поликристалле, можно получить, во-первых, из со-

ответствия установленных в эксперименте амплитудных
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зависимостей НАЭ с аналитическими (11), (14), и, во-
вторых, из сравнения параметров насыщения γ0 и α1,2,

определенных из зависимостей δ(ε0), ξ(ε0) и ε2,3(ε0)
от ε0.

4. Результаты численного счета

Выражения (10)−(14) определяют закономерности

НАЭ в твердых телах с упругим (2) и неупругим (3)
гистерезисами в предельных режимах: без насыщения

и с насыщением АЗВТ. Более полное представление

о поведении НАЭ (при конкретных параметрах гисте-

резисов) дают результаты численного решения уравне-

ний (9), (12). На рис. 2 приведены зависимости ε1,2,3(ε0)
от z при ε0 = 10−5, g = 2 · 10−6, b = 1/5, c = 1/10,

d = 0, γ1 + γ2 + γ3 + γ4 = β1 + β2 и различных значени-

ях параметров γ0 и α1 = α2. Из рис. 2 видно, что с

ростом z амплитуда ε1 первой гармоники монотонно

уменьшается (из-за линейных и гистерезисных потерь),
при этом в среде с упругим гистерезисом амплитуда ε1
уменьшается медленнее, чем с гистерезисом неупругим.

При увеличении параметров γ0 и α2 (из-за уменьше-

ния гистерезисных потерь) амплитуда ε1 уменьшается

медленнее. С ростом z амплитуды ε2,3 вначале растут,

достигают максимумов и затем уменьшаются, причем,

при увеличении параметров γ0 и α1,2 амплитуда ε2
уменьшается, а ε3 изменяется немонотонно. Следует

также отметить, что амплитуды ε2,3 в среде с неупругим

гистерезисом заметно выше, чем в среде с упругим

гистерезисом.

Более интересными и информативными зависимостя-

ми характеристик нелинейной волны являются зави-

симости ε1,2,3(ε0) от ε0 (при z = const), поскольку в

твердом теле сложно менять расположение приемника

(координату z , т. е. x), но можно легко менять амплиту-

ду ε0. На рис. 3, a, b — для упругого (a) и неупругого (b)
гистерезисов, приведены зависимости ε1,2,3(ε0) от ε0
(при z = 106). Из рис. 3, a, b видно, что при γ0 = 0,

α1,2 = 0 с ростом ε0, в начале — ε1 ∝ ε0, ε2,3 ∝ ε20 ,

а затем — ε1,2,3 стремятся к насыщению. Небольшие

осцилляции амплитуд ε2,3(ε0) (рис. 3, a, γ0 = 0) связаны

с проявлением нелинейной дисперсии фазовой скорости

волны в среде с упругим гистерезисом. При γ0 6= 0,

с ростом ε0, при γ0ε0 ≪ 1 — ε1 ∝ ε0 ε2,3 ∝ ε20 , а при

α1,2ε0 ≫ 1 — ε1,2,3 ∝ ε0. При α1,2 6= 0, при α1,2ε0 ≪ 1 —

ε1 ∝ ε0, ε2,3 ∝ ε20 , а при α1,2ε0 ≫ 1 — ε1 ∝ ε
n(z )
0 , где

n(z ) = 1−z/α2 = 0.9, при этом зависимости ε2,3 от ε0
близки к линейным.

На рис. 4, а, b — для упругого (а) и неупругого (b)
гистерезисов, приведены графики зависимостей ξ(ε0, z )
и ξ2,3(ε0, z ) от ε0 при γ0 = 0, α1,2 = 0, z = 106, b = 1/2,

c = 1/5, d = 0. Из этих рисунков видно, что (при
ε0 = const) значения ξ(ε0, z ) и ξ2,3(ε0, z ) для упругого

гистерезиса значительно превышают аналогичные значе-

ния для неупругого гистерезиса, при этом для ξ2(ε0, z ) в
диапазоне 10−5 < ε0 < 10−4 наблюдаются осцилляции.
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Рис. 5. a — графики зависимостей δ(ε0)/a — I, ξ(ε0)/a —

II и r(ε0) = δ(ε0/|ξ(ε0)|) — III от ε0 для упругого гистере-

зиса при z = 106, g = 10−6, b = 1/2 и различных значениях

параметра γ0 : γ0 = 0 — 1, γ0 = 105 — 2, γ0 = 106 — 3;

b — графики зависимостей δ(ε0)/a — I, ξ(ε0)/a — II и

r(ε0) = δ(ε0/|ξ(ε0)|) — III от ε0 для неупругого гистерезиса

при z = 106, g = 10−6, b = 1/2 и различных значениях пара-

метра α1 = α2: α1,2 = 0 — 1, α1,2 = 106 — 2, α1,2 = 107 — 3.

Таким образом, нелинейная дисперсия (фазовой скоро-

сти) для среды с упругим гистерезисом значительно пре-

вышает нелинейную дисперсию для среды с неупругим

гистерезисом, что проявляется в осцилляции амплитуд

ε2,3 на рис. 3, a (для упругого гистерезиса при γ0 = 0) и

ее отсутствии на рис. 3, b (для неупругого гистерезиса).

На рис. 5, a, b — для упругого (a) и неупругого (b)
гистерезисов, приведены графики зависимостей δ(ε0)/a ,
ξ(ε0)/a и r(ε0) = δ(ε0)/|ξ(ε0)| от ε0 при z = 106,

g = 10−6, b = 1/2 и различных значениях параметров

γ0 и α1,2 .
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Из рис. 5 видно, что в малоамплитудном режи-

ме (γ0ε0 ≪ 1, α1,2ε0 ≪ 1) зависимости δ = δ(ε0) и

ξ = ξ(ε0) для упругого и неупругого гистерезисов оди-

наковы: δ(ε0) ∝ ε0, ξ(ε0) ∝ ε0, r(ε0) = const. В режиме

же насыщения (γ0ε0 ≫ 1, α1,2ε0 ≫ 1) эти зависимости

для разных гистерезисов различны. Для упругого ги-

стерезиса: δ(ε0) → const, ξ(ε0) → const, r(ε0) → const,

а для неупругого: δ(ε0) ∝ ln(α1)ε0, ξ(ε0) → const,

r(ε0) ∝ ln(α2ε0) 6= const. Такое различие в поведении

δ(ε0), ξ(ε0) и r(ε0) также является отличительным при-

знаком проявления упругого и неупругого гистерезисов

в режиме насыщения АЗВТ.

5. Заключение

В работе проведены теоретические и численные ис-

следования НАЭ, возникающих при распространении

первоначально гармонических волн в вязко-упругих ги-

стерезисных твердых телах с насыщением АЗВТ. Рас-

смотрены два основных вида квадратичных гистерези-

сов: упругий (или гистерезис отрыва) и неупругий (или
микропластический гистерезис). Методом возмущений

определены закономерности НАЭ в таких средах в

мало-амплитудном режиме и режиме насыщения: нели-

нейных потерь и изменения скорости распространения

первичной волны, а также амплитуд и фаз второй и

третьей ее гармоник. Проведен сравнительный анализ

закономерностей нелинейных эффектов и предложена

методика определения вида гистерезиса, основанная на

анализе и соответствии полученных аналитических и

экспериментально установленных амплитудных зависи-

мостей и уровней НАЭ в таких средах. Эксперименталь-

ное установление амплитудных зависимостей НАЭ для

гистерезисных твердых тел и их сравнение с теоретиче-

скими — для сред с различными гистерезисами (упру-
гим и неупругим), будет способствовать правильному

выбору гистерезисных уравнений состояния таких сред

и выявлению физических механизмов их гистерезисной

нелинейности.
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