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Предложено стохастическое дифференциальное уравнение для характеристической функции, у которой

обратная функция описывает самоподобный случайный процесс со степенным поведением спектров

мощности в широком диапазоне частот и степенной функцией распределения амплитуд. Гауссовские

”
хвосты“ для характеристического распределения дают возможность оценивать ее устойчивость по формулам

классической статистики с использованием максимума энтропии Гиббса−Шеннона и, следовательно,

устойчивость случайного процесса, задаваемого обратной функцией.
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Случайные процессы с большими флуктуациями об-

ладают свойством самоподобия и характеризуются сте-

пенными зависимостями спектральной плотности и ам-

плитудных распределений. В большинстве работ опи-

сание самоподобных случайных процессов основыва-

ется на дробном интегрировании белого шума: дроб-

ное уравнение диффузии, диффузия на фрактальных

структурах [1–4]. Получаемые при таком моделирова-

нии случайные процессы, как правило, нестационарны.

При анализе устойчивости сложных физических систем

со степенными распределениями обнаруживается, что

статистическая энтропия Гиббса−Шеннона не обеспечи-

вает согласия с принципом максимума энтропии [5–7].
В настоящей работе предложен другой подход для опи-

сания самоподобных случайных процессов с большими

флуктуациями на основе системы нелинейных стоха-

стических уравнений, как в [8,9], который значительно

сокращает и упрощает вычислительную процедуру по

сравнению с дробным интегрированием. Система стоха-

стических уравнений имеет вид

dϕ
dt

= −ϕψ2 + ψ + ξ1(t),

dψ
dt

= −ψϕ2 + 2ϕ + ξ2(t), (1)

где ϕ и ψ — динамические переменные, ξ1 и ξ2 —

гауссовские δ-коррелированные шумы с нулевым сред-

ним и амплитудами σ1 и σ2 соответственно. Система

уравнений (1) описывает взаимодействие больших и

малых флуктуаций в критической области при воз-

никновении широкополосного шума с низкочастотны-

ми энергетическими выбросами. Второе уравнение си-

стемы (1) является управляющим, а первое — под-

чиненным. Решение второго уравнения этой системы

описывает эволюцию флуктуаций, которые подчиняются

классической статистике, имеют гауссовское распреде-

ление и экспоненциальную релаксацию (переменная ψ).
Решение первого уравнения дает случайную функцию

больших флуктуаций со степенным распределением и

замедленной релаксацией (переменная ϕ). Гауссовское
поведение

”
хвостов“ управляющей переменной дает воз-

можность оценивать устойчивость случайного процесса

по формулам классической статистики с использованием

принципа максимума энтропии Гиббса−Шеннона.

При критическом значении интенсивности шума

(σ1 = σ2 ≈ 1) в системе (1) спектр мощности пере-

менной ϕ принимает вид Sϕ ∼ 1/ f . Спектр перемен-

ной ψ при высоких частотах имеет вид Sψ = 1/ f 2.

В численных расчетах при бесконечно малом временно́м

шаге 1t случайный процесс с 1/ f -спектром является

нестационарным [9]. С увеличением шага 1t процесс

становится стационарным, и в спектрах мощности по-

является горизонтальная полка в области низких частот.

Чем меньше шаг интегрирования, тем шире частотный

диапазон стационарного поведения [9]. Таким образом,

система (1), записанная в конечных разностях, примени-

ма для стационарных случайных процессов с конечной

высокой частотой.

Из численных расчетов известно, что спектр обратной

по отношению к ψ(t) случайной функции 1/ψ(t) обратно
пропорционален первой степени частоты S1/ψ ∼ 1/ f и

совпадает со спектром Sϕ переменной ϕ. Знание свойств

численных решений системы (1) позволяет получить на

ее основе управляющее стохастическое уравнение для

классической переменной ψ, а переменную ϕ опреде-

лить как обратную к ψ величину [10]:

ϕ(t) =
1

ψ(t)
+ θ(t), (2)

где θ(t) — некоторая случайная функция с дисперсией

σ 2
θ . Подстановка уравнения (2) во второе выражение
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системы (1) позволяет переписать уравнение для ψ(t):

dψ
dt

=
1

ψ
− θ2ψ + ξ(t). (3)

Численные расчеты показывают, что случайная функция

θ(t) близка к белому шуму, поэтому можно принять

следующее приближение: среднеквадратичное отклоне-

ние 〈θ2〉 = σ 2
θ . Заменим квадрат функции θ2 в (3) на

величину σ 2
θ . Получим стохастическое уравнение

dψ
dt

=
1

ψ
− σ 2

θ ψ + ξ(t). (4)

Уравнение (4) описывает случайные блуждания в сило-

вом поле с потенциалом

U = − ln |ψ| + σ 2
θ ψ

2, (5)

который имеет логарифмический вид при малых ψ

и параболический при больших ψ. Спектр функ-

ции ψ(t) имеет вид Sψ ∼ 1/ f 2. Моделирование бело-

го шума осуществлялось последовательностью гауссов-

ских случайных чисел. Среднеквадратичное отклонение

σ 2
θ = 〈θ2〉 = σ 21t зависит от разбиения 1t [11]. Функцию

ϕ(t) определим как ϕ = ψ/(ε + ψ2), где ε — малая кон-

станта, исключающая расходимость обратной функции

1/ψ при приближении ψ(t) к нулю в численных расчетах

случайного процесса. Таким образом, можно записать

систему уравнений

ϕ =
ψ

ε + ψ2
+ ξ(t),

dψ
dt

=
1

ψ
− σ 21tψ + ξ(t). (6)

Первое уравнение описывает функцию, обратную к

характеристической, с добавлением белого шума ξ(t).
Спектр мощности функции ϕ(t) имеет вид Sϕ ∼ 1/ f .
Для другого наклона частотной зависимости спектра

Sϕ ∼ 1/ f α обратная функция будет в другой степени и с

другой величиной белого шума. Например, для колмо-

горовской турбулентности Sϕ ∼ 1/ f 5/3 [12,13] следует

положить ϕ = ψ/(ε + ψ2)0.7 и ξ(t) = 0. Уравнения (6)
независимы, управляющим уравнением является второе.

Управляющему уравнению в (6) соответствует уравне-

ние Фоккера−Планка, стационарное решение которого

имеет вид

P(ψ) ∼ exp

(

−U(ψ)

σ 2

)

= exp

(

− ln |ψ|
σ 2

)

exp

(

−σ 2
θ ψ

2

σ 2

)

= ψσ
−2

exp(−ψ21t). (7)

Функция распределения от обратной величины ϕ = 1/ψ

будет определяться выражением

P(ϕ) ∼ 1

ϕσ
−2+2

exp

(

−1t
ϕ2

)

. (8)
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Рис. 1. Спектры мощности характеристической функ-

ции Sψ ∼ 1/ f 2 (1) и самоподобных случайных процессов

Sϕ ∼ 1/ f (2) и Sϕ ∼ 1/ f 5/3 (3).

Из (7) и (8) видно, что функция распределения перемен-

ной ψ при больших значениях аргумента спадает экспо-

ненциально, а функция распределения P(ϕ) спадает при

больших ϕ по степенному закону. На рис. 1 приведены

спектр Sψ ∼ 1/ f 2 и спектры Sϕ ∼ 1/ f , Sϕ ∼ 1/ f 5/3,

полученные из численных решений системы (6). При

численном решении с уменьшением 1t последователь-

ность гауссовских случайных чисел все более точно

аппроксимирует белый шум, что позволяет расширить

зависимости 1/ f и 1/ f 2 в спектрах Sϕ и Sψ на боль-

ший диапазон частот. На рис. 2 в логарифмических

координатах приведены функции распределения P(ψ),
P(ϕ), полученные из численных решений системы (6).
Функция распределения P(ϕ) при больших значениях

ϕ следует степенной зависимости. Поведение спектров

мощности и функций распределения, полученных из

решений системы (6), практически совпадает с реше-

нием, полученным из системы стохастических уравне-

ний (1) [14].
Экспоненциальный спад функции P(ψ) позволя-

ет использовать выражение для энтропии Гиббса–
Шеннона [7,15] для оценки устойчивости системы (6)

H = −
∑

n

Pn lgPn. (9)

На рис. 3 приведена рассчитанная зависимость энтропии

H для квадрата переменной ψ2(t) от амплитуды шума.
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Рис. 2. Функции распределения P(ψ) (1) и P(ϕ) (2), получен-
ные из численных решений системы (6). Штриховая линия —

зависимость P ∼ ϕ−3.
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Рис. 3. Зависимость энтропии Гиббса−Шеннона H для квад-

рата характеристической функции ψ2(t) от амплитуды шума.

Максимум энтропии соответствует критической ампли-

туде шума (σc ≈ 1.4), при которой случайный процесс

ϕ(t) становится наиболее устойчивым. Найденная из

второго уравнения системы (6) критическая амплитуда

шума в
√
2 раз выше, чем при моделировании самопо-

добного процесса двумя стохастическими уравнениями

сиcтемы (1) и соответственно двумерного белого шума.

В работе предложено стохастическое дифференци-

альное уравнение, решением которого является харак-

теристическая функция с гауссовским распределением,

обратная величина к которой описывает самоподобный

случайный процесс со степенным распределением. Гаус-

совский
”
хвост“ характеристической функции позволяет

ее использовать для анализа устойчивости самоподобно-

го процесса по формулам классической статистики.
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