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Рассмотрены методы обращения интегро-дифференциальных операторов тонких линейных антенн, а также

связанные с дисперсионным взаимодействием силы Казимира−Лифшица между двумя тонкими линейными

объектами, описываемыми диэлектрической проницаемостью в форме Друде−Лоренца. Предложена новая

строгая модель для вычисления сил Казимира−Лифшица для тонких диэлектрических или проводящих

нитей, основанная на силе Лоренца. Для определения корреляций использованы формулы Г.Т. Маркова,

флуктуационно-диссипационная теорема и принцип детального равновесия с тепловым полем. В дальней

зоне выполнены аналитические оценки полученных спектральных интегралов.
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Введение

Задача о линейной дипольной (вибраторной) антенне

является классической, возникшей с начала развития

электродинамики (Поклингтон, 1897, [1]). За девять

лет до Поклингтона в 1988 г. Герц получил решение

задачи о точечном диполе и предложил использовать

проволочные антенны [2]. За более чем столетний пе-

риод теория линейной вибраторной антенны прошла

существенное развитие (Галлен, 1938, [3]; Леонтович и

Левин, 1944, [4]; Капица, Фок и Вайнштейн, 1959, [5,7];
Вайнштейн, 1959−1967, [7–12]). Следует отметить, что

и в последние годы к теории линейной вибраторной

антенны проявляется существенный интерес и даже

получены новые формы интегральных уравнений (ИУ)
и интегро-дифференциальных уравнений (ИДУ) [13–27].
Так, в [26] рассмотрена формулировка относительно

магнитного поля. В работе [25] рассмотрена форма, по-

лучаемая в обычных объемных ИУ методом выделения

особенности и интегрирования по ее малой окрестности,

т. е. путем сведения к интегралам в смысле главного

значения по Коши. В этой же работе приведены ссылки

на семь публикаций с 1991 по 2007 гг., где рассмотрены

проволочные антенны, методы регуляризации их ядер

и алгоритмы. В частности, интересны наноантенны с

толщиной от одного до нескольких нанометров, выпол-

ненные из углеродных нанотрубок (УНТ), графеновых
нанолент и нанопроволок [28–37]. Указанные структуры

могут иметь высокий поверхностный импеданс [38,39],
а из-за их относительно малых длин они интересны

в THz- и ИК диапазонах [28–37]. Перспективно иссле-

дование взаимодействия как отдельных УНТ [40–43],

так и их массивов с электромагнитным полем, причем

взаимодействие может быть как резонансным, так и

нерезонансным при этом важны пондеромоторные си-

лы [44]. Возбуждение таких антенн точечными (локали-
зованными) источниками затруднено, но наноантенны из

УНТ и графеновых нанолент можно сделать активными,

например, путем оптической накачки [32–34,36,37,45].
Их возбуждение тепловым полем в широком диапазоне

важно для дисперсионных сил, связанных с электро-

магнитными флуктуациями, при этом для определения

корреляций нужна обращенная форма ИУ и ИДУ [46].
Обращение или построение обратного оператора —

основная задача теории дифракции. Она рассмотрена в

первой части работы. Дисперсионные силы между двумя

наноантеннами рассмотрены во второй ее части. В тре-

тьей части приведены методы аналитических оценок

интегралов, определяющих силы.

Под тонкими линейными антеннами будем понимать

линейные диэлектрические, полупроводниковые и ме-

таллические цилиндрические структуры, поперечное се-

чение S = πa2 которых столь мало, что для всех рас-

сматриваемых частот продольную компоненту электри-

ческого поля Ez (r⊥, z ) = Ez (z ) = η0η(r⊥)Jz (z ) на них

можно считать постоянной по сечению, а поперечным

током поляризации можно пренебречь по сравнению с

продольным. Здесь и далее η0 =
√
µ0/ε0, а безразмерный

удельный импеданс η(r⊥, ω) = η = c/
[
iω
(
ε(ω) − 1

)]
мы

считаем постоянным по сечению, т. е. описываем антен-

ны с металлическими, полупроводниковыми и диэлек-

трическими свойствами постоянной по сечению мак-

роскопической диэлектрической проницаемостью (ДП)
ε(ω) = ε′(ω) − iε′′(ω). Последнюю будем брать в форме
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Друде−Лоренца:

ε(ω) = 1 +

M∑

m=1

ω2
mP

ω2
mre − ω2 + iωωmc

− ω2
0P

ω2 − iωω0c
. (1)

Обратное соотношение для плотности тока имеет

вид Jz (z ) = σ (ω)Ez (0, z ) = iωε0
(
ε(ω) − 1

)
Ez (z ). Здесь

мы выбрали начало координат на оси антенны,

σ (ω) = σ ′(ω) + iσ ′′(ω) — удельная проводимость.

Удобно ввести нормированные величины: поверх-

ностную проводимость ξ = ξ ′ + iξ ′′ = 2πaη0σ , погон-

ную (линейную) проводимость ς = ς ′ + iς ′′ = πa2σ

и погонное сопротивление ζ = ζ ′ + iζ ′′ = ς−1 . Заме-

тим, что ς ′|ζ |2 = ζ ′, ζ ′|ς |2 = ς ′ . Для осевого тока

Iz (z ) = πa2Jz (z ) связь приобретает вид I(z ) = ς η−1
0 E(z )

или E(z ) = ζ η0I(z ). Индекс z мы опустили. Приве-

денные уравнения описывают различные структуры:

УНТ с металлическим и полупроводниковым типом

проводимости, металлические нанопроволоки, длинные

линейные молекулы, тонкие полупроводниковые и ди-

электрические цилиндры. Во всех случаях должно вы-

полняться соотношение a ≪ λ для всех длин волн,

а также a ≪ δ(ω) для всех глубин проникновения δ

(толщин скин-слоя). Именно в этом случае поперечными

компонентами токов поляризации в антеннах можно

пренебречь по сравнению с продольной компонентой Jz .

Такие антенны, по сути, есть нити с осевым током

I = πa2Jz (z ). При размере a порядка нанометров, мак-

роскопическую ДП следует определять квантовыми ме-

тодами [47]. Для УНТ эффективную ДП можно свя-

зать с ее продольной поверхностной проводимостью:

νz z (ω) = 2iπk0aη−1
0

(
ε(ω) − 1

)
. Далее мы считаем ДП

заданной.

На антенну, расположенную в области 0 ≤ z ≤ L = 2l,
могут действовать внешние поля (например, тепловое
поле), возбуждающие в ней ток. В свою очередь, ток из-

лучает дифракционное поле, создавая вектор-потенциал

A(r) = z0Az (r) = z0

L∫

0

G(rτ , z − z ′)I(z ′)dz ′. (2)

Здесь скалярная функция Грина (ФГ)
имеет вид G(rτ , z − z ′) = (4πR)−1 exp(−ik0R),
R =

√
x2 + y2 + (z − z ′)2. С другой стороны, имеются

представления ФГ [48]:

G(rτ , z ) =

∞∫

−∞

∞∫

−∞

∞∫

−∞

exp(−iqr⊥ − ikz )

(2π)3[q2 + k2 − k2
0]

d2qdk. (3)

G(rτ , z ) =

∞∫

−∞

∞∫

−∞

exp(−iqr⊥ − ikz |z |)
8π2ikz

d2q. (4)

Здесь d2q = dkxdky , kz =
√

k2
0 − q2. Ток на

антенне удовлетворяет ИДУ. Для его получения

учтем, что он создает дифракционное поле

Ed
z (r) = (iωε0)−1(k2

0 − ∂2z )Az (r). Полное поле на оси

равно сумме падающего Ez = E и дифракционного

полей и удовлетворяет импедансному условию

E f ul
z (z ) = η0ζ I(z ) = Ed

z (z ) + E(z ), откуда получаем

η0ζ I(z ) − k2
0 + ∂2z
iωε0

L∫

0

G(a, z − z ′)I(z ′)dz ′ = E(z ). (5)

Это гиперсингулярное при a = 0 интегральное урав-

нение (ИУ) может быть преобразовано в ИДУ. Мы его

называем ИУ, поскольку оператор ∂2z действует на ядро,

а в ИДУ он должен действовать на искомую функцию.

Его можно записать в виде ИУ Фредгольма второго рода

I(z ) − κ

L∫

0

K(z − z ′)i(z ′)dz ′ = η−1
0 E(z ). (6)

Использование ФГ (3) приводит к κ = ς и к ядру

K(z − z ′) =
1

ik0

×
∞∫

−∞

∞∫

−∞

∞∫

−∞

(k2
0 − k2) exp

(
−ik(z − z ′)

)

(2π)3[q2 + k2 − k2
0]

d2qdk. (7)

Использование ФГ (4) приводит к ядру вида

K(z − z ′) = − 1

k0

∞∫

0

q3 exp
(
−ik(z − z ′)

)

4πkz
dq. (8)

В нем мы перешли к положительной области инте-

грирования и проинтегрировали по углу. При z = z ′

интегралы расходится, т. е. ядра в (7) и (8) сингулярные.

Обращение интегрального оператора в (6) означает

получение решения в виде

I(z ) = η−1
0

L∫

0

K−1(z , z ′)E(z ′)dz ′. (9)

Здесь K−1 — некое безразмерное ядро обратного

интегрального оператора. Обращение оператора важно

для многих приложений, в частности, для определения

теплового излучения антенн и определения дисперсион-

ных сил [46].

1. Формы уравнений и их обращения

Рассмотрим вывод некоторых уравнений. Осевой ли-

нейный ток создает линейный (погонный) заряд τ

согласно уравнению непрерывности I ′(z ) + iωτ (z ) = 0.

Соответственно также можно использовать функ-

ции τ (z ) или I ′(z ) = ∂z I ′(z ). Обычный вывод уравнения

Галлена заключается в представлении (5) в виде

(k2
0 + ∂2z )Az (z ) = F(z ). (10)
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Здесь F(z ) = ik0

⌊
ζ I(z ) − η−1

0 E(z )
⌋
. В частном случае

ζ = 0 суммарное падающее поле E (например, поле

плоской волны) вместе с излученным полем (левая
часть (10) с точностью до множителя) равно нулю. Урав-

нения Галлена получается как интеграл (10) из усло-

вия Az (z ) = A+ exp(−ik0z ) + A− exp(ik0z ) + Ãz (z ), где

Ãz (z ) — любое частное решение уравнения (10) в

рассмотренной области, в частности

Ãz (z ) = (2ik0)
−1

[
exp(−ik0z )

z∫

0

F(z ′)exp(ik0z ′)dz ′

+ exp(ik0z )

L∫

0

F(z ′) exp(−ik0z
′)dz ′

]
. (11)

Интегральное уравнение Галлена получим, представ-

ляя здесь вектор-потенциал в виде (2):

L∫

0

[
G(0, z − z ′)I(z ′) − exp(−ik0|z − z ′|)

2ik0

F(z ′)

]
dz ′

= A+ exp(−ik0z ) + A− exp(ik0z ). (12)

Это неоднородное ИУ, поскольку, согласно (10), функ-
ция F зависит от тока, импеданса и внешнего возбужда-

ющего поля. В нем ядро

G(0, z − z ′) = (4π|z − z ′|)−1 exp(−ik0|z − z ′|)

сингулярное и может быть представлено как два

слагаемых с особенностью типа Коши. Очевид-

но, K(z − z ′) = G(0, z − z ′). Часто рассматривают

уравнения Галлена и Поклингтона с конечным

(ограниченным) ядром G̃(z − z ′) = exp(−ik0R)/R, где

R =
√

(z − z ′)2 + a2 при k0a ≪ 1, вводя малый радиус

нити или малый параметр 1/ ln(k0a). Такое ядро также

будем обозначать G(a, z − z ′). Получение решения с

ядром K(z − z ′) можно рассматривать как предель-

ный переход в решении с ядром G̃(z − z ′), в том

числе и в уравнении (5). Если же заменить a2 на

a2 = ρ2 − 2aρ cos(ϕ − ϕ′) и рассматривать точку наблю-

дения и истока на поверхности цилиндра, то получим

ИУ (5) Поклингтона с сингулярным ядром. Обычно

при этом рассматривают идеальную проводимость. Оно

двумерное, поэтому от угловой зависимости обычно

избавляются (см. [4,5,13–24]), переходя к одномерному

ИУ. Сингулярность ядра G(0, z − z ′) приводит к тому,

что можно написать приближенное решение, посколь-

ку максимальный вклад в интеграл вносит небольшая

окрестность точки z . Оно наиболее удобно для сим-

метричной антенны в системе координат относительно

центральной точки s = z − l, −l ≤ s ≤ l . Считая вектор-

потенциал и F четными, имеем ИУ:

l∫

−l

[
K(s − s ′)I(s ′) − exp(−ik0|s − s ′|)

2ik0

F(s ′)

]
ds ′

= A cos(k0s). (13)

Здесь в функции I(s) координата отсчитывается от

центра нити и в прежних обозначениях следует брать

I(z − l). Уравнение (13) можно записать в симметрич-

ном виде

l∫

0

{
[K(s − s ′) + K(s + s ′)] I(s ′)

− exp(−ik0|s − s ′|) + exp(−ik0|s + s ′|)
2ik0

F(s ′)

}
ds ′

= A cos(k0s),

из которого сразу видна четность по s . Сингулярность
ядра позволяет выполнить частичное обращение опера-

тора. ИУ (13) запишем в форме

1

π

1∫

−1

sgn(u − u′) exp(−ik0l|u − u′|)I(u′l)
u − u′

du′ = f (u)

=
4A cos(k0lu)

l
+ 2

1∫

−1

exp(−ik0l|u − u′|)
ik0

F(u′l)du′.

Его можно представить в виде

1

π

1∫

−1

exp(±ik0lu′)I(u′l)
u − u′

du′ = f ±(u) =
exp(±2ik0lu)

π

=

1∫

−1

exp(∓ik0lu′)I(u′l)
u − u′

du′ ± exp(±2ik0lu) f (u) (14)

и в виде

1

π

1∫

−1

exp(±ik0lu′)I(u′l)
u − u′

du′ = f 2(u) =
exp(−2ik0lu)

π

=

1∫

−1

exp(ik0lu′)I(u′l)
u − u′

du′ − exp(−ik0lu) f (u). (15)

Обращая интеграл Коши (см. [49]) слева в (14), имеем

exp(±ik0s) = − 1√
1− u2

1∫

−1

√
1− u′2 f ±(u′)

u − u′
du′

+
c1√
1− u2

.
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В этих уравнениях u = s/l , и в них входят две

константы интегрирования. Поскольку их правые ча-

сти зависят от тока, эти уравнения не очень удобны.

Однако их можно решать итерационно, взяв в каче-

стве первого приближения распределение тока в ви-

де I(s) = I0 sin
(
k0(l − |s |)

)
[50]. Неизвестные константы

определяются из условий I(0) = I0, I(±l) = 0.

Вывод ИУ Галлена есть не что иное, как инте-

грирование соотношения (10) по точке наблюдения,

при этом вводятся две константы интегрирования. Как

видим, оно не приводит к полному обращению. Можно

непосредственно интегрировать уравнение (10) по точке

наблюдения без введения констант интегрирования:

A′
z (z ) = A′

z (0) +

z∫

0

[F(z ′) − k2
0Az (z )]dz ′, (16)

Az (z ) = Az (0) +

z∫

0

A′
z (z

′)dz ′ = Az (0) + A′
z (0)z

+

z∫

0

K(z − z ′)I(z ′)dz ′. (17)

Это ИУ Вольтерры второго рода фактически содер-

жит две константы интегрирования — значение вектор-

потенциала и его производной в нуле, входящие во

внеинтегральный член. Оно также неудобно, поскольку

содержит кратные интегралы. ИУ (6) можно решать

итерационно, но параметр перед интегралом может

быть большим. При численном интегрировании с ядром

Галлена K̃(z − z ′) не обращающаяся в нуль величина

R =
√

(z − z ′)2 + a2 при использовании базисных функ-

ций создает большие диагональные члены, и обращение

матриц происходит с хорошей точностью (саморегуля-
ризация).
Другой способ преобразования ИУ состоит в следую-

щем приеме. Имеем

(∂/∂z )K(z − z ′) = −(∂/∂z )K(z − z ′).

Внося оператор ∂z под интеграл в (5), перенося его

действие на координату точки истока и интегрируя по

частям, имеем

η0ζ I(z ) − k2
0

iωε0

L∫

0

K̃(z − z ′)I(z ′)dz ′ − ∂z

iωε0

×
L∫

0

[
K̃(z − z ′)I ′(z ′)

]
dz ′ = E(z ). (18)

Это ИДУ Фредгольма второго рода в литературе на-

зывается часто ИУ Харрингтона [51,52]. Оно и близкое

к нему ИУ Ричмонда [52] рассматривалось в основном

при ζ = 0, т. е. как уравнения Фредгольма первого рода.

Здесь взято конечное ядро, поскольку ядро в ИУ (5)
при a → 0 становится гиперсингулярным. Исчезновение

констант интегрирования в (18) связано с наложением

условий I(0) = 0, I(L) = 0. При решении ИУ (18) эти

естественные условия налагать следует. Еще один пере-

нос ∂z и интегрирование по частям приводят к ИДУ

I(z ) + ik0ς

L∫

0

K̃(z − z ′)I(z ′)dz ′

+
iς
k0

L∫

0

[
K̃(z − z ′)I ′′(z ′)

]
dz ′

= η−1
0 ςE(z ) + ς

K̃(z )I ′(0) − K̃(z − L)I ′(L)

ik0

. (19)

Здесь, налагая условия I(0) = 0, I(L) = 0, можно опре-

делить константы I ′(0) и I ′(L).

Уравнение Поклинггона (5) с ядром K̃ при идеальной

проводимости ζ = 0 в работе [4] обращалось методом

разложения по малому параметру ψ = 1/
(
2 ln(k0a)

)

(приближение большого логарифма). При этом от по-

верхностной плотности тока авторы перешли к линей-

ному току, проинтегрировав по углу. В первом порядке

по ψ формула обращения имеет аналогичный (9) сим-

метричный вид

I(s) = η−1
0

l∫

−l

K−1
k0

(s, s ′)E(s ′)ds ′ (20)

с ядром [4]

K−1
k0

(s, s ′) =
iψ

2 sin(2k0l)

[
cos
(
k0(s + s ′)

− cos(2k0l − k0|s − s ′|)
)]
. (21)

В случае резонанса 2k0l = nπ она не работает. В этом

случае приближенное решение есть I(s) = I0 cos(k0s)
при n нечетном и I(s) = I0 sin(k0s) при n чет-

ном. В [4] получено интегро-дифференциальное урав-

нение I ′′(s) + k2
0I(s) = ik0η

−1
0 ψ

⌊
E(s) + (̂G)(I, s)

⌋
, где

Ĝ(I, s) — интегральный оператор, поэтому амплитуда

тока в резонансном случае определяется из условия

ортогональности решения правой части этого урав-

нения. Для вывода ИДУ использовано представление

вектор-потенциала Az (ρ, z ) = −2I(z ) ln(k0ρ) + V (I, z ),
где V (I, z ) — введенный в [4] интегральный оператор:

V (I, z ) =

l∫

−l

ln(2k0|z − z ′|) exp(−ik0|z − z ′|)
[
ik0I(z

′)

+ sgn(z − z ′)I ′(z ′)
]
dz ′.
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Ядро этого оператора сингулярное, и уже первая его

производная ∂zV (I, z ) не существует в обычном смысле.

Поэтому для вычисления производных следует взять

этот оператор в виде

V (I, z ) =

l∫

−l

ln(2k0R) exp(−ik0R)
[
ik0I(z

′)

+ sgn(z − z ′)I ′(z ′)
]
dz ′.

В окончательных результатах (там, где возмож-

но) будем переходить к пределу a → 0. Аналогично

для вектор-потенциала в области нити можно взять

Az (z ) = Az (a, z ). Усредняя Az (ρ, z ) по сечению нити,

получаем первый член в виде −2I(z )
(
ln(k0a) − 1/2

)
,

что просто немного увеличивает большое отрицательное

значение логарифма. Интегрируя по частям, имеем

V (I, z ) = −2 ln(2k0a)I(z ) −
l∫

−l

exp(−ik0R)

R
I(z ′)dz ′.

Записывая импедансное условие для полного поля,

получим

I ′′(z ) +

(
k2
0 +

iζ k0

2 ln(k0a)

)
I(z ) − V ′′

z (I, z ) + k2
0V (I, z )

2 ln(k0a)

=
ik0η

−1
0 E(z )

2 ln(k0a)
. (22)

или

I ′′(z ) +

(
k2
0 +

iζ k0

4 ln(k0a)

)
I(z ) =

ik0η
−1
0 E(z ) − F(z )

4 ln(k0a)

− 1

4 ln(k0a)

l∫

−1

exp(−ik0R)

R

[
I ′′(z ′) + k2

0I(z
′)
]
dz ′

= ik0χU(z ), (23)

где обозначены первая и вторая производные тока (20)
и функция

F(z ) =
exp
(
ik0(l − z )

)
√

a2 + (l − z )2
I ′(l) +

exp
(
−ik0(z + l)

)
√

a2 + (l + z )2
I ′(−l).

Обозначая k2 = k2
0 + iζ k0ψ/2, получим обращенную

форму ИДУ в виде

I(s) =

l∫

−l

K−1
k (s, s ′)U(s ′)ds ′. (24)

Ядро в (24) взято при замене k0 на комплексный пара-

метр k . Однако это также неполное обращение, посколь-

ку в функцию U входит интегро-дифференциальный

оператор. Учитывая, что при малом радиусе провода

I ′′(s) + k2
0I(s) ≈ −iζ k0ψI(z )/2, получаем интегральный

оператор с функцией

U(s) =
η−1
0 E(s) + iF(s)/k0

2

+ ζ ψ

l∫

−l

exp(−ik0R)

4R
I(s ′)ds ′. (25)

И только если взять

U(s) ≈ U0(s) =
⌊
η−1
0 E(s) + iF(s)/k0

⌋
/2,

получаем замкнутое приближенное обращение. Однако

если его рассматривать как нулевое приближение I0(s) и
определить функцию (25) в первом приближении путем

его подстановки, то получим первое приближение для

тока. Очевидно, можно строить итерационный процесс

In(s) =

l∫

−l

K−1
k (s, s ′)U(s ′)ds ′, (26)

Un(s) =
η−1
0 E(s) + iF(s)/k0

2

+ ζ ψ

l∫

−l

exp(−ik0R)

4R
In−1(s

′)ds ′. (27)

Однако ток (24) можно представить по-другому:

I(s) = I0(s) +
ζ ψ

4

l∫

−l

l∫

−l

K−1
k (s, s ′)

× exp
(
−ik0R(s ′, s ′′)

)

R(s ′, s ′′)
I(z ′)ds ′′ds ′ (28)

и непосредственно использовать для этого ИУ интегра-

ционный процесс. Если параметр ζ ψ/4 (нормированный
импеданс) мал, ряд теории возмущений может сходиться

быстро.

Поскольку ИУ (28) также приближенное, а использо-

ванный в [4] метод не позволяет точно перейти от ИДУ

к ИУ типа Фредгольма второго рода, подобные инте-

грационные процессы обычно не используют, и решают

уравнения численно. Заметим, что уравнение (18) есть

следствие уравнения для компоненты электрического

поля Ez (z ) = −iωµ0Az (z ) − ∂z8(z ) (см., например, [48])
при учете того, что скалярный потенциал 8 определен

из уравнения ∂z Az (z ) + iωε08(z ) = 0. Налагая импе-

дансное условие, имеем ηζ I(z ) = −iωµ0Az (z ) − ∂z8(z ).
Записывая теперь вектор-потенциал через ток в фор-

ме (2), а скалярный потенциал через погонный заряд

τ (z ) = iI ′(z )/ω в форме

8(z ) =
1

ε0

L∫

0

G(z − z ′)τ (z ′)dz ′,
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получим указанное уравнение. Численное обращение

уравнений (18), (19) возможно также методом нахожде-

ния экстремума квадратичных функционалов. Для этого

умножим эти уравнения на I∗(z ) и проинтегрируем,

перенесем все результаты интегрирования вправо и

обозначим их как функционал W (I∗, I). При этом второй

интеграл в (18) можно преобразовать так:

L∫

0

I∗(z )∂z

L∫

0

[
K̃(z − z ′)I ′(z ′)

]
dz ′dz

= −
L∫

0

L∫

0

I ′∗(z )
[
K̃(z − z ′)I ′(z ′)

]
dz ′dz ,

т. е. использовать менее сингулярное ядро. Такую же

процедуру можно применить и к исходному урав-

нению (5), интегрируя его с I∗(z ) и перенося на

эту величину действие оператора ∂2z . В этом слу-

чае численная реализация требует дважды диффе-

ренцируемых базисных функций. Можно использо-

вать и I(z ). Из-за комплексных уравнений при вы-

боре действительных базисных функций uα(z ) с ко-

эффициентами αn, нахождение экстремума сводит-

ся к условиям (∂/∂αn)W (I∗, I) = 0 для билиней-

ного функционала. Они приводят к той же си-

стеме линейных алгебраических уравнений (СЛАУ)
(∂/∂αn)W (I, I) = 0, что и для квадратичного функцио-

нала.

Для линейной антенны естественной системой функ-

ций, удовлетворяющих граничным условиям, являются

тригонометрические функции un(z ) = sin(nπz/L). Ис-

следованию сходимости с ними посвящено значитель-

ное количество работ [7–12]. Использование ядра, в

которое входит R, при этом неудобно. Использова-

ние гиперсингулярных ядер (7), (8) также неудобно.

В работах [13–27] использовано поверхностное сингу-

лярное ИУ. Его ядро преобразовано с учетом того,

что точки истока и наблюдения находятся на поверх-

ности цилиндра. При этом даже возможно частичное

обращение оператора [16–18,22]. Подобные уравнения

применимы при сильном скин-эффекте, когда δ ≪ a .
Это соответствует достаточно толстому проводу для

обычных антенн, используемых в радиотехническом

диапазоне. В случае короткой нерезонансной антенны

на низких частотах скин-эффект слабый, а глубина

проникновения большая, существенно превышающая a .
В случае очень высоких частот глубина проникнове-

ния также может быть существенно больше a . За-

висимость нормированной величины (δ/λ)±1 от об-

ратной длины волны λ−1 для серебра приведена на

рисунке. Левая кривая
”
+“ соответствует нормиро-

ванной глубине проникновения δ/λ а правая
”
−“ —

ее обратной величине λ/δ . Для всех частот не пре-

вышает 200 nm, причем минимум широкий и лежит

в диапазоне длин волн от 5µm до 1mm. Для дру-

гих веществ она еще больше. Поэтому для радиу-

са a порядка десятков нанометров и менее распре-

деление тока равномерное. Для более толстых нитей

при δ(ω) ≪ a можно взять погонную проводимость

ς (ω) = 2πik0

(
ε(ω) − 1

)
δ(ω)a . Взяв ФГ в цилиндриче-

ских координатах в виде (2.17) из [48], подставив в

ИУ (5) линейный ток и учтя азимутальную независи-

мость, получим ядро

K(ρ, ρ′, z − z ′)

=

∞∫

−∞

∞∫

0

(k2
0−k2

z )J0(κρ)J0(κρ
′) exp

(
−ikz (z −z ′)

)

4π2ik0[κ2 + k2
z − k2

0]
κdκdkz .

(29)

Поскольку для κ2 ≤ k2
0/a2 функция Бесселя изменя-

ется слабо и J0(κρ) ≈ 1, получим усредненное ядро,

проинтегрировав его по сечению и разделив на πa2.

Можно усреднять как по точке истока в поперечном

сечении, так и по точке истока и наблюдения. В первом

случае ядро и поле зависят от ρ. Очевидно, результат

усреднения сводится к замене J0(κρ) → 2J1(κa)/(κa).

Такое ядро обозначим K̃(ρ, a, z − z ′). Двойное усред-

нение дает замену J0(κρ)J0(κρ
′) → 4J2

1(κa)/(κa)2. Со-

ответствующее ядро обозначим
˜̃K(a, z − z ′). Для этих

ядер следует определить интегральный по сечению ток

I(z ) = πa2Jz (z ):

I(z ) =

a∫

0

2π∫

0

J(κρ)Jz (z )ρdρdϕ ≈ πa2Jz (z ).
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Полагая ρ = 0, получим

K̃(a, z − z ′)

=

∞∫

−∞

∞∫

0

(k2
0 − k2

z )J1(κa) exp
(
−ikz (z − z ′)

)

2π2ik0a [κ2 + k2
z − k2

0]
dκdkz .

(30)
Интегрированием методом вычетов (29) преобразует-

ся к виду

K(ρ, ρ′, z − z ′)

= −
∞∫

0

J0(κρ)J0(κρ
′) exp(−ikz |z − z ′|)
4πk0kz

κ2dκ. (31)

Аналогично преобразуются усредненные ядра. Здесь

уже kz =
√

k2
0 − κ2 не является независимой пере-

менной, и при k2
0 < κ2 ее следует брать в ви-

де kz = −i
√
κ2 − k2

0, что соответствует эванесцентным

(затухающим) вдоль оси плазмонам. ИУ с ядром

K̃(ρ, a, z − z ′) определяет дифракционную компоненту

Ez (ρ, z ). Она слабо зависит от ρ, а ее значение на оси

определяется ИУ с ядром
˜̃K. Эти ядра можно усреднить

по сечению и получить для (31) представления

K̃(a, z − z ′) = −
∞∫

0

J1(κa) exp(−ikz |z − z ′|)
2πak0kz

κ2dκ,

˜̃K(a, z − z ′) = −
∞∫

0

J2
1(κa) exp(−ikz |z − z ′|)

k0kz
κdκ, (32)

Здесь в первом ядре усреднение произведено по точке

наблюдения, а во втором — по точке наблюдения и

точке истока. При больших аргументах подынтегральная

функция в (32) убывает как κ−1 exp(−κ|z − z ′|), а для

ядра K̃ имеет зависимость κ−1/2 exp(−κ|z − z ′|) cos(κa).
Отметим, что полученные в ряде работ [5,13,16,17] ядра
для идеально проводящих цилиндров не соответствуют

нашему случаю распределения тока по сечению. Пере-

ходя к пределу a → 0, получаем ядро (8). Хотя интегри-

ровать по z c ядром типа (29) проще, далее используем

ядро K̃, в котором положим ρ = 0 и обозначим kz = γ .

Обозначим также kn = nπ/L = nk , k = π/L и вычислим

интеграл

Ĩn(z ) =

L∫

0

sin(knz ) exp(−iγ|z − z ′|)dz ′ = exp(−iγz )

×
z∫

0

sin(knz ′) exp(−iγz ′)dz ′ + exp(iγz )

L∫

z

sin(knz ′)

× exp(−iγz ′)dz ′.

Он равен

Ĩn(z ) = −i sin(knz )
2γ

(γ2 − k2
n)

+
kn
[
exp(iγz )(−1)n exp(−iγL) − exp(−iγz )

]

(γ2 − k2
n)

.

Для образования матричного элемента следует проин-

тегрировать эту величину с функций sin(kmz ):

Ĩmn(γ) =

L∫

0

Ĩn(z ) sin(kmz )dz = −i
γδmnL

(γ2 − k2
n)

+ kmkn
1 + (−1)m+n −

⌊
(−1)n + (−1)m

⌋
exp(−iγL)

(γ2 − k2
m)(γ2 − k2

n)
.

(33)

В (33) выделился большой при γ2 ≈ k2
n диагональный

член Ĩ0nn(γ) = −iγL/(γ2 − k2
n). СЛАУ имеет вид

αm − 2ς

L

∞∑

n=1
n6=m

Amnαn = En,

Em =
2ς

η0L

L∫

0

E(z ) sin(kmz )dz , m = 1, 2, . . . . (34)

В ней матричные элементы Amn безразмерные, коэф-

фициент 2ς/L также безразмерный, а коэффициенты αn

и Em имеют размерность тока (А). Матричные элементы

имеют вид

Amn = − 1

2πk0a

∞∫

0

Ĩmn(γ)J1(κa)

γ
κdκ. (35)

При больших κ имеем

γ ≈ −iκ, J1(κa) ≈
√
2/(κa) sin(κa − π/4),

при m 6= n недиагональные элементы Ĩmn(γ) ∼ 1/γ4, и

интегралы (35) хорошо сходятся. При больших κ также

имеем

Ĩnn = Ĩ0nn(γ) + 2k2
n/(γ

2 − k2
n)

2.

Второй член здесь мал и пропорционален κ−4. В слу-

чае γ2 = k2
n имеем exp(−iγL) = (−1)n, и в (35) по-

лучаем неопределенность 0/0. Раскрывая ее по Ло-

питалю, имеем вклад iknL/(γ2 − k2
n)/2 от второго

слагаемого в (35) при n = m, т. е. в этом слу-

чае Ĩnn = Ĩ0nn(γ)/2. Если же совпадения γ2 = k2
n или

γ2 = k2
m происходят в недиагональном члене, то рас-

крытие неопределенности дает конечный член. Напри-

мер, при γ2 = k2
n это ikmL

[
1 + (−1)m+n

]
/(2k2

n − 2k2
m).

Отдельного рассмотрения требует выделенный элемент
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Ĩ0nn(γ) = −iγL/(γ2 − k2
n). Для него

A0
nn = − iL

2πk0a

∞∫

0

J1(κa)dκ

− iL(k2
0 − k2

n)

2πk0a

∞∫

0

J1(κa)

κ2 + k2
n − k2

0

dκ.

Первый интеграл от функции Бесселя равен 1/a . Обо-

значаем κn =
√

k2
0 − k2

n и представим второй интеграл

так:

1

2κn

∞∫

0

[
J1(κa)

(κ − κn)
− J1(κa)

(κ + κn)

]
dκ.

Если k2
0 < k2

n, то полюса на оси нет, и интегралы

вычисляются. Если k2
0 > k2

n, то в первом интеграле

возникает полюс. Интеграл понимаем в смысле главного

значения, т. е.

1

2κn

∞∫

0

[
J1(κa) − J1(κna)

(κ − κn)
− J1(κa)− J1(κna)

(κ + κn)

]
dκ.

При резонансе κn = 0 или k2
0 = k2

n интеграл логариф-

мически расходится в нуле. Это есть следствие гипер-

сингулярности ядра в (5). При резонансе в случае иде-

альной проводимости решение задачи дается функцией

I(z ) = I0 sin(knz ). При конечном импедансе это не так,

поэтому выход из ситуации состоит в обрезании интегра-

ла. Можно использовать малую отрицательную мнимую

добавку к k2
0, что соответствует введению малой дисси-

пации в среду. Такая добавка подразумевается при опре-

делении функции Грина. Возникающий большой матрич-

ный элемент приводит к решению αn ≈ −LEm/(2ςAnn),
αm ≈ 0, m 6= n. При численном вычислении матричных

элементов можно использовать большой верхний предел

1/a . Отметим, что использование ядра
˜̃K не приводит

к сингулярностям и сразу дает сходящийся результат.

Выделим диагональный член целиком, записав систему

уравнений в виде

αm = em +

∞∑

n=1
n6=m

Bmnαm, m = 1, 2, . . . . (36)

Здесь столбец свободных членов и матричные

элементы имеют вид em = LEm/(L − 2ςAmm),
Bmn = 2ςAmn/(L − 2ςAmm), m 6= n, Bmn = 0. Эту

бесконечную СЛАУ можно обрезать, решая систему с не

очень большим числом неизвестных. Решение получаем

в виде I(z ) = α1 sin(kz ) + α2 sin(2kz ) + α3 sin(3kz ) + . . ..

После обращения конечной системы можно решать

систему итерационно, находя любое необходимое число

членов. Для длинной антенны имеем приближенное

решение αm = Em. Для такой антенны условия на концах

не существенны, а решение следует искать в виде

разложения в интеграл Фурье. Фактически полученное

решение означает I(γ) = η−1
0 ςE(γ).

Гиперсингулярность ядра привела к ряду трудностей

обращения ИУ типа (5). Более удобно ИДУ типа Хар-

рингтона (18). В нем ядра одинаковые и одинаковые

базисные функции разложения тока и его второй про-

изводной. При этом

I ′′(z ) = −
∑

n=1

k2
nαn sin(knz ), I ′(0) = −

∑

n=1

knαn,

I ′(L) =
∑

n=1

(−1)nknαn. (37)

Соотношения (37) для первых производных не явля-

ются дополнительными условиями, поскольку их зна-

чения неизвестны. Удобно использовать спектральное

представление ядра:

K(a, z − z ′) =

∞∫

0

J1(κa) exp(−iγ|z − z ′|)
2πk0aγ

dκ. (38)

С ядром
˜̃K ИДУ имеет вид

I(z ) + ς

L∫

0

˜̃K(a, z − z ′)
[
k2
0I(z

′) + I ′′(z ′)
]
dz ′

= η−1
0 ςE(z ) − ς

[˜̃K(a, z )I ′(0) − ˜̃K(a, z − L)I ′(L)
]
.

Для него имеет место СЛАУ

αm +
2ς

L

∞∑

n=1

Ãmnαn = Em. (39)

Матричные элементы отличаются от (32) более силь-

ной сходимостью:

Ãmn =

∞∫

0

J1(κa)
[
(k2

0 − k2
n)Ĩ

0
nn(γ) + cmn(γ)

]

2πk0aγ
dκ,

cmn(γ) =
⌊
(−1)m exp(−iγL) − 1

⌋⌊
(−1)m+n − 1

⌋
kmkn.

Для диагональных элементов cnn(γ) = 0, для недиа-

гональных элементов и больших κ > kmax имеем

cmn(γ) = 2kmkn, и интеграл с этим коэффициентом име-

ет асимптотику

2kmkn

∞∫

kmax

sin(κa − π/4)

κ3/2
dκ = 2kmkn

cos(kmaxa − π/4)

ak3/2
max

− 3kmkn

∞∫

kmax

cos(κa − π/4)

aκ5/2
dκ.
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СЛАУ (39) также можно разрешить относительно

диагональных членов и решать итерационно.

Итак, использование равномерно распределенной

плотности тока по сечению антенны, как и в случае

поверхностного тока по цилиндру (см. [4–24]), приводит
к сингулярным ИУ и ИДУ. Налагая в поверхностных

ИУ и ИДУ импедансные условия, мы можем описывать

импедансные антенны. Моделирование зависит от спосо-

ба введения поверхностного импеданса. Для ряда таких

уравнений получены частичные обращения, которые мы

здесь не рассматривали. В любом случае обращенная

форма имеет вид (9). С другой стороны, ядро обратного

оператора можно представить в виде

K−1(z , z ′) =
∑

n=1,m=1

K−1
mn sin(knz ) sin(kmz ′). (40)

Коэффициенты разложения K−1
mn получаются, как пра-

вило, итерационно при конкретном алгоритме обраще-

ния. Согласно (9), решение представляется в виде три-

гонометрического ряда, коэффициенты которого пропор-

циональны интегралам от произведения возбуждающего

поля E(z ) и соответствующей базисной функции. Такое

представление удобно для вычисления корреляций.

2. Нити с током в тепловом поле

Нити с током являются хорошей моделью для ряда

объектов, для которых важно дисперсионное взаимодей-

ствие, приводящее к силам Казимира−Лифшица. Пусть

тонкая нить находится в равновесии с вакуумным тепло-

вым полем с планковской плотностью энергии [46]

uP(ω, T ) = ~ω3 f BE(ω, T )/(π2c3),

где f BE(ω, T ) — функция Бозе−Эйнштейна. Будем

обозначать 2′(ω, T ) = ~ω f BE(ω, T ). Компоненты тако-

го поля — случайные функции с нулевыми средни-

ми и ненулевыми корреляциями 〈Eα(ω, T ), Eβ(ω, T )〉 =
= δαβuP(ω, T )π/(3ε0). Мы учли, что полная энергия

поля определяется через интеграл от средней за период

спектральной энергии по положительным частотам с

множителем 2/π (или как интеграл от спектральной

плотности по всем частотам с множителем 1/π). План-

ковская плотность up(ω) определяется так, что интеграл

от нее по положительным частотам равен полной плот-

ности энергии черного тела

U(T ) = π2(kBT )4/
(
15(~c)3

)
= 4σSB T 4/c,

где σSB — постоянная Стефана−Больцмана.

Считая излучение изотропным, следует положить

〈E2
x 〉 = 〈E2

y 〉 = 〈E2
z 〉 = 2〈E2

0 〉, где E2
0 — квадрат

амплитуды. Здесь двойка учитывает тот факт, что

в стоячих волнах теплового поля присутствуют

бегущие воны двух направлений. Отсюда имеем

〈E2
0 〉 = πup/(6ε0) = πη0~ω f BE(ω, T )k2

0/6. Спектральные

корреляции понимаются в смысле работы [46]

как усреднение по ансамблю величины Eα(rE∗
β (r)).

Греческие индексы означают координатные компоненты.

Излучение изотропно. Оно создано огромным числом

источников (атомов, молекул и зарядов тел) со всех

направлений. Такое поле не переносит энергию. Его

можно рассматривать как одинаковые потоки по всем

направлениям, т. е. как систему стоячих волн [46].
Тепловое поле создает на антенне флуктуационный ток

I(s) = η−1
0 K̂−1(s, Ez ) с корреляцией

〈I(s), I(s ′)〉 = η−2
0 〈K̂−1(s, Ez ), K̂−1(s ′, Ez )〉,

где обозначен обратный оператор с ядром

K−1(s, s ′). Погонные потери теплового поля равны

η0ζ
′|I(s)|2/2 = η−1

0 ζ ′|K̂−1(s, Ez )|2/2. Дифракционные

потери теплового поля переходят в колебания зарядов

вещества нити. Указанные колебания являются источ-

ником случайной погонной электродвижущей силы.

Приведенную корреляцию тока сложно использовать

для определения взаимодействия нитей, поскольку необ-

ходимо многократно обращать оператор K̂. Кроме того,

необходимо знать корреляцию для поля. В работе [46]
для нее приведена формула (приводим ее в системе СИ)

〈Ez (z ), Ez (z
′)〉 = η0ζ

′(ω)2(ω, T )δ(z − z ′)/(2π)2.

В ней 2(ω, T ) = kBTβ coth β, β = ~ω/(2kB T ).
Здесь средняя энергия квантовых осцилляторов

2(ω, T ) = ~ω
(
1/2 + f BE(ω, T )

)
содержит вакуумные

нулевые колебания. Эта часть энергии не переносится

тепловым полем как излучение тел, но ее следует учесть

при определении дисперсионных сил. Из формулы (20.5)
работы [53] следует, что для тонких проволочных

металлических антенн имеет место следующая связь

корреляций (приводим в гауссовой системе):

〈Ez (r), Ez (r
′)〉 = 〈Jz (r), Jz (r

′)〉16π2/|ωε(ω)|2

= 4ε′′(ω)2(ω, T )δ(r − r′)/(ω|ε|2).

Эта формула получена на основе флуктуационно-

диссипационной теоремы (ФДТ). В системе СИ

и соответственно. В этих формулах токи и

флуктуационные погонные ЭДС коррелированы,

т. е. они относятся к металлическим (|ε(ω)| ≫ 1)
длинным и тонким проволочным антеннам. Влиянием

концов пренебрегается. Выполняя интегрирование

по поперечному сечению провода в штрихованных и

нештрихованных координатах, считая компоненты не

зависящими от них и учитывая возникающие множители

πa2 в образовании погонных величин, получим

〈Ez (z ), Ez (z ′)〉 = η0ζ (ω)2(ω, T )δ(z − z ′)/π, что говорит

о том, что формула (12.10) в [46] приведена в СИ. В ис-

пользуемой там гауссовой системе она должна иметь

вид 〈Ez (z ), Ez (z ′)〉 = 4ζ (ω)2(ω, T )δ(z − z ′), где ζ (ω) —
погонное сопротивление в [s/cm2]. Тем более, что при

вычислении потока энергии в единичный телесный угол

на стр. 123 в [46] потерян множитель: следует взять
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dJω/do = cR2〈|E|2〉/(8π). Рассмотрим формулы (4.10)
и (13.1) из [46]. Первая с учетом ωε′′ = σ ′ имеет вид

〈Jz (r), Jz (r
′)〉 = σ ′(ω)2(ω, T )δ(r − r′)/(4π2) (в системе

Гаусса). Учитывая связь Jz (r) = σEz (r), видим, что

во второй формуле также потерян множитель 4π,

или же она записана в СИ. Будем рассматривать

корреляции, полученные на основе ФДТ в виде

〈Ez (z ), Ez (z ′)〉 = η0ζ
′(ω)2(ω, T )δ(z − z ′)/π. Нам

удобнее использовать токи. Для длинной антенны

влияние концов на большей ее части отсутствует,

и имеет место локальная связь Ez (z ) = η0ζ I(z )
или I(z ) = η−1

0 ςEz (z ). Это означает, что обратный

оператор почти пропорционален дельта-функции.

В этом случае из последней формулы имеем

〈I(z ), Iz (z ′)〉 = η0ς
′(ω)2(ω, T )δ(z − z ′)/π, как и из

формул (4.10) и (16.4) работ [46,53] соответственно.

Однако вывод на основе ФДТ применим к достаточно

объемным телам (каковыми нити не являются),
как и вывод указанной формулы (4.10) на основе

принципа детального равновесия. Будем считать

〈I(z ), Iz (z ′)〉 = F(ω, T )δ(z − z ′) и получим функцию

F(ω, T ) из принципа детального равновесия с тепловым

полем. Рассмотрим тонкую и длинную линейную

антенну. Ее поле в дальней (волновой) зоне есть

Eθ(r)=
ik0η0 exp(−ik0R) sin(θ)

4πR

l∫

−l

exp
(
ik0s cos(θ)

)
I(s)ds,

Hϕ(r)=
ik0 exp(−ik0R) sin(θ)

4πR

l∫

−l

exp
(
ik0s

′ cos(θ)
)
I(s ′)ds ′,

Образуя радиальную часть вектора Пойнтинга, имеем

Sr(r)=
Re
(
Eθ(r)H∗

ϕ(r)
)

2
=
η0 sin

2(θ)

2(4πR)2

l∫

−l

l∫

−l

exp
(
ik0(s−s ′)

× cos(θ)
)
〈I(s), I(s ′)〉ds ′ds .

Использование корреляции 〈I(s), I(s ′)〉 ≈ F(ω, T ) ×
×δ(s − s ′) и интегрирования с дельта-функцией поз-

воляет явно вычислить Sr (r). Поэтому полная излу-

ченная через сферу большого радиуса мощность равна

P = 2l p = η0F(ω, T )k2
0l/(12π). Поскольку

Sr(r) =
η0F(ω, T )k2

0l
(4πR)2

sin2(θ),

излученная через сферу большого радиуса полная мощ-

ность будет

P =
η0F(ω, T )k2

0l
12π

,

а погонная излученная мощность p = η0F(ω, T ) ×
×k2

0/(24π). Погонная мощность потерь плоской волны

теплового поля, падающей под углом θ в интервале

углов dθdϕ и поляризованной в плоскости падения,

есть dQ = η20ς
′〈E2

0 〉 sin2(θ)L/2. Здесь мы ввели ампли-

туду теплового поля, отнесенную к единице телесного

угла, и проинтегрировали по длине. Интегрирование по

углам θ и ϕ дает Q = 4πη−1
0 ς ′〈E2

0 〉l/3. Поляризация

нормалью к плоскости падения означает, что вектор

электрического поля лежит в плоскости (x , y), т. е. волна
движется вдоль нити. Такие волны с ней не взаимодей-

ствуют, но мы их учли при интегрировании. Поскольку

〈E2
0 〉 = uPπ/(3ε0) = η02

′k2
0/(3π), то Q = 4ς ′2′k2

0l/9 с

погонными потерями q = 2ς ′2′k2
0/9. Приравнивая мощ-

ности, получаем F(ω, T ) = (16π/3)η−1
0 ς ′(ω)2(ω, T ).

Далее получим аналогичную формулу для бесконечно

длинной нити.

Отсутствие диссипации означает отсутствие диспер-

сионных сил и отсутствие собственного излучения нити.

Такая (например, идеально проводящая) нить изотропно
рассеивает падающее на нее со всех сторон тепловое

поле. Для идеально проводящего или непоглощающе-

го тела не имеет смысла понятие температуры: оно

не обменивается теплом с окружающей средой. Это

идеализация, реально таких тел нет, но в идеале два

таких тела могут дисперсионно взаимодействовать за

счет анизотропного отражения теплового поля или за

счет изменения граничных условий для вакуумных флук-

туаций [54–61]. Тонкие нити взаимодействуют только

за счет диссипации, поскольку не имеют поверхности,

за счет которой могут изменяться граничные условия.

Идея определения дисперсионного взаимодействия тел

состоит в исключении из рассмотрения теплового по-

ля и в замене его в уравнениях Максвелла эквива-

лентными флуктуационными источниками, определен-

ными через корреляции [58]. Будем определять корре-

ляции тока в координатном представлении функцией

F(ω, T ). Тогда, в силу локальной связи тока и ЭДС,

получим 〈Ez (z ), Ez (z ′)〉 = F̃(ω, T )δ(z − z ′). Поскольку

ζ ′(ω) = ς ′|ζ |2, в функцию F̃ = η20 |ζ |2F для поля входит

величина η0ζ
′(ω). Для преобразованных по Фурье ком-

понент имеем соотношение 〈I(γ), I(γ ′)〉 = F(ω, T, γ, γ ′),
где F(ω, T, γ, γ ′) = 2lF(ω, T ) sin

(
(γ − γ ′)l

)
/
(
(γ − γ ′)l

)
.

Очевидно, в пределе бесконечных нитей получаем

F(ω, T, γ, γ ′) = 2πF(ω, T )δ(γ − γ ′). Это соотношение

позволяет применять спектральный подход для длин-

ных нитей с учетом конечной длины без обращения

оператора.

Рассмотрим бесконечную нить. Спектральные по-

гонные потери теплового поля на единицу длины

на ней q(ω) = η0ζ
′〈|I(s)|2〉/2 = η−1

0 ς ′〈|Ez (s)|2〉/2 или

q(ω) = ς ′uP/(3η0ε0) = ς (ω)2′(ω, T )k2
0/(3π

2). Здесь 2′

(со штрихом) означает исключение нулевых колеба-

ний, при этом мы взяли в качестве плотности энер-

гии взаимодействия треть плотности энергии теп-

лового поля, поскольку только одна из трех ком-

понент поля взаимодействует с нитью. Как видно,

q(ω) имеет размерность J/m. После интегрирования

по частоте получается размерность W/m. Положим

〈I(γ), I(γ ′)〉 = 2πF(ω, T )δ(γ − γ ′) и вычислим поток
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вектора Пойнтинга в дальней зоне. Нам потребуются

представления полей. Поле тонкой проводящей нити

приведено в монографии [48] и дается формулами (2.85),
(2.86), которые имеют вид:

Hϕ(ω, γ, r) =
I0κ
4i

exp(−iγz )H(2)
1 (κρ), (41)

Eρ = γHϕ(ωε0), Ez = (ρωε0)
−1∂ρ(ρHϕ),

Hρ = Hz = 0, Eϕ = 0, κ = −
√
γ2 − k2

0.

Здесь γ = kz — заданная величина, бесконечно

длинная и бесконечно тонкая нить расположена

в начале координат вдоль оси z . По ней течет

линейный ток Iz (ω, γ, z ) = I0(ω, γ) exp
(
i(ωt − γz )

)
.

Вектор-потенциал нити удовлетворяет уравнению

(∇2 + k2
0)Az (ω, r) = −I0δ(x)δ(y), т. е. является, по

сути, с точностью до I0 exp(−iγz ), двумерной

ФГ Az (ω, r) = (4i)−1I0 exp(−iγz )H2
0(κρ) (см. [48],

формула (2.14б)). Для учета внутренней структуры

нити введем ее радиус a и плотность тока с одной

компонентой Jz (r) = I0(z ) внутри ρ ≤ a . Индекс z и

частоту будем опускать. Рассмотренная зависимость Iz

представляет собой монохроматическую волну тока

с заданной длиной волны. Для того чтобы получить

произвольное распределение тока, следует взять

суперпозицию

Iz (ω, z ) =
1

2π

∞∫

−∞

I0(ω, γ) exp(−iγz )dγ.

Взяв обратное преобразование (являющееся прямым

спектральным преобразованием)

Iz (ω, kz ) =

l∫

−l

I0(ω, z ) exp(ikz z )dz .

получаем пространственно-частотный спектр

Iz (ω, kz ) = I0(ω, γ). Если опустить множитель

(2π)−3 exp(−iγz ), компоненты полей будут записаны

для пространственно-частотных спектральных амплитуд.

Для восстановления временных зависимостей также

следует интегрировать по частоте с множителем

(2π)−1 exp(iωt). Во втором интеграле для общего

случая мы взяли конечную длину 2l, но сейчас полагаем

l → ∞. Вектор-потенциал такой нити имеет вид

A = z0Az (ω, r) =
1

8πi

l∫

−l

∞∫

−∞

exp
(
−iγ(z − z ′)

)

× H(2)
0 (κρ)I(z ′)dγdz ′.

Вычисляем компоненту вектора Пойнтинга в дальней

зоне, т. е. используя асимптотические формулы для функ-

ций Ганкеля:

Sρ(ω, r) = −Re(Ez H∗
ϕ)/2 = η0F(ω, T )k2

0/(24π
2ρ).

Здесь в четырехкратном интеграле мы использова-

ли корреляцию, проинтегрировали с дельта-функцией

δ(z − z ′), проинтегрировали по координате z , в резуль-

тате чего возникла дельта-функция 2πδ(γ − γ ′), а затем

проинтегрировали с ней по γ ′. Окончательно остался

однократный интеграл по γ . В нем учтен вклад только

области γ2 ≤ k2
0, поскольку для эванесцентных волн

величина κ∗H(2)
0 (κρ)H(2)∗

1 (κρ) = |κ|4K0(|κ|ρ)K1(|κ|ρ)π2 в

дальней зоне имеет порядок exp(−|κ|ρ)/π, т. е. экспо-

ненциально мала (эванесцентные моды не излучаются).
Умножив результат на 2πρ, найдем погонную мощность

излучения нити: η0F(ω, T )k2
0/12π. Приравняв ее по-

терям, получим F ′(ω, T ) = 8πη−1
0 ς ′(ω)2′(ω, T )/3. Для

учета дисперсионных сил штрих следует опустить. Мы

получили результат в два раза меньший, чем в первом

случае, при этом погонные потери взяты одинаковыми,

а погонная мощность излучения для длинной нити

оказалась в два раза больше. Длинная нить создает

равномерное излучение в виде цилиндрической волны,

тогда как излучение нити конечного размера в дальней

зоне есть излучение диполя с максимумом в экватори-

альной плоскости, чем и объясняется различие.

Итак, для длинной нити будем использовать

результат F(ω, T ) = 8πη−1
0 ς ′(ω)2(ω, T )/3. При

учете длины используем преобразование Фурье и

функцию F(ω, T, γ, γ ′) = 2lF(ω, T )sinx
(
(γ − γ ′)l

)
,

где sinx(x) = sin(x)/x . В этом случае появляется

дополнительный спектральный интеграл по γ ′. Далее

все результаты будем представлять через функцию F ,

т. е. при использовании других корреляций следует ее

просто заменить. Отметим, что нулевые колебания не

входят в излученную мощность, и при ее вычислении

следует заменять 2(ω, T ) → ~ω f BE(ω, T ). Считая

компоненту поля Ez (z ) дельта-коррелированной и

образуя для конечной антенны корреляцию 〈I(s), I(s ′)〉,
видим, что она пропорциональна интегралу

l∫

−l

K̂−1(s, s ′′)K̂−1(s ′, s ′′)ds ′′,

т. е. для конечной антенны токи не коррелированы.

По-другому это можно записать так:

〈I(s), I(s ′)〉 = F̃(ω, T )L
∑

n,n′

sin
(
kn(s + l)

)

× sin
(
kn′(s

′ + l)
)∑

m

K−1
nm K−1∗

n′m .

Здесь тильдой обозначена функция корреляции поля.

Однако в пределе больших длин одинарная сумма стано-

вится пропорциональной δnn′ , двойная сумма исчезает, и

возникает дельта-функция.

Рассмотрим еще вторую точно такую же нить в точке

ρ = d, ϕ = 0. Известно, что при синфазном токе нити

притягиваются, а при противофазном — отталкиваются

(закон Ампера). Но закон Ампера формулируется для
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постоянного тока. Для последнего ω = 0, γ = 0. Запаз-

дывание в формулах типа (41) выражается в наличии

функций Ганкеля второго рода. Эти формулы также

можно применить для расчета взаимодействия за счет

силы Лоренца, включая и ее электрическую часть. Как

известно, магнитная сила Лоренца есть фундаменталь-

ное следствие закона сохранения импульса, следующего

из уравнений Максвелла [62]. Мы их запишем в форме

∇×H− ik0η
−1
0 E = J01 + J02 + Jd

1 + Jd
2,

∇× E + ik0η0H = 0. (42)

В эти общие уравнения мы ввели в качестве источ-

ников плотности флуктуационных J0n и дифракционных

(поляризационных) Jd
n токов в вакууме. Для тонких ни-

тей берем одну z -компоненту. Плотности токов поляри-

зации Jd
n(ω, r) = iωε0

(
ε(ω, r) − 1

)
z0Ez (ω, r) описывают

тела, определяемые их ДП. Плотности токов взяты в

виде J0,dn (r) = z0I0,dn (z )δ(ρ − ρ′)δ(ϕ)/ρn, ρ1 = 0, ρ2 = d .
Раскрытие неопределенности для нити в начале коор-

динат при ρ1 = 0 дано в [48] (формула (2.81)). I0,dn —

линейные токи, текущие по осям нитей. Дифракционные

плотности токов наводятся за счет полей флуктуацион-

ных плотностей и погонных проводимостей нитей.

Закон сохранения импульса для монохроматических

уравнений (42), как известно, получается следующим

образом. Умножим первое уравнение справа векторно

на µ0H
∗, а второе — векторно на ε0E

∗ и сложим.

Затем проделаем то же с сопряженными уравнени-

ями и несопряженными полями. Результат разделим

на четыре. Обозначим F
p
mLn = µ0(J

p
n ×H∗ + J

p∗
n ×H)/4,

F
p
mLn = µ0(J

0
n ×H∗ + J0∗n ×H)/4 . Это усредненные за пе-

риод объемные плотности силы Лоренца, действующие

на тела, и плотности силы отдачи от флуктуаций, также

действующие на тела. Результат можно записать так [62]:

−∇ · T̂ (ω, r) = F
p
mL1(ω, r) + F

p
mL2(ω, r) + F0

mL1(ω, r)

+ F0
mL2(ω, r).

(43)
Здесь T̂ (ω, r) — трехмерная часть спектрального

тензора энергии-импульса (ТЭИ) в вакууме, обратная

тензору натяжений Максвелла (ТНМ). Закон сохранения

говорит о том, что плотность потока импульса в вакууме

определяется плотностью сил Лоренца, действующих

на тела, поскольку как флуктуационные токи, так и

поляризации определяются движениями зарядов тела.

Поток импульса через окружающую тела бесконеч-

но удаленную поверхность противоположен изменению

полного импульса тел. Если поток нулевой, суммар-

ный импульс тел не меняется, что характерно для

нитей, занимающих бесконечно малую часть удален-

ной поверхности. Окружив тела такой поверхностью,

исключим объем первого тела, и проинтегрируем (43)
по оставшемуся объему. Если поток импульса через

бесконечно удаленную поверхность равен нулю, то

результат гласит: полный передаваемый первому телу

импульс равен по величине и противоположен импульсу

отдачи второго тела. В этом случае уравнение (43)
говорит об эквивалентности введения дисперсионных

сил с использованием ТНМ и магнитной силы Лоренца.

Обычно при выводе дисперсионных сил рассматривают

ТНМ, созданный обоими телами [58], и определяют силу

через ТНМ. Однако для тонких нитей наиболее просто

дисперсионные силы ввести на основе электрической и

магнитной частей силы Лоренца, что и сделано далее.

Левая нить имеет линейный заряд, на который дей-

ствует компонента E2x второй нити, создавая погонную

силу в виде

Re(τ 0
1 E∗

2x + τ d
1 E∗

2x)/2 = −Re(τ 0
1 E∗

2ρ + τ d
1 E∗

2ρ)/2,

а также линейный ток, на который действует ком-

понента H2y второй нити, создавая погонную си-

лу — µ0(I01H∗
2y + Id

1H∗
2y)/2 = µ0(I01H

∗
2ϕ + Id

1H∗
2ϕ)/2. Со-

гласно приведенным формулам, поле второй нити рас-

считывается в ее локальной системе координат, смещен-

ной на d . Поэтому в области первой нити надо взять в

качестве аргументов у функций Ганкеля κd . Кроме того,

компонента E2x = E2p cos(ϕ
′) = −E2p в этой системе

координат направлена от второй нити к первой, т. е. в

отрицательную сторону оси x . Поэтому для определения

притягивающей силы (направленной в положительном

направлении x) в формуле взят знак минус. Магнитное

поле второй нити направлено в области первой в отри-

цательную сторону оси y, поэтому при образовании век-

торного произведения взят плюс: H2y = −H2ϕ . Формула

для спектральной силы вдоль оси x для первой (левой)
нити гласит:

f 1x(ω, d, l) =

l∫

−l

(
f m
1x(ω, d, z ) − f e

1x(ω, d, z )
)
dz , (44)

f m
1x (ω, d, z ) = µ0Re〈I01(z ) + Id

1(z ), H0
2ϕ(z ) + Hd

2ϕ(z )〉/2,

f e
1x (ω, d, z ) = Re〈τ 0

1 (z ) + τ d
1 (z ), E0

2p(z ) + Ed
2p(z )〉/2.

В ней использованы координатные функции, взятые на

первой нити. Как будет показано, для бесконечных нитей

зависимости от координаты z нет, и формула (44) тогда

дала бы бесконечность. В этом случае интегрировать не

нужно, и подынтегральное выражение в (44), обозначен-
ное как f 1x (ω, d), определяет погонную силу. Из восьми

корреляций две корреляции в этой формуле вычислять

не надо, поскольку 〈I01(z ), H0
2y(z )〉 = 0, 〈τ 0

1 (z ), E0
2x(z )〉.

Остальные следует определить. Полная погонная сила

есть

f 1(d) =
1

2π

∞∫

−∞

f 1x(ω, d)dω =
1

π

∞∫

0

f 1x(ω, d)dω. (45)

Электрическая часть плотности силы Лоренца опре-

деляет диполь-дипольное взаимодействие и не изменяет

общий импульс тел. Учет запаздывания осуществляется
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посредством взаимодействия зарядов с электрическим

полем, при этом возможен скрытый импульс, заключен-

ный в поле.

Для определения корреляций запишем условие

Ez (r) = η0ζ
−1
1 Id

1(z ) в области первой нити и такое

же условие Ez (r) = η0ζ
−1
2 Id

2(z ) в области второй ни-

ти. В них следует взять компоненту полного поля,

для которой Ez (r) = Ez (z ). Здесь мы считаем ради-

усы нитей разными, т. е. ςn = i(ε − 1)k0an, и далее

обозначаем ε − 1 = χ . Берем фурье-преобразования и

переходим к пространственно-спектральным величинам

I0,dn = I0,dn (ω, γ):

Id
1 = − iχπ

4
a2
1(k

2
0 − γ2)

{
(I01 + Id

1)H
(2)
0 (κρ1)

+ (I02 + Id
2)H

(2)
0 (κd)

}
, (46)

Id
2 = − iχπ

4
a2
2(k

2
0 − γ2)

{
(I02 + Id

2)H
(2)
0 (κρ2)

+ (I01 + Id
1)H

(2)
0 (κd)

}
. (47)

В этих соотношениях надо положить ρ1 = 0 и ρ2 = 0.

Но функция Ганкеля H(2)
0 имеет в нуле логарифмическую

особенность. В (46) и (47) она связана с самодействием,

поскольку первые расходящиеся члены не зависят от

расстояния и определяют действие нитей на себя. Мы

удаляем эти члены и определяем регуляризированные

компоненты в виде:

Ĩd
1(γ) = d01(γ)

(
I02(γ) + Id

2(γ)
)
, (48)

Ĩd
2(γ) = d02(γ)

(
I01(γ) + Id

1(γ)
)
, (49)

где d0n(γ) = −iχπa2
nκ

2H(2)
0 (κd)/4. В наших обозначени-

ях

Ĩd
1(γ) =

d01d02I01(γ) + d01I02(γ)
1− d01d02

= α(γ)I01(γ) + β1(γ)I
0
2(γ),

Ĩd
2(γ) =

d01d02I02(γ) + d02I01(γ)
1− d01d02

= α(γ)I02(γ) + β2(γ)I
0
1(γ),

α(γ) = d01(γ)d02(γ)/
(
1− d01(γ)d02(γ)

)
,

β1(γ) = d01(γ)/
(
1− d01(γ)d02(γ)

)
,

β2(γ) = d02(γ)/
(
1− d01(γ)d02(γ)

)
,

〈
I(0)
1 (γ), Ĩ(d)

2 (γ ′)
〉

= a2
1β

(∗)
2 (γ)F(ω, T, γ, γ ′),

〈
Ĩ(d)
1 (γ), I(0)

2 (γ ′),
〉

= a2
2β1(γ)F(ω, T, γ, γ ′),

〈
Ĩ(d)
1 (γ), Ĩ(d)

2 (γ ′)
〉

=
(
a2
1α(γ)β

(∗)
2 (γ)

+ a2
2α

∗(γ)β1(γ)
)
F(ω, T, γ, γ ′). (50)

Заметим, что для исключения расходимости можно

было бы усреднить по сечению. Однако указанные члены

все равно следует исключить. Окончательный результат

будет зависеть от модели нити. Для одинаковых ме-

таллических проволочек следует использовать корреля-

ции (50), при этом d01 = d02 = d0 = iχπ(κa)2H(2)
0 (κd)/4.

Для модели линейного тока J̃0,d
n (γ) = Ĩ0,dn (γ)/(πa2

n).
Для одинаковых УНТ с радиусом a вводим поверх-

ностную проводимость [59]. В результате получим

d0 = 2iξπa(k2
0 − γ2)H(2)

0 (κd)/k0. Для УНТ разных ра-

диусов в окончательные формулы для силы вместо

квадрата a2 войдет произведение a1a2.

Рассмотрим результат для двух металлических нитей.

Корреляции следует преобразовать к спектральным ве-

личинам, например,

〈Id
1(z ),H0

2ϕ(z )〉 =
1

(2π)2

∞∫

−∞

∞∫

−∞

〈Id
1(γ),H0

2ϕ(γ
′)〉

× exp
(
i(γ ′ − γ)z

)
dγdγ ′.

Они определяют погонную силу. Если нити конечной

длины следует проинтегрировать по их длине, используя

соотношения (50), тогда вклад 〈Id
1(z ), H0

2ϕ(z )〉 в полную

силу есть

µ0a2
2

32π2
Re

∞∫

−∞

∞∫

−∞

iβ1(γ)F(ω, T, γ, γ ′, l)
(
κ′H(2)

1 (κ′d)
)∗

dγdγ ′.

В этой формуле κ′ = −i
√
γ ′2 − k2

0. Если же нити

бесконечные, то интегрирование с дельта-функцией в

F(ω, T, γ, γ ′, l) = 2πF(ω, T )δ(γ ′ − γ) приводит к неза-

висимости результата от z . В этом случае интегрировать

по z не надо, и вклад в погонную силу есть

µ0a2
2F(ω, T )

16π2
Re

∞∫

−∞

iβ1(γ)
(
κH(2)

1 (κd)
)∗

dγ.

Обозначим возникающие из-за корреляций (50) функции

801(κ, d) =
χ(ω)κ2H(2)

0 (κd)
(
κH(2)

1 (κd)
)∗

16 + π2χ2(ω)
(
κ2a1a2H

(2)
0 (κd)

)2 , (51)

811(κ, d) =
2π2|χκ2a1a2H

(2)
0 (κd)|2

∣∣∣16 + π2
(
χκ2a1a2H

(2)
0 (κd)

)2∣∣∣
2

× Re
(
iχκ2H(2)

0 (κd)
)
Re
(
iκH(2)

1 (κ)
)
. (52)

C использованием введенных обозначений рассмот-

ренный вклад равен

µ0a2
1a

2
2F(ω, T )

2π
Re

∞∫

−∞

801(κ, d)dγ. (53)

Здесь мы воспользовались четностью по γ и преоб-

разовали интеграл к положительной области. Следует
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взять реальную часть (53). Это можно сделать и после

окончательных вычислений. Нетрудно видеть, что корре-

ляция 〈I01,Hd
2ϕ〉 комплексно сопряжена с (53), поэтому

вклад обеих корреляций приводит к удвоению резуль-

тата (53). Корреляцию 〈Id
1,Hd

2ϕ〉 в дальней зоне можно

не вычислять, поскольку она более сильно убывает по

сравнению с (53). Это обусловлено тем, что для полу-

чения наведенных токов и полей флуктуационные поля

должны рассеяться, т. е. получить, согласно последнему

соотношению (50), более сильно убывающий член с

функцией (52). При малых радиусах он мал. Если же его

также учесть, то получим для спектральной плотности

магнитной силы

f m
1x (ω, d) =

µ0a2
1a

2
2F(ω, T )

π
Re

∞∫

0

[
801(κ, d)811(κ, d)

]
dγ.

(54)
Рассмотрим электрическую силу. Имеем корреляцию

〈τ d
1 (z ), E0

2p(z )〉 =
1

(2π)2ω

∞∫

−∞

∞∫

−∞

〈Id
1(γ), E0

2p〉

× exp
(
i(γ ′ − γ)z

)
γdγdγ ′.

Видим, что интеграл отличается от (54) множителем

γ2/(ε0c2k2
0) = µ0γ

2/k2
0. Поэтому результат для общей

силы отличается от магнитного вклада множителем

(1− γ2/k2
0) под интегралом по γ , т. е. полная спектраль-

ная плотность силы есть

f 1x(ω, d) =
µ0a2

1a
2
2F(ω, T )

πk2
0

Re

∞∫

0

[
801(κ, d)

+ 811(κ, d)
]
κ2dγ. (55)

Для полной погонной силы следует интегрировать (55)
по частоте. Ввиду сложности вычислений перейдем к

суммированию по Мацубаре, введя мнимые частоты

ωm = i̟m = 2πimkB T/~ и k̃m = ̟m/c :

f 1x (d) =
kBTa2

1a
2
2

6c

∞∑

m=0

(
1− 1

2
δm0

)
Emχm

k̃m

×
∞∫

0

[
8̃01(qm, d) + 8̃11(qm, d)

]
q5

mdγ. (56)

Здесь χm=χ(i̟m), Em=i̟mε
′′(i̟m), qm=

√
k̃2

m + γ2 —

действительные на мнимой оси значения, а входящие

в (56) функции тоже действительные. Приближенные

вычисления интегралов в (56) приводят к быстро схо-

дящемуся ряду по частотам Мацубары:

f 1x(d) ≈
kBTπ1/2a2

1a
2
2ω

4
pωc

24cd3/2

∞∑

m=1

k̃5/2
m exp(−2k̃md)

(̟m − ωc)2(̟m + ωc)2

×
(
1 +

11

4(k̃md
+ . . .

)
.

Этот ряд получен, когда для всех частот k̃md > 1.

Однако такое суммирование требует обоснования, по-

скольку χ и ε′′ имеют полюса. Обозначая интеграл (55)
как −Im

(
ωε(ω)Re9(ω)

)
и переходя к мнимой частоте,

получаем действительную функцию 9(i̟) и полюс у

функции ωε(ω) типа (̟ + ωc)
−1 в нижней полуплоско-

сти в случае металлической нити. При интегрировании

по верхней мнимой оси его учитывать не нужно, т. е.

не нужно добавлять полувычет в точке ωc . В случае

диэлектрической нити, описываемой формулой Лорен-

ца (1) без члена Друде и со многими резонансными

частотами, имеющими весьма узкие спектральные ли-

нии, приближенное интегрирование по частоте можно

выполнить, учитывая, что вблизи спектральных линии

величина ε′′(ω) близка к дельта-функциям, а вне их

равна нулю. Действительно, при αm = ωm/(2ωmr ) ≪ 1

из (1) имеем

ε′′(ω) ≈
M∑

m=1

ω2
mP

2ωmr

αm

(ω − ωmr )2 + ω2α2
m

≈
M∑

m=1

ω2
mP

2πωmr
δ(ω − ω′

mr).

Мы учли, что при конечной ширине линий

максимумы ε′′(ω) достигаются на частотах

ω′
mr = ωmr/(1 + α2

m) ≈ ωmr − ω2
mc/ωmr . Возникает сумма

по частотам ω′
mr , при этом восприимчивость следует

взять в виде двойной суммы

χ(ω′
mr) =

M∑

n=1

ω2
mP

2ωnr

(ωnr − ω′
mr)

(ωnr − ω′
mr )

2 + ω2
nc/(2ωmr )

.

Если при этом расстояние d достаточно большое, так

что для всех частот ω′
mr d/c > 1, то возникающие инте-

гралы можно оценить аналитически.

3. Аналитические оценки
дисперсионной силы

Интеграл в (44) следует вычислять численно, но

в дальней зоне при нулевой температуре его мож-

но оценить аналитически. Его следует оценивать, раз-

бив на два по областям 0 < γ < k0 и k0 < γ < ∞:

I(ω, d) = I1(ω, d) + I2(ω, d). В первой области величи-

на κ =
√

k2
0 − γ2 действительная, и при больших d в

знаменателях функций 801 и 811 присутствуют быстро

осциллирующие члены. Если ими пренебречь, то полу-

чим

801(κ, d) = χ(ω)κ3H(2)
0 (κd)H(2)∗

1 (κd)/16,

811(κ, d) = π2(a1a2)
2κ7|χH(2)

0 (κd)|2Re
(
iχH(2)

0 (κd)
)

× Re
(
iH(2)

1 (κd)
)
/128.
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Поскольку H(2)
n (κd) = Jn(κd) − iNn(κd), легко

найти реальные части этих функций и их

асимптотические значения. Во второй области

величина κ = −
√
γ2 − k2

0 = −iq мнимая, для

функций Ганкеля мнимого аргумента имеем

H(2)
0 (−iq) = (2i/π)K0(q), H(2)

1 (−iq) = −(2/π)K1(q),
и в этом случае 801(κ, d) = χ(ω)q3K0(q)/π2,

Re801(κ, d) = χ′(ω)q3K0(q)K1(q)/π2, 811(κ, d) = 0.

Для малых радиусов мы положим 811(κ, d) ≈ 0. Далее

будет использовать разложения при малых и при

больших аргументах цилиндрических функций. Для

этого частотную область также следует разделить на

две, т. е. взять интеграл (45) в виде

f 1(d) =
c
πd

l∫

0

f 1x (ω, d)dw +
c
πd

∞∫

1

f 1x (ω, d)dw. (57)

Здесь введена безразмерная частота w = k0d . Со-

ответственно в функции надо подставлять ω = cw/d .
Составляющие I(ω, d) интегралы имеют реальные части

Re
(
I1(k0d)

)
=

1

d6

k0d∫

0

χ′(ω)Hr (u) + ε′′(ω)Hi (u)√
k2
0d

2 − u2

u6du,

(58)

Re
(
I2(ω, d)

)
= −4χ′(ω)

π2d6

∞∫

k0d

K0(u)K1(u)√
u2 − k2

0d
2

u6du, (59)

где

Hr(u) = J0(u)J1(u) + N0(u)N1(u),

Hi(u) = J0(u)N1(u) − J1(u)N0(u).

При аргументах u, близких к нулю, вклад в инте-

грал (58) мал. Основной вклад в оба интеграла вно-

сят области u ≈ k0d . При k0d < 1 аргумент u мень-

ше единицы, и основной вклад в (58) дает разложе-

ние χ′Hr(u) ≈ N0(u)N1(u) ≈ −χ′(2/π)2 ln(γ0u/2). Здесь

γ0 = 1.781 — постоянная Эйлера. Для вычисления ин-

теграла (58) используем формулу 2.6.5.1 из [63]

a∫

0

lnm(u)√
a2 − u2

undu =
1

2a
∂m

a

[
an+1B

(
1

2
,

a
2

)]

при a = k0d, m = 1, 2 и n = 5, 6. Получаем вклад от

интеграла в виде

Re I1(ω, d) = −4χ′(k0d)3

π2d6

×
(
5 +

8

15
(k0d)2 ln

(γ0
2

)
+ O

(
(k0d)2

)
)
. (60)

Здесь мы воспользовались тем, что при k0d ≪ 1

приближенно выполнено B(1/2, a/2) ≈ 2/a ,
∂aB(1/2, a/2) ≈ −2/a2. При малых k0d интеграл (59)

следует оценивать в областях k0d < u < 1 и 1 < u < ∞.

Интеграл в первой области есть

1∫

k0d

K0(u)K1(u)√
u2 − k2

0d2

u6du ≈ −
1∫

k0d

ln(γ0u/2)√
u2 − k2

0d
2

u5du.

Интеграл вычисляем путем разложения корня в ряд.

Интеграл по второй области

∞∫

1

K0(u)K1(u)√
u2 − k2

0d2

u6du

вычисляем также методом разложения в ряд, что

дает π[169/144 + 5k2
0d

2/16 + O(k2
0d2)]. Обозначая

IR(ω, d) = Re I(ω, d), окончательно имеем

IR(ω, d) =
χ′(ω)

d6

[
3.69 +

(
5π

16
− 1

18
ln
(γ0
2

))
(k0d)2

− 20(k0d)3

π2
− 32(k0d)5

15π2
ln
(γ0
2

)
+ . . .

]
. (61)

При k0d > 1 интеграл (58) также разбиваем на две

области. В первой используем разложение при малых

значениях аргументов, что дает вклад

4χ′(ω)

π2d6k0d
ln
(γ0
2

)( 1

36
+

1

128(k0d)2
− 3

800(k0d)4
+ . . .

)
.

Оставшиеся интегралы вычисляем с использованием

асимптотических формул для больших аргументов. Ре-

зультат для интеграла (58) по двум областям имеет вид

2ε′′(ω)

πd6

(
8(k0d)5

15
− 1

k0d

(
1

6
+

1

16k2
0d2

))

≈ 16ε′′(ω)(k0d)5

15πd6
.

Для интеграла (59) при больших аргументах имеем

разложение

Re
(
I2(ω, d)

)
=−2χ′(ω)

πd6

∞∫

k0d

exp(−2u)
u5 − u4/4 + . . .√

u2 − k2
0d

2

du.

Используем табличный интеграл [63]

∞∫

a

un+1 exp(−pu)√
u2 − a2

du = (−1)na∂nK1(a p),

что приводит к результату

Re
(
I2(ω, d)

)
= − 2χ′(ω)

πd6

[
a∂4ρK1(a p)

− a∂3ρK1(a p)/4 + . . .
]
.
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В нем надо положить a = k0d, p = 2. При

больших аргументах K1(a p) =
√
π/(2a p) ×

× exp(−a p)[1+ 3/(8a p) + . . .]. Максимальный вклад

дает дифференцирование экспоненты. Отбрасывая

остальные производные, получаем

Re
(
I2(ω, d)

)
≈ −

√
πχ′(ω)(k0d)9/2

πd6
exp(−2k0d).

При больших k0d окончательно имеем

IR(ω, d) = d−6

[
16ε′′(ω)(k0d)5

15π
− χ′(ω)(k0d)9/2√

π

× exp(−2k0d) +
χ′(ω)

9π2d6k0d
ln
(γ0
2

)
+ . . .

]
. (62)

Итак, вычисление пространственно-спектральных ин-

тегралов в дальней зоне дает результат в виде рядов

по переменной w = k0d — нормированной частоте,

в которые входит ДП или проводимость. Дальнейшее

исследование связано с моделью ДП нитей. Одночлен-

ная формула модели Лоренца в нормированной частоте

гласит:

ε′′(w) = −
ω2

pωccd3w
(
ω2

r d2 − (wc)2
)2

+ (wcωcd)2
,

χ′(w) = −
ω2

pd2
(
ω2

r d2 − (wc)2
)

(
d2ω2

r − (wc)2
)2

+ (wcωcd)2
.

Для модели Друде надо просто положить ω2
r = 0.

В формуле для бесконечных металлических нитей

следует использовать формулу Друде−Смита, или же

можно добавить к формуле Друде терм Лоренца с

малой резонансной частотой ω0 = cπ/l, характеризу-

ющий тот факт, что электрон в конечной нити не

является до конца свободным (не может уйти на

бесконечность), а ток должен удовлетворять нулевым

условиям на границе. Это позволяет избежать полюса

на нулевой частоте и расходимости в нуле. Исполь-

зование функции F(ω, T, γ, γ ′) или обращение опера-

тора для конечной нити не приводит к такой рас-

ходимости. Окончательная формула для силы требует

частотного интегрирования. Для T = 0 выполним его

приближенно аналитически, используя нормированную

частоту. В формуле (61) учтем три члена и запишем

ее в виде IR(w, d) = d−6χ′(w)⌊α0 + α2w
2 + α3w

3⌋. Ее

следует подставлять в первый интеграл (57). В фор-

муле (62) учтем два члена и запишем ее в виде

IR(ω, d) = d−6
(
β1χ

′(w)w9/2 exp(−2w) + β2ε
′′(w)w5

)
. Ее

подставляем во второй интеграл. Тогда полную погон-

ную силу можно представить в виде

f 1(d) ≈ ca2
1a

2
2~

12πd7

[
Ĩ1(d) + Ĩ2(d)

]
, (63)

Ĩ1(d) =

1∫

0

ε′′(w)χ′(w)(α0 + α2w
2 + α3w

3)dw, (64)

Ĩ2(d) =

wmax∫

1

(
β1ε

′′(w)χ′(w)w9/2 exp(−2w)

+ β2ε
′′2(w)(w)w5

)
dw. (65)

Приведенные интегралы в ряде случаев мож-

но вычислить приближенно. Так, пусть для ди-

электрических нитей в одночленной формуле Ло-

ренца выполнено ω2
r d2 ≫ c2 и ω2

r d ≫ cωc . Тогда

ε′′(w) = (ω2
pωc/ω

4
r )(c/d)w, χ′(w) = ω2

p/ω
2
r , и первый

интеграл равен

Ĩ1(d) =
cω4

pωc

ω4
r d

(α0/2 + α2/4 + α3/5).

Для более сложных случаев можно разбивать

интеграл на подобласти и в каждой использовать

разложение компонент ДП в ряд. Для металлических

нитей основной вклад дает интеграл (64). При

этом результат сильно зависит от того, ωcd > c
или ωcd < c , т. е. от потерь. Наиболее просто

вычисляются случаи больших потерь ωcd ≫ c .
Для него ε′′(w) = ω2

pd
(
1− (wc)2/(ωcd)2

)
/(wcωc),

χ′(w) = −ω2
p/ω

2
c , и интеграл равен

Ĩ1(d) =
ω4

pd

ω3
c c

(
α0 ln

(
πd
l

)
− α2

2
− α3

3
− c2

d2ω2
c

×
(α0
2

+
α2

3
+
α3

4

))
,

Мы обрезали интеграл снизу, и его знак определяется

большим логарифмическим членом. Используем в пер-

вом интеграле вместо модели Друде модель Лоренца с

малой нормированной частотой wr = πd/l ≪ 1. Обозна-

чим малый параметр d2ω2
r /c2 = (πd/l)2 = 12 и введем

нормированную частоту столкновений wc = ωcd/c . То-
гда вклад в силу от первого интеграла (64) определяется
выражением

a2
1a

2
2~ω

4
p

12πc3d3
wc

1∫

0

(12 − w2)(α0 + α2w
2 + α3w

3)
[
(12 − w2)2 + (wwc)2

]2 wdw.

Максимальный вклад соответствует коэффициенту α0.

Переходя к переменной u = w2, а затем к переменной

x = 12 − u, получаем результат

wcα0
a2
1a

2
2~ω

4
p

12πc3d3

12∫

12−1

x
(x2 − xw2

c + 12w2
c)

dx .
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В случае малых потерь w2
c < 4 подынтегральная функ-

ция ϕ имеет вид

ϕ(x) = − 2− w2
cx

(412w2
c − w4

c)[x2 + w2
cx + δ2w2

c ]

+
2w2

c

(412w2
c − w4

c)
3/4

arctan

(
2x − w2

c√
212w2

c − w4
c

)
. (66)

В случае больших потерь w2
c > 4 эта функция имеет

вид

ϕ(x) = − 2− w2
cx

(412w2
c − w4

c)[x2 + w2
cx + δ2w2

c ]

+
w2

c

(412w2
c − w4

c)
3/4

ln

(
2x − w2

c −
√
w4

c − 412w2
c

2x − w2
c +

√
w4

c − 412w2
c

)
.

(67)

Что касается интеграла (65), то он обрезан сверху.

В качестве максимальной частоты можно взять величину

wmax = ωmaxd/c = πd/a или даже существенно мень-

шую. Это связано с тем, что на очень высоких частотах

излучение уже не взаимодействует с веществом как со

сплошной средой, и понятие ДП теряет смысл. Высоко-

частотные кванты участвуют в фотоионизации отдель-

ных атомов. Еще на более низких частотах вступает

в силу пространственная дисперсия. Для используемой

формулы мы пренебрегли малым членом в знаменателе

функции (51). Если его учесть, то можно показать схо-

димость. Однако проще вычислить интеграл в рассмот-

ренных в (65) пределах, тем более, что получить общую

формулу весьма сложно. Вычислим интеграл (65) для

металлических нитей в предположении, что ωcd ≪ c ,
т. е. что

ε′′(w) =
ω2

pωcd3

w3c3

(
1− (ωc d)3

(wc)2

)
,

χ′(w) =
ω2

pd2

w2c2

(
1− (ωc d)3

(wc)2

)
.

Для упрощения заменим скобки единицей, хотя можно

привести результат и с их учетом. Интеграл от экспонен-

ты равен −β1ω4
pωcd5c5 exp(−2)(1/2 − 1/8 + . . .). Он да-

ет вклад, пропорциональный d−2. Оставшийся интеграл

равен β2c−6ω4
pω

2
c d6 ln(wmax). Его вклад пропорционален

d−1 ln(d/a).

Оценим погонную силу для двух металлических нитей

с радиусами a1 = a2 = a = 5 nm и длиной 10 µm на

расстоянии d = 100 nm. Имеем α0 = 3.69, α2 = 0.99,

α3 = −2.03, β1 = 0.564, β2 = 0.34, 12 = 0.001. Берем

ωc = 1013, ωp = 1015 (Hz), т. е. wc = 3.3 · 10−3. В ре-

зультате получаем f 1(d) ≈ −6.3 · 10−6 N/m, т. е. сила

репульсивная. В ближней зоне следует ожидать притя-

гивающую силу. Знак силы также может меняться при

изменении потерь.

Отметим, что нельзя перейти к пределу ε′′(ω) → 0 на

всех частотах. Такой переход в силу соотношений Кра-

мерса−Кронига означает χ′ = ε′ − 1 = 0, т. е. отсутствие

тела. Часто рассматривают дисперсионное взаимодей-

ствие модельных тел без диссипации [46,54–58]. Такое
взаимодействие связано с отражением теплового поля от

границ и передачей импульса за счет отражения, а также

за счет изменения плотности энергии нулевых вакуум-

ных флуктуаций. Для нитей мы фактически исключили

границы, а рассеяние нити изотропно, т. е. при ωc = 0

нет передачи импульса, даже если предположить, что та-

кие объекты существуют. Единственный способ передать

импульс нити — это его поглощение. Очевидно, сила

для второй нити f 2(d) = − f 2(d). Для взаимодействия

двух одинаковых УНТ c конечным радиусом удобно

использовать корреляции [59]

〈 j0nz (ω, rτ ), j0mz (ω, r
′
τ )〉 = 4π−1η−1

0 ξ ′(ω)2(ω, T )

× δmnδ(rτ − r′τ ).

В них точки взяты на поверхностях. Можно непосред-

ственно использовать поверхностные плотности тока, но

проще воспользоваться приведенными соотношениями,

в которых сделать замену χ → 2ς/(k0a). Это означа-

ет пропорциональность погонной силы a2 [59]. Для

УНТ результаты будут также определяться спектрально-

частотным интегралом с учетом проводимости, которая

сильно зависит от типа УНТ [59]. При определении

погонной силы на основе ТНМ следует вычислять

интеграл от величины −a1

⌊
〈T̂xx 〉 cos(ϕ) + 〈T̂xy〉 sin(ϕ)

⌋

по углу. Этот результат совпадает с приведенным, но

требует более громоздких вычислений.

Заключение

Взаимодействие Казимира для цилиндров рассмотре-

но в ряде работ, например, [60,61], в которых использо-

ван метод цилиндрических T матриц и матриц трансля-

ции для вычисления энергии Казимира. Рассматривались

модельные идеально проводящие, плазменные цилин-

дры, и цилиндры с низкочастотной проводимостью Дру-

де. Указанные матрицы построены на цилиндрических

гармониках, а результаты [60,61] для энергии Казимира

содержат большие логарифмы ln(d/a). В работе явно

использовано условие для бесконечно тонких нитей,

заключающееся в том, что внутри них нет зависимостей

от поперечных координат. Это приводит к тому, что в

отсутствие диссипации взаимодействия нет. Конечный

радиус приводит к изменению граничных условий и

к появлению взаимодействия без диссипации. Строгий

подход возможен на основе вакуумных тензорных ФГ

электродинамики, но существенно сложнее. Он так-

же требует численного определения пространственно-

частотных спектральных интегралов. Получение обра-

щенной формы оператора (т. е. численное решение за-

дачи возбуждения двух связанных антенн) точечным
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диполем также позволяет определить дисперсионную

силу, но такой подход по сравнению с использованным

требует обращения оператора краевой задачи на каждой

частоте с последующим частотным интегрированием.
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