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Введение

Нанофокусировка световой энергии на вершинах мик-

роострий — важнейшее явление, лежащее в основе

перспективных нанотехнологических приложений. Нано-

фокусировка состоит в необычайно резком возрастании

интенсивности поверхностной плазмонно-поляритонной

волны, симметрично возбуждаемой в основании метал-

лического конического микроострия, при ее схождении к

нановершине [1–3]. Это явление объясняется тем, что на

геометрически идеальном металлическом острие может

существовать осесимметричная электромагнитная сто-

ячая волна с сингулярностью электрического поля на

вершине [4]. Как показывают эксперименты [5,6], эта

волна может эффективно возбуждаться сходящейся к

вершине поверхностной плазмонно-поляритонной TM-

волной с той же осевой симметрией поля. Наличие

сингулярности электрического поля хорошо объясняется

в квазистатическом приближении, выполняющимся в

окрестности вершины.

Реальная вершина микроострия не идеальна и имеет

закругление на вершине. В работах [7,8] для нахождения

распределения электрического поля на закругленной

вершине одиночного микроострия поверхность вершины

была аппроксимирована параболоидом вращения. Задача

была решена в параболоидальной системе координат.

Было доказано, что размер фокального распределения на

вершине убывает пропорционально радиусу закругления

вершины, что принципиально и объясняет нанофокуси-

ровку (при уменьшении радиуса острия до нанометро-

вых размеров размер фокальной области уменьшается в

той же пропорции).

Если нановершина микроострия находится вблизи

плоскослоистой структуры, то возникает необходимость

детального описания распределения сфокусированного

на вершине поля как вблизи вершины острия, так и

в плоскослоистой структуре. В задачах излучения и

распространения электромагнитных полей в плоскосло-

истых средах широко используются матричные методы и

методы функции Грина для плоскослоистых сред [9,10].
В работах [11–13] был предложен оригинальный вариант

строгой электромагнитной теории излучения элементар-

ного диполя, расположенного на границе или внутри

плоскослоистой структуры, являющийся развитием ра-

бот [14,15]. В частности, в [11–13] был продемонстри-

рован метод аналитического упрощения решения, имею-

щий потенциально важное общетеоретическое значение.

Обобщение данного метода для случая произвольного

количества пленок в плоскослоистой структуре [16]
позволило привести формулы для излучаемых полей к

одномерным интегралам, что существенно упростило

анализ задачи и ускорило численные расчеты. В дан-

ном исследовании методы работ [11–13,16] применяются
сначала к нахождению трехмерного фундаментального

решения электростатики (квазиэлектростатики) в плос-

кослоистых средах, т. е. к нахождению поля точечного

заряда в плоскослоистых средах. На основе полученных

результатов дается обобщение метода зеркальных от-

ражений для точечного заряда, расположенного рядом

с плоскослоистой структурой, а далее этот результат

обобщается на случай произвольного распределения

зарядов вблизи плоскослоистой структуры. Обсуждается

применение обобщенного метода зеркальных отражений

для формулировки задач нанофокусировки поверхност-
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Рис. 1. Геометрия плоскослоистой структуры, состоящей из

трех пленок.

ной плазмонной волны на вершине микроострия, распо-

ложенного вблизи нанослоя фоторезиста.

Постановка задачи. Электрическое
поле точечного заряда,
расположенного внутри
плоскослоистой структуры

Рассмотрим общую задачу нахождения электроста-

тического поля от точечного заряда, расположенного

внутри плоскослоистой структуры. Пусть, для общно-

сти, этот заряд расположен внутри плоской слоистой

структуры, состоящей из нескольких пленок, и из

окружающих слоистую структуру двух полупространств.

Для определенности сначала будем считать, что заряд

расположен в одной из пленок, а затем обобщим эту

задачу на случай, когда заряд расположен на их границе

или в одном из полупространств.

Пусть общее число пленок равно N f , толщина m-й

пленки равна dm и полная толщина слоистой структуры

равна dtot =
∑N f

m−1 dm. Общее число границ между плен-

ками обозначим как N = N f + 1. Пронумеруем области

пространства j = 1, . . . , (N + 1), (на рис. 1 показана для

примера задача с N = 4 и N f = 3). Предположим, что

пленки имеют абсолютные диэлектрические проницае-

мости, равные ε j , а перед и за слоистой структурой нахо-

дятся однородные полупространства с проницаемостями

ε1 и εN+1. Обозначим также через z j координаты N
границ пленок по оси Z следующим образом: z 1 = z 1,

z j = z 1 +
∑ j−1

m=1 dm при j = 2, . . . , N.

Уравнения электростатики (или квазиэлектростатики)
в области с номером j можно записать через электри-

j

Рис. 2. Пленка с номером j , расположенная между границами

z j−1 и z j .

ческий потенциал ϕ j в виде: 1ϕ j = −q/ε j , где 1 —

оператор Лапласа, ε j — абсолютная диэлектрическая

проницаемость j-й области. Решая уравнения Лапласа

в каждой области с учетом граничных условий, найдем

электрическое поле во всех областях. Рассмотрим сна-

чала следующую вспомогательную задачу.

Электрическое поле в слое, свободном
от зарядов

Пусть в области с номером j нет сторонних зарядов

между границами z j−1 и z j (рис. 2). Диэлектрическая
проницаемость среды в этой пленке равна ε j .

Электрический потенциал можно представить в виде

фурье-разложения:

ϕ j(x , y, z ) = (2π)−2

+∞
∫

−∞

+∞
∫

−∞

eiξx+iηy ϕ̂ j(ξ, η, z )dξdη. (1)

Подставим в уравнение 1ϕ j = 0 потенциал в виде

фурье-разложения, тогда в рассматриваемой области

можно записать

d2ϕ̂ j/dz 2 − γ2ϕ̂ j = 0, (2)
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где γ =
√

ξ2 + η2. Уравнения при фиксированных зна-

чениях ξ и η есть обыкновенные дифференциальные

уравнения относительно переменной z . Задача состоит

в нахождении из уравнений функции ϕ̂ j в рассматривае-

мой области.

Линейно независимые решения уравнений можно за-

писать в виде

ϕ±
j = (2π)−2

+∞
∫

−∞

+∞
∫

−∞

ϕ̂±
j e∓γz ei(ξx+ηy)dξdη. (3)

Общее решение уравнений (2) в области [z j−1, z j ]
запишем в виде

ϕ j(z , y, z ) = (2π)−2

+∞
∫

−∞

+∞
∫

−∞

ϕ̂+
j e−γ(z−z j−1)ei(ξx+ηy)dξdη

+ (2π)−2

+∞
∫

−∞

+∞
∫

−∞

ϕ̂−
j eγ(z−z j)ei(ξx+η)y dξdη,

(4)
где ϕ̂+

j и ϕ̂−
j — функции только от ξ, η.

Отметим особо следующую принципиально важную

идею: общее решение уравнения Лапласа, состоящее из

линейной комбинации решений, должно быть записано

таким образом, чтобы существовали обратные преобра-

зования Фурье. Поэтому форма записи общего решения

для поля в слое не случайна, она выделяет физически

верное решение. Первое слагаемое справа в формуле

представляет собой поле от источников, находящихся

слева от левой границы слоя. При этом поле будет

уменьшаться при удалении вправо (при удалении от

источников слева от слоя). Второе слагаемое справа

в формуле представляет собой поле от источников,

находящихся справа от правой границы слоя (внутри
слоя источников нет по условию задачи). Это поле

будет уменьшаться при удалении влево (при удалении

от источников, находящихся справа от слоя).
Из найдем фурье-образ электрического потенциала и

нормальную компоненту индукции электрического поля

границах области j :
(

ϕ̂ j

D̂ j,z

)∣

∣

∣

∣

∣

z=z j−1

=

(

1 e−γd j−1

ε jγ −ε jγe−γd j−1

)(

ϕ̂+
j

ϕ̂−
j

)

,

(

ϕ̂ j

D̂ j,z

) ∣

∣

∣

∣

∣

z=z j

=

(

e−γd j−1 1

ε jγe−γd j−1 −ε jγ

)(

ϕ̂+
j

ϕ̂−
j

)

, (5)

где d j−1 = z j − z j−1. Вводя вектор-столбец

F̂ j = (ϕ̂+
j ; ϕ̂

−
j )T , перепишем полученные выражения

следующим образом:

(

ϕ̂ j

D̂ j,d

) ∣

∣

∣

∣

∣

z=z j−1

= L j × F̂ j ,

(

ϕ̂ j

D̂ j,d

)∣

∣

∣

∣

∣

z=z j

= R j × F̂ j ,

(6)

где матрицы L j и R j имеют вид

L j =

(

1 e−γd j−1

ε jγ −ε jγe−γd j−1

)

,

R j =

(

e−γd j−1 1

ε jγe−γd j−1 −ε jγ

)

. (7)

Электрическое поле в многослойной
структуре, свободной от сторонних
зарядов

Рассмотрим теперь многослойную структуру, внут-

ри которой нет сторонних зарядов. Рассмотрим гра-

ницу z = z j между областями с номерами j и j + 1.

Непрерывность тангенциальных компонент напряжен-

ностей электрического поля (E j,x , E j+1, x и E j,y ,

E j+1,y), и нормальных компонент электрической индук-

ции (D j,z = −ε j∂ϕ j/∂z и D j+1,z = −ε j+1∂ϕ j+1/∂z ) на

этой границе можно записать через соответствующие

электрические потенциалы ϕ j и ϕ j+1 в виде:

ϕ j

∣

∣

(x ,y,z j)
− ϕ j+1

∣

∣

(x ,y,z j)
= 0,

и

ε j∂ϕ j/∂z
∣

∣

(x ,y,z j)
− ε j+1∂ϕ j+1/∂z

∣

∣

(x ,y,z j)
= 0,

где электрический потенциал ϕ j+1 в области j + 1

выражается формулой (4), в которой произведена замена

индексов j → j + 1. Так как уравнения электростатики

(квазиэлектростатики) — линейные уравнения, то гра-

ничные условия должны выполняться для каждого члена

фурье-разложения, т. е. граничные условия должны вы-

полняться для фурье-образов соответствующих величин:

ϕ̂ j

∣

∣

(ξ,η,z j )
− ϕ̂ j+1

∣

∣

(ξ,η,z j )
= 0,

D̂ j,z

∣

∣

(ξ,η,z j )
− D̂ j+1,z

∣

∣

(ξ,η,z j )
= 0. (8)

Записывая граничные условия (8) с помощью выражений

(6), получим матричное уравнение на границе z = z j :

Rj × F̂ j = L j+1 × F̂ j+1, (9)

где d j−1 = z j − z j−1, d j = z j+1 − z j , а матрицы R j и

L j+1 выражаются формулами (7), т. е.

L j+1 =

(

1 e−γd j

ε j+1γ −ε j+1γe−γd j

)

,

R j =

(

e−γd j−1 1

ε jγe−γd j−1 −ε jγ

)

.

Уравнение (9) можно записать для j = 2, . . . , (N − 1),
где (N + 1) — общее число областей, N — число границ,

т. е. для всех границ, исключая первую ( j = 1) и послед-

нюю ( j = N) границы. То есть исключая границы z 1 и

Оптика и спектроскопия, 2022, том 130, вып. 9
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z N = dtot =
∑N−1

m−1 dm, где dtot — общая толщина слои-

стой структуры (сумма толщин пленок, составляющих

рассматриваемую структуру).

Общее решение для электрического потенциала в

области j = 1, т. е. в интервале (−∞, z 1], запишем в виде

ϕ1(x , y, z ) = (2π)−2

∞
∫

−∞

∞
∫

−∞

ϕ̂+
1 e−γ(z−z 1)ei(ξx+ηy)dξdη

+ (2π)−2

∞
∫

−∞

∞
∫

−∞

ϕ̂−
1 eγ(z−z 1)ei(ξx+ηy)dξdη.

(10)

В рассматриваемой задаче, в выражении , отлично

от нуля только второе слагаемое, которое предполагает

наличие источников только справа от границы z = z 1.

Тогда, учитывая, что из выражения (10) следует, что

(

ϕ̂1

D̂1,x

) ∣

∣

∣

∣

∣

z=z 1

=

(

1 1

ε1γ −ε1γ

)(

0

ϕ̂−
1

)

,

запишем граничные условия на границе z = z 1, обозна-

чив F̂1 = (0; ϕ̂−
1 )T , в виде

(

1 1

ε1γ −ε1γ

)

× F̂ = L2 × F̂2. (11)

Аналогично общее решение для электрического по-

тенциала в области j = N + 1, т. е. в интервале [z N + ∞),
запишем в виде

ϕN+1(x , y, z ) = (2π)−2

∞
∫

−∞

∞
∫

−∞

ϕ̂+
N+1e

−γ(z−z N)ei(ξx+ηy)dξdη

+ (2π)−2

∞
∫

−∞

∞
∫

−∞

ϕ̂−
N+1eγ(z−z N)ei(ξx+ηy)dξdη.

(12)

В рассматриваемой задаче, в выражении (12) , отлич-

но от нуля только одно слагаемое, которое предполагает

наличие источников только слева от границы z = z N .

Тогда, учитывая, что из следует

(

ϕ̂N+1

D̂N+1,z

) ∣

∣

∣

∣

∣

z=z N

=

(

1 1

εN+1γ −εN+1γ

)(

ϕ̂+
N+1

0

)

,

запишем граничные условия на границе z = z N в виде

RN × F̂N =

(

1 1

εN+1γ −εN+1γ

)

× F̂N+1, (13)

где F̂N+1 = (ϕ̂+
N+1; 0). Уравнения (9), (11) и (13) позволя-

ют связать векторы-столбцы электрического потенциала

в первой и последней областях задачи (т. е. в полупро-

странствах, вне плоскослоистой структуры):

F̂1 =

(

1 1

ε1γ −ε1γ

)−1

×
[

L2 × (R2)
−1
]

× . . .

×
[

LN × (RN)−1
]

×
(

1 1

εN+1γ −εN+1γ

)

× F̂N+1, (14)

или F̂1 = M× F̂N+1, причем матрица M имеет вид

M = T1 ×
(

5N
m−2Tm

)

× TN+1, где

T1 =

(

1 1

ε1γ −ε1γ

)−1

Tm = Lm × (Rm)−1,

TN+1 =

(

1 1

εN+1γ −εN+1γ

)

.

Если нам известен, например, потенциал какого-то

распределения зарядов в пленках структуры, то из

уравнения (14), как системы из двух уравнений, можно

найти два неизвестных — функцию ϕ̂−
1 и, значит,

потенциал в полупространстве j = 1 от зарядов, в

плоскослоистой структуре по формуле (10), и функцию

ϕ̂+
N+1 вектора−столбца F̂N+1 и потенциал от зарядов в

полупространстве j = N + 1, в плоскослоистой структу-

ре по формуле (12).

Электрическое поле в многослойной
структуре от точечного заряда

Пусть имеется точечный сторонний заряд q, располо-
женный в точке (0, 0, z q) в области с номером s (рис. 3).
Пусть этот заряд определяется распределением плот-

ности ,

ρ(x , y, z ) = qδ(x)δ(y)δ(z − z q),

где δ(x) — дельта-функция Дирака. Фурье-образ этого

распределения определяется следующим выражением:

ρ̂(ξ, η, z ) = q

+∞
∫

−∞

+∞
∫

−∞

δ(x)δ(y)δ(z − z q)e
−i(ξx+ηy)dxdy

= qδ(z − z q).

Пусть этот точечный заряд находится в бесконечно

тонком слое (z q − 1z/2, z q + 1z/2). Тогда из уравнений

электростатики rotE = 0 и divD = ρ для фурье-образов

полей можно записать (при 1z → 0) уравнения:

iηÊs ,z −
1Ês ,y

1z
= 0,

1Ês ,x

1z
− iξ Ês ,z = 0

iξ Ês ,y − iηÊs ,x = 0, (15)

iξD̂s ,x + iηD̂s ,y +
1D̂s ,z

1z
= qδ(z − z q). (16)
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Dz

q

s

zq

Рис. 3. Точечный заряд q, расположенный в точке (0, 0z d) в

области с номером s .

Откуда получим

1Ês ,y = iηÊs ,z1z , 1Ês ,x = iξ Ês ,z1z ,

1D̂s ,x = −(iξD̂s ,x + iηD̂s ,y )1z + qδ(z − z q)1z .

Тогда, в пределе 1z → 0, скачки тангенциальных ком-

понент напряженностей электрического поля и нор-

мальной компоненты индукции электрического поля при

переходе через бесконечно тонкий слой с зарядом равны

1Ês ,x −→
1z

0, 1Ês ,y −→
1z

0, 1D̂s ,z −→
1z

q.

В матричном виде эти предельные уравнения можно

записать в следующем виде:









Ês ,x

Ês ,y

1Ds ,z









∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

z=z q+0

−









Ês ,x

Ês ,y

1Ds ,z









∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

z=z q−0

=









0

0

q









,

или, в эквивалентном виде, через потенциал

(

ϕ̂s

D̂s ,z

)∣

∣

∣

∣

∣

z=z q+0

−
(

ϕ̂s

D̂s ,z

)∣

∣

∣

∣

∣

z=z q−0

=

(

0

q

)

. (17)

Выразим теперь левую часть граничного условия (17)
через векторы-столбцы F̂1 и F̂N+1 полупространств,

снаружи плоскослоистой структуры. Для этого разобьем

область с номером s на две области и обозначим

их индексами l и r (левая и правая, если смотреть

на рис. 3). Введем векторы-столбцы F̂l и F̂r в этих

областях. Тогда члены слева от знака равенства в (17)
можно выразить как

(

ϕ̂s

D̂s ,z

)∣

∣

∣

∣

∣

z=z d−0

= Rl × F̂l и

(

ϕ̂s

D̂s ,z

)∣

∣

∣

∣

∣

z=z d+0

= Lr × F̂r .

(18)
Кроме того, из (9) следует, что

F̂l = QL × F̂l и F̂r = QR × F̂N+1, (19)

где

QL =

(

1 1

ε1γ −ε1γ

)−1

×
[

L2 × (R2)
−1
]

× . . .

××
[

Ls−1 × (Rs−1)
−1
]

× Ll,

Ll =

(

1 e−γ(z q−z s−1)

εsγ −εsγe−γ(z q−z s−1)

)

,

QR = (Rr )
−1 ×

[

Ls+1 × (Rs+1)
−1
]

× . . .

×
[

LN × (RN)−1
]

×
(

1 1

εN+1γ −εN+1γ

)

,

Rr =

(

e−γ(z s−z q) 1

εsγe−γ(z s−z q) −εsγ

)

.

Подставляя (19) в (18) и затем полученные выраже-

ния в (17), получаем

HR × F̂N+1 = HL × F̂1 + V, (20)

где V = (0, q)T — вектор-столбец, характеризующий

возбуждающее воздействие точечного заряда, а матрицы

HR и HL — характеризуют отклик на внешнее возбуж-

дение слоистой структуры справа и слева от заряда и

выражаются следующим образом:

HR = TR ×
(

5N
m=s+1Tm

)

× TN+1,

HL =
(

T1 ×
(

5s−1
m=2Tm

)

× TL
)−1

,

где матрицы Tm при m 6= s выражаются формулой

Tm = Lm × (Rm)−1, а матрицы TL и TR — формулами

TL = Ll × (Rl)
−1, TR = Lr × (Rr )

−1.

В рассматриваемой задаче источник полей (точечный
заряд) находятся исключительно внутри плоскослоистой

структуры. Поэтому в столбцах F̂1 и F̂N+1 есть только

компоненты, определяющие волны, идущие от плоско-

слоистой структуры.
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Чтобы получить оставшиеся, отличные от нуля, ком-

поненты F̂1 и F̂N+1, разобьем матрицы на HR и HL на

элементы HRA, HRB , HRC , HRD и HLA, HLB , HLC , HLD ,

тогда уравнение (20) примет вид
(

HRA HRB

HRC HRD

)

×
(

ϕ̂+
N+1

0

)

=

(

HLA HLB

HLC HLD

)

×
(

0

ϕ̂−
1

)

+

(

0

q

)

. (21)

Тогда можно представить следующими уравнениями:

HRAϕ̂
+
N+1 = HLB ϕ̂

−
1 ; HRCϕ̂

+
N+1 = HLDϕ̂

−
1 + q.

Полученные уравнения можно снова объединить в одно

матричное 2× 2 уравнение:
(

−HLB HRA

−HLD HRC

)

F̂out =

(

0

q

)

, (22)

где введен вектор-столбец F̂out =
(

ϕ̂−
1 ; ϕ̂+

N+1

)T
.

Решая это уравнение, найдем ϕ̂−
1 и ϕ̂+

N+1, а значит,

убывающие при удалении от плоскослоистой структуры

поля:

ϕ̂−
1 = qHRA/(HRCHLB − HRAHLD),

ϕ̂+
N+1 = qHLB/(HRCHLB − HRAHLD). (23)

Тогда убывающее влево поле в полупространстве

J + 1 (в направлении z → −∞):

ϕ1(x , y, z ) = (2π)−2

∞
∫

−∞

∞
∫

−∞

ϕ̂−
1 eγ(z−z 1)ei(ξx+ηy)dξdη,

(24)
а убывающее вправо поле в полупространстве j = N + 1

(в направлении z → +∞):

ϕN+1(x , y, z ) = (2π)−2

∞
∫

−∞

∞
∫

−∞

ϕ̂+
N+1e

−γ(z−z N)ei(ξx+ηy)dξdη.

(25)
Наконец, зная F̂1 и F̂N+1, можно при необходимости

найти векторы-столбцы потенциалов в любой внутрен-

ней области F̂ j , так как они однозначно определяется

граничными условиями. После этого электрический по-

тенциал в любой из этих областей может быть найден

по формуле (4). Таким образом, поля будут определены

во всем пространстве.

Электрическое поле точечного заряда,
расположенного на некотором
расстоянии от границы пленки на
полупространстве

Рассмотрим теперь задачу нахождения электрическо-

го потенциала от точечного заряда q, расположенно-

го в среде с диэлектрической проницаемостью ε f , на

Z

X

O

z z1 = q

j =1 j =2 j =3

z z2 = b z h +z3 = b

e e1 = f e e2 = f e e3 = p e e4 = d

q

j =4

Рис. 4. Точечный заряд z q, расположенный в точке с коор-

динатой на расстоянии z b − z q от пленки толщиной h и ди-

электрической проницаемостью εp, расположенной на границе

полупространства.

некотором расстоянии от пленки с диэлектрической

проницаемостью εp, нанесенной на полупространство с

диэлектрической проницаемостью εd (рис. 4).

В системе координат рис. 4 заряд находится в точ-

ке с радиусом-вектором rq = (0; 0; z q) на расстоянии

z bq = z b − z q вдоль оси Z от пленки толщиной h.

Можно рассмотреть эту задачу как задачу нахождения

электрического потенциала от точечного заряда, рас-

положенного на поверхности вспомогательной пленки

толщины z bq = z b − z q, причем диэлектрические посто-

янные этой вспомогательной пленки и полупространства

слева одинаковы и равны ε f .

Таким образом, имеется четыре области задачи.

В предложенной выше нумерации индекс j = 1 соответ-

ствует полупространству c ε f , j = 2 — вспомогательной

пленке c ε2 = ε f и толщиной, равной расстоянию от

заряда до пленки, т. е. z bq = z b − z q, j = 3 — реальной

пленке c ε3 = εp толщиной h, а j = 4 — полупростран-

ству c ε4 = εd (рис. 4).

Тогда N = 3, z 1 = z q, z 2 = z b, z 3 = h + z b,

HR = T2 × T3 × T4, HL = (T1)
−1 и уравнение (20)

примет вид

(T2 × T3 × T4) × F̂4 = (T1)
−1 × F̂1 + V, (26)
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где матрицы выражаются следующими формулами:

T1 =

(

1 1

ε f γ −ε f γ

)−1

,

T2 =L2 × (R2)
−1 =

(

1 e−γ(z b−z q)

ε f γ −ε f γe−γ(z b−z q)

)

×
(

e−γ(z b−z q) 1

ε f γe−γ(z b−z q) −ε f γ

)−1

,

T3 =L3 × (R3)
−1 =

(

1 e−γh

εpγ −εpγe−γh

)

×
(

e−γh 1

εpγe−γh −εpγ

)−1

,

T4 =

(

1 1

εdγ −εdγ

)

,

а вектор-столбец точечного заряда равен

HL =

(

HLA HLB

HLC HLD

)

= (T1)
−1 =

(

1 1

ε f γ −ε f γ

)

,

HR =

(

1 e−γ(z b−z q)

ε f γ −ε f γe−γ(z b−z q)

)(

e−γ(z b−z q) 1

ε f γe−γ(z b−z q) −ε f γ

)−1

×
(

1 e−γh

εpγ −εpγe−γh

)(

e−γh 1

εpγe−γh −εpγ

)−1

×
(

1 1

εdγ −εdγ

)

.

Вводя вектор-столбец F̂out = (ϕ̂−
1 ; ϕ̂+

4 )T , уравнение (22)
для данной задачи примет вид

(

−1 HRA

ε f γ HRC

)(

ϕ̂−
1

ϕ̂+
4

)

=

(

0

q

)

. (27)

Из (27) следует

ϕ̂−
1 =qHRA/(HRC+ε f γHRA), ϕ̂+

4 =q/(HRC+ε f γHRA).
(28)

В явном виде выражения (28) можно получить через

гиперболические синусы и косинусы, если в них подста-

вить выражения

HRA = (εpch(γh) + εdsh(γh))ch(γz bq)/εp

+ (εpsh(γh) + εdch(γh))sh(γz bq)/ε f , (29)

HRC=γ(εpch(γh)+εdsh(γh))(ε f sh(γz bq)+εpch(γz bq))/εp.

(30)

Найдем потенциал ϕ1 в полупространстве ( j = 1) при
z ≤ z q . Подставляя выражения (29) и (30) для HRA и

HRC в выражение (28) для ϕ̂−
1 , получаем

ϕ̂−
1 =

qHRA

HRC + ε f γHRA
=

q
2γε f

+
q

2γε f
e−2γ(z b−z q)R(γ, h),

(31)

где

R(γ, h) =
ε f − εp

εp + εp
+

4εpε f

(εp + ε f )

× (εp − εd)

[(εp + ε f )(εp + εd)e2γh + (εp − εd)(ε f − εp)]
. (32)

Из выражения (24), используя (31), получим

ϕ1(x , y, z ) = (2π)−2

+∞
∫

−∞

+∞
∫

−∞

(

q
2γε f

eγ(z−z q)

+
q

2γε f
eγ(z−(2z b−z q))R(γ, h)

)

× ei(ξx+ηy)dξdη.

Учитывая, что γ =
√

ξ2 + η2, воспользуемся тожде-

ством

(2π)−2

+∞
∫

−∞

+∞
∫

−∞

(

qeγ|z−a|/2ε f γ
)

ei(ξx+ηy)dξdη

= q/4πε f

√

x2 + y2 + (z − a)2. (33)

Тогда

ϕ1(x , y, z ) =
q

4πε f

√

x2 + y2 + (z − z q)2

+
ε f − εp

εp + ε f

q

4πε f

√

x2 + y2 + (z − (2z b − z q))2

+
q

(2π)2

+∞
∫

−∞

+∞
∫

−∞

(

2εp

γ(εp + ε f )

× (εp − εd)eγ(z−(2z b−z q))

[(εp + ε f )(εp + εd)e2γh + (εp − εd)(ε f − εp)]

)

× ei(ξx+ηy)dξdη. (34)

Переходя в интеграле к полярным координатам в плос-

костях (x , y) и (ξ, η), по формулам

x = ρ cosψ, y = ρ sinψ и

ξ = λ cos ϑ, η = λ sinϑ, (35)
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получим

ϕ1(ρ, ψ, z )
q

4πε f

√

ρ2 + (z − z q)2

+
ε f − εp

εp + ε f

q

4πε f

√

ρ2 + (z − (2z b − z q))2

+
q

(2π)2
2εp(εp − εd)

(εp + ε f )

+∞
∫

0





2π
∫

0

eiρλ cos(ψ−ϑ)dϑ





×
(

eλ(z−(2z b−z q))

[(εp + ε f )(εp + εd)e2λh + (εp − εd)(ε f − εp)]

)

dλ.

Используя тождество
2π
∫

0

eiρλ cos(ψ−ϑ)dϑ = 2πJ0(ρλ), полу-

чим

ϕ1(ρ, ψ, z ) = q/4πε f

√

ρ2 + (z − z q)2

+
ε f − εp

εp − ε f
q/4πε f

√

ρ2 + (z − (2z b − z q))2

+
qεp(εp − εd)

π(εp + ε f )

×
+∞
∫

0

J0(ρλ)eλ(z−(2z b−z q))

[(εp + ε f )(εp + εd)e2λh + (εp − εd)(εv − εp)]
dλ.

(36)

Найдем потенциал ϕ4 в полупространстве ( j = 4) при

z ≥ h + z b . Подставляя выражения (29) и (30) для HRA

и HRC в выражение (28) для ϕ̂+
4 , получаем

ϕ̂+
4 =

q
HRC + ε f γHRA

=
2qεp

γ[(εp + ε f )(εp + εd)e2γh + (εp − εd)(ε f − εp)]

× e−γ(z b−z q)eγh. (37)

Из выражения (25) , используя (28) и подставляя (37),

получим

ϕ4(x , y, z ) = (2π)−2

×
+∞
∫

−∞

+∞
∫

−∞

2qεpe2γh

(εp + ε f )(εp + εd)e2γh + (εp − εd)(ε f − εp)

× e−γ(z−z q)

γ
ei(ξx+ηy)dξdη.

(38)

Переходя к полярным координатам в плоскостях

(x , y) и (ξ, η) по формулам (35) и снова используя

тождество
2π
∫

0

eiρλ cos(ψ−ϑ) = 2πJ0(ρλ), получим

ϕ4(ρ, ψ, z )

=
q
π

+∞
∫

0

εpJ0(ρλ)

(εp + ε f )(εp + εd)e2λh + (εp − εd)(ε f − εp)

× e−λ(z−(z q+2h))dλ.

(39)

Найдем теперь потенциал при z b ≤ z ≤ (h + z b), т. е. в

слое j = 3. Граничные условия (9) на плоскости можно

записать в виде

(

e−γh 1

εpγe−γh −εpγ

)

×
(

ϕ̂+
3

ϕ̂−
3

)

=

(

1 1

εdγ −εdγ

)

×
(

ϕ̂+
4

0

)

.

Решая это уравнение и используя (37), получаем реше-

ние

ϕ̂+
3 =

εp + εd

2εp
eγhϕ̂+

4 =
εp + εd

2εp

× 2qεp

γ[(εp + ε f )(εp + εd)e2γh + (εp − εd)(ε f − εp)]

× e−γ(z b−z q−2h),

ϕ̂−
3 =

εp − εd

2εp
ϕ̂+
4 =

εp − εd

2εp

× 2qεp

γ[(εp + ε f )(εp + εd)e2γh + (εp − εd)(ε f − εp)]

× e−γ(z b−z q−h).

Полный потенциал поля внутри слоя j = 3 выражает-

ся формулой (4)

ϕ3(x , y, z ) = (2π)−2

∞
∫

−∞

∞
∫

−∞

ϕ̂+
3 e−γ(z−z b)ei(ξx+ηy)dξdη

+ (2π)−2

+∞
∫

−∞

+∞
∫

−∞

ϕ̂−
3 eγ(z−(z b+h)ei(ξx+ηy)dξdη.
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Подставляя сюда полученные выражения для ϕ̂+
3 и

ϕ̂−
3 , получим

ϕ3(x , y, z ) = (εp + εd)(2π)−2

×
+∞
∫

−∞

+∞
∫

−∞

qe−γ(z−(z q+2h))

γ[(εp + ε f )(εp + εd)e2γh + (εp − εd)(ε f − εp)]

× ei(ξx+ηy)dξdη + (εp − εd)(2π)−2

×
+∞
∫

−∞

+∞
∫

−∞

qeγ(z−(2z b−z q))

γ[(εp + ε f )(εp + εd)e2γh + (εp − εd)(ε f − εp)]

× ei(ξx+ηy)dξdη.
(40)

Переходя к полярным координатам в плоскостях

(x , y) и (ξ, η) по формулам (35) и используя тождество
2π
∫

0

eiρλ cos(ψ−ϑ)dϑ = 2πJ0(ρλ), получим

ϕ3(ρ, ψ, z ) =
q
2π

+∞
∫

0

J0(ρλ)(εp + εd)

(εp + ε f )(εp + εd)e2λh + (εp − εd)(ε f − εp)

× e−λ(z−(z q+2h))dλ +
q
2π

×
+∞
∫

0

J0(ρλ)(εp − εd)

(εp + ε f )(εp + εd)e2λh + (εp − εd)(ε f − εp)

× eλ(z−(2z b−z q))dλ. (41)

Найдем теперь потенциал при z q ≤ z ≤ z b, т. е. в слое

j = 2. Граничные условия (9) на плоскости z = z 2 = z b

можно записать в виде
(

e−γ(z b−z q) 1

ε f γe−γ(z b−z q) −ε f γ

)

×
(

ϕ̂+
2

ϕ̂−
2

)

=

(

1 e−γh

εpγ −εpγe−γh

)

×
(

ϕ̂+
3

ϕ̂−
3

)

.

Тогда после несложных вычислений получаем

ϕ̂+
2 =

ε f + εp

2ε f
eγ(z b−z q)ϕ̂+

3 +
ε f − εp

2ε f
eγ(z b−z q−h)ϕ−

3

=
q

2γε f
, (42)

ϕ̂−
2 =

ε f − εp

2ε f
ϕ̂+
3 +

ε f + εp

2ε f
e−γhϕ̂−

3

= R(γ, h)
q

2γε f
e−γ(z b−z q), (43)

где R(γ, h), как и ранее, выражается формулой (32).
Полученные выражения для ϕ̂+

2 и ϕ̂−
2 можно также

получить из ϕ̂−
1 и граничного условия на плоскости

z = z 1 = z q, при учете наличия на границе заряда

[см. (17)]

(

1 e−γ(z b−z q)

ε f γ −ε f γe−γ(z b−z q)

)

×
(

ϕ̂+
2

ϕ̂−
2

)

=

(

1 1

ε f γ −ε f γ

)

×
(

0

ϕ̂−
1

)

+

(

0

q

)

.

Полный потенциал поля внутри слоя j = 2 выражает-

ся формулой (4)

ϕ2(x , y, z ) = (2π)−2

+∞
∫

−∞

+∞
∫

−∞

ϕ̂+
2 e−γ(z−z q)ei(ξx+ηy)dξdη

+ (2π)−2

+∞
∫

−∞

+∞
∫

−∞

ϕ̂−
2 eγ(z−z q)ei(ξx+ηy)dξdη.

Подставляя сюда выражения (42) и (43), получим

ϕ2(x , y, z ) = (2π)−2

+∞
∫

−∞

+∞
∫

−∞

qe−γ(z−z q)

2γε f
ei(ξx+ηy)dξdη

+ (2π)−2

+∞
∫

−∞

+∞
∫

−∞

R(γ, h)
qeγ(z−(2z b−z q))

2γε f
ei(ξx−ηy)dξdη.

Подставляя сюда выражение для R(γ, h) и используя

тождество (33), получим

ϕ2(x , y, z ) = q
/

4πε f

√

x2 + y2 + (z − z q)2

+
ε f − εp

εp + ε f
q
/

4πε f

√

x2 + y2 + (z − (2z b − z q))2

+
q

(2π)2

+∞
∫

−∞

+∞
∫

−∞

(

2εp

γ(εp + ε f )

× εp − εdeγ(z−(2z b−z q))

[(εp + ε f )(εp + εd)e2γh + (εp − εd)(ε f − εp)]

)

× ei(ξx+ηy)dξdη. (44)

Заметим, что это то же самое выражение, что и (34)
для ϕ1(x , y, z ) в полупространстве j = 1. Первый член

этого выражения представляет из себя потенциал точеч-

ного заряда q, расположенного в точке rq = (0, 0, z q).
Второй член — это потенциал точечного заряда ве-

личины q(ε f − εp)(εp + ε f ) в среде с диэлектрической

проницаемостью ε f , расположенного зеркально, относи-

тельно плоскости z = z b, в точке rre f = (0; 0; 2z b − z q).
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Третий член — это потенциал заряда, распределен-

ного по плоскости z = z b с некоторой поверхност-

ной плотностью (ниже она будет вычислена в явном

виде).

Переходя к цилиндрическим координатам (35) так

же, как при рассмотрении решения в полупространстве

j = 1, получим из (44) формулу для ϕ2, аналогичную

(36) в цилиндрических координатах

ϕ2(ρ, ψ, z ) = q/4πε f

√

ρ2 + (z − z q)2

+
ε f − εp

εp + ε f
q/4πε f

√

ρ2 + (z − (2z b − z q))2

+
qεp(εp − εd)

π(εp + ε f )

×
+∞
∫

0

J0(ρλ)eλ(z−(2z b−z q))

[(εp + ε f )(εp + εd)e2λh + (εp − εd)(ε f − εp)]
dλ.

(45)

Для нахождения ϕind — потенциала индуцированных

в рассматриваемой плоскослоистой структуре зарядов,

надо в области z < z b вычесть из полного потенциала

в этой области потенциал исходного точечного заряда.

Тогда, обозначая z re f = 2z b − z q, получим из (44) и (45)

выражения в декартовой и цилиндрической системах

координат

ϕind(x , y, z ) =
ε f − εp

εp + ε f
q/4πε f

√

x2 + y2 + (z − z re f )2

+
qεp(εp − εd)

2π2(εp + ε f )

×
+∞
∫

−∞

+∞
∫

−∞

eγ(z−z re f )ei(ξx+ηγ)

[γ(εp+ε f )(εp+εd)e2γh + (εp−εd)(ε f −εp)]
dξdη,

(46)

ϕind(ρ, ψ, z ) =
ε f − εp

εp + ε f
q/4πε f

√

ρ2 + (z − z re f )2

+
qεp(εp − εd)

π(εp + ε f )

×
+∞
∫

−∞

J0(ρλ)eλ(z−z re f )

[(εp + ε f )(εp + εd)e2λh + (εp − εd)(ε f − εp)]
dλ.

(47)

Из (45) видно, что при h → +∞ интеграл исчезает,

и мы получаем известную формулу для заряда у грани-

цы двух полупространств при соответствующей замене

символов диэлектрических проницаемостей [17].

Обобщение метода зеркальных
отражений в электростатике на случай
точечного заряда, расположенного
вблизи плоскослоистой среды

Продолжая рассмотрение задачи с одной пленкой,

можно найти другую форму записи для потенциала

ϕind(x , y, z ), индуцированного точечным зарядом q в

точке rq = (0, 0, z q). Воспользуемся (33) и введем функ-

цию U(x , y, z ) = q/4πε f

√

x2 + y2 + z 2, которая опреде-

ляет потенциал точечного заряда q, расположенного

в начале координат в пространстве с диэлектрической

проницаемостью ε f .

Запишем выражение (46) в видe

ϕ(x , y, z ) =
ε f − εp

εp + ε f

q

4πε f

√

x2 + y2 + (z − z re f )2

+
q

(2π)2

+∞
∫

−∞

+∞
∫

−∞

χ(γ, h)
eγ(z−z re f )ei(ξx+ηy)

2ε f γ
dξdη, (48)

где функция χ(γ, h) = R(γ, h) − (ε f − εp)/(εp + ε f )

определяется формулой

χ(γ, h) =
4εpε f

(εp + ε f )

× (εp − εd)

[(εp + ε f )(εp + εd)e2γh + (εp − εd)(ε f − εp)]
.

(49)

Введем также функцию

ru,ν = (2π)−2

+∞
∫

−∞

+∞
∫

−∞

χ
(

√

ξ2 + η2, h
)

ei(ξu+ην)dξdη.

(50)

Применяя теорему о свертке ко второму слагаемому

в (48), можно записать ϕind(x , y, z ) в виде

ϕind(x , y, z ) =
ε f − εp

εp + ε f

q

4πε f

√

x2 + y2 + (z − z re f )2

+

+∞
∫

−∞

+∞
∫

−∞

r(u, ν)U(x − u, y − ν, z − z re f )dudν.

(51)

При численном нахождении ϕind по формуле

(51) можно устранить четырехкратное интегрирова-

ние. Это можно сделать, приводя двойное инте-

грирование в (50) к однократному интегрированию

с помощью перехода к полярным координатам в

плоскостях (u, ν) и (ξ, η) по формулам u = σ cosψ,

ν = σ sinψ и ξ = λ cosϑ , η = λ sinϑ . Используя тожде-
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ство
2π
∫

0

eiρλ cos(ψ−ϑ)dϑ = 2πJ0(ρλ), получим

r(σ, ψ) = r(σ ) = (2π)−1

+∞
∫

0

J0(σ λ)χ(λ, h)λdλ

=
2εpε f (εp − εd)

π(εp + ε f )

×
∫ +∞

0

λJ0(σ λ)

[(εp + ε f )(εp + εd)e2λh + (εp − εd)(ε f − εp)]
dλ.

Тогда в координатах (u, ν) получим

r(u, ν) = r
(
√

u2 + ν2
)

=
2εpε f (εp − εd)

π(εp + ε f )

×
+∞
∫

0

λJ0

(

λ
√

u2 + ν2
)

[(εp + ε f )(εp + εd)e2λh + (εp − εd)(ε f − εp)]
dλ.

(52)
Функция r(σ ) является плавной функцией, ее можно

очень просто приблизить сплайнами и при численном

интегрировании в (51) можно использовать эту функцию

в виде сплайн-аппроксимации.

Формула (51) дает потенциал, индуцированный в

слоистой структуре под действием точечного заряда q,
расположенного в точке rq = (0, 0, q). Тогда для точеч-

ного заряда q, расположенного в произвольной точке

rq = (xq, yq, z q), полный потенциал ϕ1 = ϕ2 в полупро-

странстве j = 1 и j = 2 можно записать в виде

ϕ1(x , y, z ) = ϕ2(x , y, z ) =

= q/4πε f

√

(x − xq)2 + (y − yq)2 + (z − z q)2

+
(ε f − εp)

(εp + ε f )
q/4πε f

√

(x−xq)2+(y−yq)2+(z−z re f )2

+

+∞
∫

−∞

+∞
∫

−∞

r(u, ν)U(x−xq−u, y−yq−ν, z−z re f )dudν,

(53)
где, как и ранее, z re f = 2z b − z q .

Полученная формула дает обобщение метода зер-

кальных отражений в электростатике на случай, когда

точечный заряд q расположен в одном полупространстве

рядом с пленкой толщины h, расположенной на гра-

нице другого полупространства. Выражение (53) имеет

простой физический смысл. Первый член в (53) — это

потенциал исходного точечного заряда q (источника по-

ля), второй член — это потенциал виртуального заряда

величины q(ε f − εp)/(εp + ε f ), расположенного зеркаль-

но относительно ближайшей границы пленки z = z b, а

третий член — это потенциал виртуальных зарядов,

распределенных по плоскости z = z re f с плотностью

q · r(x , y), сосредоточенных в поверхностной области

размером порядка толщины пленки h. Нетрудно видеть

из выражения (52) для r(u, ν), что последний член в (53)

весьма быстро убывает с ростом толщины пленки (при

h → ∞).

Из вывода формулы (53) видно, что для случая

плоскослоистой структуры, состоящей из произвольного

числа пленок, мы можем получить подобную формулу,

но с другим распределением поверхностного заряда

q · r(x , y) по плоскости z = z re f , это распределение

будет зависеть от толщин всех пленок и их диэлек-

трических проницаемостей, а также от параметров по-

лупространства за плоскослоистой структурой. Следуя

предложенным выше рассуждениям, можно численно

или аналитически найти функцию r(x , y) для многоп-

леночной структуры и использовать эту функцию в

формуле (53).

Для дальнейших обобщений нетрудно получить фор-

мулы вида (53) для потенциала поля точечного заряда q,

расположенного в произвольной точке rq = (xq, yq, z q) в

области пленки ( j = 3) и в полупространстве за пленкой

( j = 4). Приведем результат вычислений:

ϕ3(x , y, z ) =
2ε f

(εp + ε f )
U(x − xq, y − yq, z − z q)

− (ε f − εp)

2εp

+∞
∫

−∞

+∞
∫

−∞

r(u, ν)

×U(x−xq−u, y−yq−ν, z−z q)dudν

+
2ε f (εp − εd)

(εp + ε f )(εp + εd)

×U(x − xq, y − yq, z − [2(z f + h) − z q])

− (εp − εd)(ε f − εp)

2εp(εp + εd)

+∞
∫

−∞

+∞
∫

−∞

r(u, ν)

×U(x− xq − u, y −yq − ν, z − [2(z b + h) − z q])dudν,

(54)

ϕ4(x , y, z ) =
4ε f εp

(εp + ε f )(εp + εd)
U(x − xq, y − yq, z − z q)

− (ε f − εp)

(εp + εd)

+∞
∫

−∞

+∞
∫

−∞

r(u, ν)

×U(x − xq − u, y − yq − ν, z − z q)dudν,
(55)

где функции определяются (52).
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Обобщение метода зеркальных
отражений на случай системы
зарядов-источников

Обобщим теперь полученный метод зеркальных от-

ражений и найдем потенциал полного поля 8tot(x , y, z )
в области z < z b перед пленкой (рис. 5) произ-

вольной компактной системы Nq зарядов-источников

qk , расположенных в точках с радиусами-векторами

rq,k = (xq,k , yq,k , z q,k), где k = 1, 2, . . . , Nq .

Если бы не было плоскослоистой структуры, то потен-

циал этой системы зарядов-источников представлялся

бы формулой

8s(x , y, z ) =

=

Nq
∑

k=1

qk/4πε f

√

(x − xq,k)2 + (y − yq,k)2 + (z − z 2
q,k).

(56)
Суммируя выражения (53) для каждого заряда qk по

всем Nq зарядам системы и замечая, что

Nq
∑

k=1

qk/4πε f

√

(x−xq,k)2 + (y−yq,k)2 + (z−(z b − z q,k))2

=

Nq
∑

k=1

qk/4πε f

√

(x−xq,k)2+(y−yq,k)2+((2z b−z )−z q,k)2

= 8s (x , y, 2z b − z ),

получим обобщение метода зеркальных отражений в

электростатике для произвольных распределений заря-

дов в виде

8tot(x , y, z ) = 8s(x , y, z ) +
(ε f − εp)

(εp + ε f )
8s (x , y, 2z b − z )

+

+∞
∫

−∞

+∞
∫

−∞

r(u, ν)8s(x − u, y − ν, 2z b − z )dudν.

(57)
Обобщение метода зеркальных отражений было полу-

чено ранее в работах [18,19], несколько другим спосо-

бом, и было успешно применено к задаче о нанофоку-

сировке поверхностной плазмонной волны на вершине

металлического острия. При этом поле параболоидаль-

ного острия снаружи и внутри было разложено по

полным системам гармонических функций. Обобщенный

метод зеркальных отражений позволяет получить урав-

нение, определяющее указанные разложения. Решение

указанной задачи нанофокусировки позволяет вычислить

распределение сфокусированного поля в пленке фоторе-

зиста, что важно для задач нанолитографии.

Из вывода формулы (57) следует, что потенциал

индуцированных зарядов 8ind , который порождается по-

тенциалом 8s распределений зарядов-источников поля,

имеет вид

8ind(x , y, z ) =
(ε f − εp)

(εp + ε f )
8s (x , y, 2z b − z )

+

+∞
∫

−∞

+∞
∫

−∞

r(u, ν)8s(x − u, y − ν, 2z b − z )dudν. (58)

Аналогично из (54) и (55) найдем потенциал полного

поля 83 в пленке при z b ≤ z ≤ (z b + h) ( j = 3) и

потенциал 84 полного поля в полупространстве при

(z ≥ z b + h) ( j = 4):

83(x , y, z ) =
2ε f

(εp + ε f )
8s(x , y, z ) − (ε f − εp)

2εp

×
+∞
∫

−∞

+∞
∫

−∞

r(u, ν)8s(x − u, y − ν, z )dudν

+
2ε f (εp − εd)

(εp + ε f )(εp + εd)
8s (x , y, 2(z b + h) − z )

− (εp − εd)(ε f − εp)

2εp(εp + εd)

+∞
∫

−∞

+∞
∫

−∞

r(u, ν)

× 8s (x − u, y − ν, 2(z b + h) − z )dudν, (59)

84(x , y, z ) =
4ε f εp

(εp + ε f )(εp + εd)
8s (x , y, z ) − (ε f − εp)

(εp + εd)

+∞
∫

−∞

+∞
∫

−∞

r(u, ν)8s(x − u, y − ν, z )dudν.

(60)

Распределение электрического поля на
нановершине металлического
микроострия, расположенного вблизи
плоской границы тонкопленочной
структуры в квазистатическом
приближении

Рассмотрим металлическое остриё с наноразмерным

радиусом закругления вершины R. Пусть поверхность

острия вблизи вершины представляется (осесиммет-
ричным относительно оси Z) параболоидом вращения

z = R/2− (x2 + y2)/2R (рис. 6). Пусть вблизи острия

находится пленка толщиной h с границами z = z b и

z = (z b + h). Предполагается z b ≥ R/2. Комплексные ди-
электрические проницаемости металла острия, внешней

однородной среды, пленки и полубесконечной среды

за пленкой обозначим εm, ε f , εp и εd соответственно

(рис. 6).
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Рис. 5. Система точечных зарядов qk у пленки, расположен-

ной на границе полупространства.

Z

X

ed

R–R

ep

ef

em

O

z z h= +b

z z= b

z R= /2

Рис. 6. Вершина металлического параболоидального острия у

пленки, расположенной на границе полупространства. Геомет-

рия задачи.

Рассмотрим распределение гармонического электри-

ческого поля, которое установится в окрестности на-

новершины микроострия при схождении симметричной

ТМ поверхностной плазмонной волны, которая исполь-

зуется для фокусировки светового поля на нановершине

металлического микроострия в важных приложениях [1].

При решении данной задачи будем использовать ком-

плексное представление полей с временной зависимо-

стью e−iωt , где ω — циклическая частота. Будем пред-

полагать, что характерные геометрические размеры за-

дачи (порядка десяти нанометров) много меньше длины

электромагнитной волны в вакууме, соответствующей

частоте ω. Можно показать [7,20,21], что такую задачу

вблизи нановершины можно решать в квазиэлектро-

статической формулировке, при которой комплексный

потенциал электрического поля 8 удовлетворяет урав-

нению Лапласа 18 = 0, а нормальные и тангенциаль-

ные составляющие электрического поля на поверхности

острия и на двух плоских границах пленки должны

соответствовать известным граничным условиям

на поверхности острия:

ε f E f ,n = εmEm,n и E f ,τ = Em,τ , (61)

на границе пленки z = z b :

εpE3,n = ε f E f ,n и E3,τ = E f ,τ , (62)

на границе пленки z = z b + h:

εdE4,n = εpE3,n и E4,τ = E3,τ . (63)

Будем искать осесимметричное решение уравнения

Лапласа, имеющее максимум поля на вершине острия,

которое соответствует фокусировке на нем поверхност-

ной симметричной плазмонной TM-волны.

Кроме того, для автоматического удовлетворения гра-

ничных условий на плоских поверхностях пленки (62)
и (63) будем использовать специальный метод, который

будет изложен ниже. Пусть потенциал зарядов, находя-

щихся на параболоидальном металлическом острие, в

пространстве с проницаемостью ε f описывается функ-

цией 8s(x , y, z ). Пусть потенциал индуцированных за-

рядов на границах пленки (заметим, что из уравнений

Максвелла следует, что внутри однородного диэлектрика

нет поляризационных зарядов, они могут быть только

на границе) в пространстве с проницаемостью ε f равен

8ind(x , y, z ). Тогда полный потенциал 8tot в области,

заполненной диэлектриком с проницаемостью ε f , равен

8tot(x , y, z ) = 8s(x , y, z ) + 8ind(x , y, z ). (64)

Пусть потенциал электрического поля, возбуждаемого

зарядами острия в областях с εp и εd , т. е. в пленке

и в полупространстве за пленкой, равны 83(x , y, z )
и 84(x , y, z ) соответственно.

Найдем общий вид потенциала одиночного острия

без плоскослоистой структуры рядом, удовлетворяю-

щий уравнению Лапласа в однородном диэлектрическом

пространстве снаружи 8s(x , y, z ) и внутри 8m(x , y, z )
острия, причем на границе острия должны удовлетво-

ряться граничные условия (61). Введем параболоидаль-

ные координаты [22] (систему параболических коорди-

нат вращения) (α, β, ψ), которые связаны с прямоуголь-

ными декартовыми координатами (x , y, z ) формулами

x = cαβ cosψ, y = cαβ sinψ, z = c(β2 − α2)/2,
(65)
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где c — масштабный постоянный множитель. В рас-

сматриваемой системе координат с началом в точке 0 и

осью Z (рис. 6) уравнение Лапласа для электрического

потенциала внутри 8m или снаружи 8s острия при

аксиальной симметрии (8m и 8s не зависят от ψ) можно
записать следующим образом [22]:

18 = c−2(α2+β2)−1

(

∂28

∂α2
+
∂28

∂β2
+
1

α

∂8

∂α
+
1

β

∂8

∂β

)

= 0.

(66)
Общее осесимметричное решение (66) известно [22]

и определяется выражением

8 =
∑

(B1J0(pα) + B2Y0(pα))

× (C1I0(pβ) + C2K0(pβ)), (67)

где p, B1, B2,C1,C2 — константы; J0,Y0 — функции

Бесселя первого и второго рода нулевого порядка;

I0, K0 — модифицированные функции Бесселя первого и

второго рода нулевого порядка. Суммирование произво-

дится по решениям с различными значениями констант.

Пусть граница параболоидального острия определя-

ется уравнением β = β . Из (65) следует, что грани-

ца острия β = β0 в декартовых координатах (x , y, z )
определяется уравнением z = cβ20/2− (x2 + y2)/2cβ20 .
Несложно показать, что радиус кривизны вершины

острия равен R = cβ20 .
Имея в виду общность дальнейшего изложения,

перейдем к безразмерным координатам: x̃ = x/R,
ỹ = y/R, z̃ = z/R и α̃ = α/β0, β̃ = β/β0.

Безразмерные параболоидальные (α̃, β̃) и декартовы

координаты на плоскости (x̃ , z̃ ) связаны между

собой формулами α̃ =

√

√

x̃2 + ỹ2 + z̃ 2 − z̃ и

β̃ =
√

x̃2 + ỹ2
/

√

√

x̃2 + ỹ2 + z̃ 2 − z̃ . В этих координатах

граница острия будет определяться функцией

z̃ = 1/2− (x̃2 + ỹ2)/2. Нормируем потенциал на

его значение U в максимуме поля на вершине

острия, тогда можно перейти от размерного к

безразмерному потенциалу 8̃ = 8/U , для которого

должно удовлетворяться уравнение (66) в безразмерных

координатах.

В осесимметричном случае для выполнения гранич-

ных условий на поверхности вращения острия достаточ-

но удовлетворить их на линии пересечения поверхности

острия с любой плоскостью симметрии, проходящей

через ось Z. В качестве такой плоскости мы выберем

плоскость (x̃ , z̃ ) при ỹ = 0. Более конкретно, доста-

точно удовлетворить граничным условиям только на

границе пересечения полуплоскости ỹ = 0 при x̃ ≥ 0

и поверхности рассматриваемого параболоидального

острия. В безразмерных координатах это будет кривая

z̃ = 1/2− x̃2/2, при ỹ = 0 и x̃ ≥ 0. В нормированных

декартовых координатах в плоскости (x̃ , z̃ ) при ỹ = 0

компоненты нормированного электрического поля будут

иметь вид: Ẽx̄ = −∂8̃/∂ x̃ , Ẽz̄ = −∂8̃/∂ z̃ .

Итак, исходя из общего решения (67), будем искать

решение граничной задачи для электрического поля в

окрестности острия, предполагая, что потенциал снару-

жи 8̃s , при β ≥ β0, и потенциал внутри металлического

острия 8̃m, при β ≤ β0, имеют вид соответственно

8s =

N
∑

j=1

A jJ0(λ j α̃)K0(λ j β̃)

и

8m =

N
∑

j=1

B jJ0(λ j α̃)I0(λ j β̃), (68)

где A j, B j и λ j — константы. Значения λi можно

выбрать в виде λ j = µ j/L, где µ j , j = 1, 2, . . . , N —

первые N корней уравнения Бесселя J0(µ j) = 0, а L —

некоторое безразмерное расстояние от вершины, на ко-

тором мы будем удовлетворять граничным условиям на

поверхности острия. В пределе N → ∞ функции J0(λ j α̃)
с вышеуказанным выбором λ j на отрезке 0 ≤ α̃ ≤ L
образуют полную систему функций [23].
Отметим, что выбор функциональных зависимо-

стей (68) из общего решения (67) обусловлен естествен-

ными требованиями к сконцентрированному у вершины

полю (которые и выделяют указанные зависимости од-

нозначным образом):
а) Снаружи острия потенциал поля должен умень-

шаться при удалении от его поверхности, быть конеч-

ным и максимальным на вершине острия.

б) Внутри металла острия потенциал должен быть ко-

нечным в начале координат. Кроме того, электрический

потенциал должен быть непрерывен при переходе через

границу.

Тогда потенциал зарядов острия 8̃ в

координатах (x̃ , ỹ , z̃ ) в среде с ε f , после

подстановки выражений α̃ =

√

√

x̃2 + ỹ2 + z̃ 2 − z̃ и

β̃ =
√

x̃2 + ỹ2/

√

√

x̃2 + ỹ2 + z̃ 2 − z̃ в (68), можно

представить в виде

8̃s(x̃ , ỹ , z̃ ) =
N
∑

j=1

A jF j(x̃ , ỹ , z̃ ), (69)

где

F j(x̃ , ỹ , z̃ ) = J0

(

λ j

√

√

x̃2 + ỹ2 + z̃ 2 − z̃

)

× K0

(

λ j

√

x̃2 + ỹ2

√

√

x̃2 + ỹ2 + z̃ 2 − z̃

)

.

Аналогично потенциал индуцированных зарядов в

плоскослоистой структуре 8̃ind(x̃ , ỹ z̃ ) можно предста-

вить, учитывая (58), в виде

8ind(x̃ , ỹ , z̃ ) =

N
∑

j=1

A jP j(x̃ , ỹ , z̃ ). (70)
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где

P j(x̃ , ỹ , z̃ ) =
(ε f − εp)

(εp + ε f )
F j(x̃ , ỹ , z̃ )

+

+∞
∫

−∞

+∞
∫

−∞

r(u, ν)F j(x̃ − u, ỹ − ν, 2z̃ b − z̃ )dudν.

Подставляя (69) и (70) в (64), получим полный

потенциал в среде с ε f в виде

8tot(x̃ , ỹ , z̃ ) =

N
∑

j=1

A j (F j(x̃ , ỹ , z̃ ) + P j(x̃ , ỹ , z̃ )) . (71)

Аналогично из (68) в металле острия потенциал

можно представить в виде

8̃m(x̃ , ỹ , z̃ ) =
N
∑

j=1

B jH j(x̃ , ỹ , z̃ ), (72)

где

H j(x̃ , ỹ , z̃ ) = J0

(

λ j

√

√

x̃2 + ỹ2 + z̃ 2 − z̃

)

× I0

(

λ j

√

x̃2 + ỹ2

√

√

x̃2 + ỹ2 + z̃ 2 − z̃

)

.

На границе острия (при ỹ = 0, z̃ = 1/2− x̃2/2) еди-

ничные векторы нормали и касательной представляются

формулами

n = ex̃

(

x̃/
√

1 + x̃2

)

+ ez̃

(

1/
√

1 + x̃2

)

;

τ = ex̃

(

1/
√

1 + x̃2

)

+ ez̃

(

−x̃/
√

1 + x̃2

)

.

Тогда граничные условия для нормальных и тангенци-

альных полей на поверхности острия можно записать

−ε f ∂8̃tot/∂n
∣

∣

∣ ỹ=0
z̃=−1/2−x̃2/2

+ εm∂8̃m/∂n
∣

∣

∣ ỹ=0
z̃=−1/2−x̃2/2

= 0

и

−∂8̃tot/∂τ

∣

∣

∣ ỹ=0
z̃=1/2−x̃2/2

+ ∂8̃m/∂τ

∣

∣

∣ ỹ=0
z̃=1/2−x̃2/2

= 0. (73)

Если подставить в (73) выражения (71), (72), то полу-

чим линейные уравнения относительно A j , B j , которые

можно представить в виде

−ε f

N
∑

j=1

a j(x̃)A j + εm

N
∑

j=1

b j(x̃)B j = 0

и
N
∑

j=1

c j(x̃)A j +

N
∑

j=1

d j(x̃)B j = 0. (74)

Ради экономии места, мы не будем здесь выписывать

функции a j(x̃), b j(x̃), c j(x̃) и d j(x̃) в явном виде,

которые получаются при указанной тривиальной подста-

новке.

В данной работе уравнения (74) решались методом

коллокаций [24]. Указанные уравнения записывались в

(N − 1) точках кривой z̃ = 1/2 − x̃2/2 при ỹ = 0 и x̃ > 0

на поверхности острия. В результате были получены

(2N − 2) линейных алгебраических уравнений с 2N
неизвестными коэффициентами A j и B j . Для получе-

ния однозначного решения были добавлены еще два

уравнения: были приравнены единице потенциалы на

вершине острия, снаружи 8̃tot(0, 0, 1/2) = 1 и внутри

8̃m(0, 0, 1/2) = 1. В результате решения полученной

системы из 2N уравнений находись A j и B j , и по

ним распределения потенциала и электрического поля

во всем пространстве. При этом получалось нормиро-

ванное (на единицу на вершине острия) распределение

8̃tot(x̃ , ỹ , z̃ ).
Зная все A j , можно найти 8̃s(x̃ , ỹ , z̃ ). Тогда по фор-

мулам (59) и (60) можно найти потенциалы как в

пленке, так и в свободном полупространстве следующим

образом:

8̃3(x̃ , ỹ , z̃ ) =
N
∑

j=1

A j

(

2ε f

(εp + ε f )
F j(x̃ , ỹ , z̃ )

− (ε f − εp)

2εp
S j(x̃ , ỹ , z̃ )

+
2ε f (εp − εd)

(εp + ε f )(εp + εd)
F j(x̃ , ỹ , 2(z̃ b + h̃) − z̃ )

− (εp − εd)(ε f − εp)

2εp(εp + εd)
S j(x̃ , ỹ , 2(z̃ b + h̃) − z̃ )

)

, (75)

8̃4(x̃ , ỹ , z̃ ) =

N
∑

j=1

A j

(

4ε f εp

(εp + ε f )(εp + εd)
F j(x̃ , ỹ , z̃ )

− (ε f − εp)

(εp + εd)
S j(x̃ , ỹ , z̃ )

)

,

(76)

где S j(x̃ , ỹ , z̃ ) =
+∞
∫

−∞

+∞
∫

−∞

r(u, ν)F j(x̃ − u, ỹ − ν, z̃ ) В ито-

ге, формулы (71), (75) и (76) решают задачу нахождения

потенциала снаружи острия и во всей слоистой структу-

ре по известным значениям A j .

Обобщение метода зеркальных
отражений на случай плоскослоистой
структуры с произвольным
количеством пленок

Если проанализировать полученное в предыдущем

разделе обобщение метода зеркальных отражений для

Оптика и спектроскопия, 2022, том 130, вып. 9



Фокусировка поверхностной плазмонной волны на нановершине... 1451

системы зарядов, расположенных у границы одной плен-

ки, то важным моментом в обобщении было представле-

ние решения уравнения (27) для одного заряда в виде

(31), т. е. в виде

ϕ̂−
1 =

q
2γε f

+
q

2γε f
e2γ(z b−z q)R(γ, h),

где R(γ, h) = (ε f − εp)/(εp + ε f ) + χ(γ, h), а функция

χ(γ, h) определяется для плоскослоистой структуры со-

стоящей из одной пленки аналитической формулой (49)
и зависит от толщины пленки и от всех диэлектрических

проницаемостей задачи.

Функция R(γ, h) определяет потенциал ϕind(x , y, z )
индуцированных зарядов, причем отражение от

границы пленки z = z b определяется слагаемым

(ε f − εp)/(εp + ε f ), а влияние параметров пленки и

полупространства за ней определяется функцией χ(γ, h)
(см. (48)).
Обратим внимание, что χ(γ, h) возникает из задачи

нахождения поля от точечного заряда, расположенного

у одной пленки плоскослоистой структуры. Если в

плоскослоистой структуре будет несколько пленок, то

можно показать, что решение ϕ̂−
1 уравнения типа (27)

для точечного заряда будет иметь такой же вид

ϕ̂−
1 =

q
2γε f

+
q

2γε f
e−2γ(z b−z q)

(

(ε f − εp)

(εP + ε f )
+ χ(γ)

)

,

но функция χ(γ) будет зависеть от γ и всех параметров

сред и толщин пленок. Для двух пленок можно получить

аналитические формулы для χ(γ), но они получаются

громоздкими для использования. Можно доказать выше-

приведенное утверждение по индукции, а также убедить-

ся численно, что χ(γ) — быстро убывающая функция,

обратное преобразование Фурье которой существует и

интегралы быстро сходятся.

Таким образом, при фиксированных толщинах и ди-

электрических параметрах задачи функция χ зависит

только от γ и ее всегда можно найти численно по

найденному ϕ̂−
1 (из (27)) следующим образом:

χ(γ)=
2γε f

q
e2γ(z b−z q)

(

ϕ̂−
1 (γ)− q

2γε f

)

−
(

ε f −εp

εp+ε f

)

.

Функцию эту можно аппроксимировать

одномерным сплайном от γ , вычислив значения

χ(γ) в конечном числе точек γ . Тогда

обратное преобразование Фурье этой функции

r(u, ν)) = (2π)−2
+∞
∫

0

+∞
∫

0

χ
(

√

ξ2 + η2, h
)

ei(ξu+ην)dξdη

будет иметь простой вид r(u, ν) = r
(√

u2 + ν2
)

и

также представляться одномерным сплайном. Тогда

для одного точечного заряда рядом с многослойной

плоскослоистой структурой ϕ1(x , y, z ) и ϕind(x , y, z )
будут иметь тот же вид (53) и (51), но с другой

функцией r(u, ν) = r
(√

u2 + ν2
)

, представленной

одномерным сплайном. Подчеркнем, что функция

r(u, ν) определяется из задачи для точечного заряда.

Если известен потенциал системы зарядов в свобод-

ном пространстве без учета плоскослоистой структуры

8s(x , y, z ), выражающийся по формуле (56), то также

будет справедливо представление (57) для полного по-

тенциала 8tot(x , y, z ) с учетом произвольной плоскосло-

истой структуры в свободной области полупространства

перед ней.

Как найти теперь потенциалы внутри плоскослоистой

многопленочной структуры, ведь формулы (75) и (76)
годятся только для одной пленки? Ответ следующий:

зная 8̃tot(x̃ , ỹ , z̃ ), можно найти на границе пленки

8̃tot(x̃ , ỹ , z̃ b)и D̃tot,x(x̃ , ỹ , z̃ b) = −ε f ∂8̃tot(x̃ , ỹ , z̃ )/∂ z̃ |z̃=z̃ b ,

а значит, можно найти на этой границе фурье-образы

этих функций:

T(ξ, η) =

+∞
∫

−∞

+∞
∫

−∞

8̃tot(x̃ , ỹ , z̃ b)e
−iξ x̃−iηỹ dx̃dỹ,

D(ξ, η) =

+∞
∫

−∞

+∞
∫

−∞

D̃tot,x(x̃ , ỹ , z̃ b)e
−iξ x̃−iηỹ dx̃dỹ .

В силу симметрии задачи 8̃tot(x̃ , ỹ , z̃ b) = 8̃tot(ρ̃, z̃ b),
D̃tot,z (x̃ , ỹ , z̃ b) = D̃tot,z (ρ̃, z̃ b), T(ξ, η) = T(γ),

D(ξ, η) = D(γ), где ρ̃ =
√

x̃2 + ỹ2, γ =
√

ξ2 + η2.

Тогда из (6) и граничных условий (8) получим

(

T(γ)

D(γ)

)

=

(

1 e−γ h̃1

ε3γ −ε3γe−γ h̃1

)

× F̂3

или

F̂3 =

(

ϕ̂+
3

ϕ̂−
3

)

=

(

1 e−γ h̃1

ε3γ −ε3γe−γ h̃1

)−1

×
(

T(γ)

D(γ)

)

, (77)

где h̃1 — толщина первой пленки, ε3 — ее диэлектриче-

ская проницаемость.

По полученным из (77) функциям ϕ̂+
3 (γ) и ϕ̂−

3 (γ) и

из выражения (4) найдем потенциал в первой пленке

(с толщиной h̃1):

8̃3(x̃ , ỹ , z̃ ) = (2π)−2

+∞
∫

−∞

+∞
∫

−∞

ϕ̂+
3 (γ)e−γ(z̃−z̃ b)ei(ξ x̃+ηỹ)dξdη

+ (2π)−2

+∞
∫

−∞

+∞
∫

−∞

ϕ̂+
3 (γ)eγ(z̃−(z̃+h̃1))ei(ξ x̃+ηỹ)dξdη.

В следующей пленке с толщиной h̃2 и диэлектри-

ческой проницаемостью ε4 поле вычислим из уравне-

ния (9), связывающего F̂3 и F̂4, т. е. F̂4 = L−1
4 × R3 × F̂3
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Рис. 7. Распределение амплитуды электрического поля, нормированного на единицу в максимуме (на вершине острия):
(а) при толщине пленки h̃ = 0.5, диэлектрической проницаемости острия, пленки и полупространства за пленкой соответственно

−11.6 + i1.2, 2 и −11.6 + i1.2; (b) и (c) то же для двух пленок толщиной h̃1h̃2 = 0.5 и диэлектрическими проницаемостями

острия, первой пленки, второй пленки и полупространства за пленкой −11.6 + i1.2, 2, 011.6 + i1.2 и 4.

или

F̂4 =

(

ϕ̂+
4

ϕ̂−
4

)

=

(

1 e−γ h̃2

ε4γ −ε4γe−γ h̃2

)

×
(

e−γ h̃1 1

ε3γe−γ h̃1 −ε3γ

)

× F̂3,

(78)

здесь h̃1 и h̃2 — толщины первой и второй пленки в нор-

мированных координатах. Тогда, вычислив из (78)функ-

ции ϕ̂+
4 и ϕ̂−

4 , получим потенциал во второй пленке:

8̃4(x̃ , ỹ , z̃ ) = (2π)−2

+∞
∫

−∞

+∞
∫

−∞

ϕ̂+
4 (γ)e−γ(z̃−z̃ 3)ei(ξ x̃+ηỹ)dξdη

+ (2π)−2

+∞
∫

−∞

+∞
∫

−∞

ϕ̂−
4 (γ)eγ(z̃−z̃ 4)ei(ξ x̃+ηỹ)dξdη.

Продолжая таким же образом, можно найти полные

потенциалы от заряженного острия во всех пленках

задачи и в полупространстве за ними. Для определен-

ности рассмотрим задачу с двумя пленками. Запишем

граничное условие на последней границе второй пленки

и полупространства: L5 × F̂5 = R4 × F̂4, где

L5 = T5 =

(

1 1

ε5γ −ε5γ

)

,

откуда F̂5 = L−1
5 × R4 × F̂4 или

F̂5 =

(

ϕ̂+
5

0

)

= T−1
5 × T−1

4 × T−1
3 ×

(

T(γ)

D(γ)

)

,

где T−1
3 = R3 × (L3)

−1, T−1
4 = R4 × (L4)

−1, а R3, L3, R4,

L4 выражаются формулами (7). Вычислив ϕ̂+
5 , получим
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потенциал в свободном полупространстве

8̃5(x̃ , ỹ , z̃ ) = (2π)−2

+∞
∫

−∞

+∞
∫

−∞

ϕ̂+
5 (γ)e−γ(z̃−z̃ 4)ei(ξ x̃+ηỹ)dξdη.

Исследование фокального
распределения ЭМ поля у вершины
наноострия, расположенного рядом с
плоскослоистой структурой

Были проведены численные расчеты распределения

амплитуды сфокусированного поля для золотого острия,

расположенного вблизи плоскослоистой структуры, ко-

торое возникает при схождении (вдоль поверхности

острия к вершине) плазмонно-поляритонной ТМ-волны.

Частота сфокусированной волны соответствует длине

волны в вакууме λ0 = 633 nm. Диэлектрическая про-

ницаемость золота на этой частоте принималась рав-

ной εm = −11.6 + i1.2 [25]. Параболоидальное острие

находилось в среде c ε f = 1 рядом с плоскослоистой

структурой, состоящей из одной пленки с толщиной,

равной h̃ = 0.5 (в нормированных на радиус кривиз-

ны острия единицах). Диэлектрическая проницаемость

пленки равна εp = 2, а полупространство за пленкой за-

полнено золотом εd = εm . Границы пленки определялись

уравнениями z̃ = z̃ 2 = z̃ b = 1 и z̃ = z̃ 3 = z̃ b + h̃ = 1.5

(рис. 4, 6). Вершина металлического острия располага-

лась на расстоянии 1z̃ = 0.5 от поверхности пленки.

Система уравнений (74) решалась методом коллокаций

в отдельных точках границы вблизи вершины острия, как

было описано выше.

На рис. 7, а показано нормированное на единицу в

максимуме распределение амплитуды полного электри-

ческого поля в плоскости (x̃ , z̃ ) при указанных выше

параметрах. Видно, что поле имеет наибольшее значение

в свободном пространстве (в области с ε f , рис. 6) вблизи
вершины. Поле в пленке с εp = 2 меньше, а в металле

острия и полупространстве подложки значительно мень-

ше максимального. Это связано с естественной экрани-

ровкой электрического поля в диэлектрике и металле,

возникающее за счет возникновения индуцированных

зарядов. Чем больше диэлектрическая проницаемость,

тем сильнее экранировка. Важное свойство получен-

ного распределения поля: его характерный размер в

нормированных координатах одинаков и по порядку

величины равен радиусу вершины острия. То есть при

наноразмерах вершины и фокальное распределение поля

в пленке диэлектрика фоторезиста будет наноразмер-

ным. Полученное решение теоретически строго дока-

зывает принципиальную возможность нанолитографии,

основанной на полимеризации фоторезиста в фокусе

описанного возбужденного металлического острия, при-

чем с наноразмерной точностью.

Была рассмотрена задача с двумя пленками. Па-

раболоидальное острие, как в предыдущих расчетах,

находилось в среде c ε f = 1 рядом с плоскослоистой

структурой, состоящей из двух пленок. Первая пленка,

как в предыдущем примере, имела толщину h̃1 = 0.5

и диэлектрическую проницаемость ε3 = εp = 2. Вторая

пленка имела толщину h̃2 = 0.5 и диэлектрическую

проницаемость ε4 = εm (золотая пленка). Полупростран-

ство за второй пленкой имела диэлектрическую про-

ницаемость ε5 = εd = 4. Границы пленок определялись

уравнениями z̃ = z̃ 2 = z̃ b = 1, z̃ = z̃ 3 = z̃ b + h̃1 = 1.5,

и z̃ = z̃ 4 = z̃ b + h̃1 + h̃2 = 2. Вершина металлического

острия располагалась, как в предыдущей задаче, на

расстоянии 1z̃ = 0.5 от поверхности пленки. Система

уравнений решалась методом, изложенным в предыду-

щем разделе для двух пленок. На рис. 7, b, c показаны

результаты расчетов нормированного (на единицу в

максимуме на вершине острия) распределения ампли-

туды поля в плоскости (x̃ , z̃ ). Из рисунков видно,

что качественно выводы, сделанные для предыдущей

задачи, сохраняются. Поле плохо проникает в металл

с большой по модулю диэлектрической проницаемо-

стью. Важно, что поле имеет значительный уровень

в диэлектрической пленке с проницаемостью εp = 2,

которая моделирует слой фоторезиста. Тонкая пленка

металла помогает локализовать поле в диэлектрической

пленке и может использоваться во вспомогательных,

технологических целях, для более острой фокусировки

поля в фоторезисте.

Заключение

В работе предложена оригинальная матричная тех-

ника нахождения фундаментального решения оператора

Лапласа для плоскослоистых сред на примере элек-

тростатической задачи. Предложено обобщение мето-

да зеркальных отражений для плоскослоистых сред в

формулировке, позволяющей использовать преимуще-

ство предложенной матричной техники. Главными чер-

тами развитого метода являются логическая простота

и возможность обобщения решения на многопленочные

структуры и в пределе на градиентные пленки.

Применение метода для нахождения фокального рас-

пределения электрического поля в окрестности нано-

вершины металлического микроострия, расположенного

рядом с одной пленкой фоторезиста, позволяет опи-

сать проникновение поля в пленку и, таким образом,

решать практические задачи нанолитографии. Впервые

решенная задача нахождения распределения поля у вер-

шины металлического острия, расположенного вблизи

двух пленок (диэлектрической и металлической), проде-
монстрировала прикладные возможности предложенных

подходов.
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