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Рассмотрен несобственный интеграл, определяющий высокочастотную асимптотику спектрального распре-

деления энергии равновесного излучения в идеальном электронном газе. Установлено, что в
”
высокочастот-

ном“ пределе асимптотика этого интеграла имеет степенной характер, а его величина пропорциональна

плотности электронного газа как функции температуры и химического потенциала при произвольном

вырождении электронов.
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В последние годы возник большой интерес к изучению

теплого плотного вещества (ТПВ) (warm dense matter)
(см. подробнее [1–4]). Это обусловлено имеющимися

экспериментальными данными в области лабораторной

астрофизики, где существенным вопросом является ана-

лиз влияния вещества на характеристики равновесного

излучения в ТПВ [5,6]. Дело в том, что спектральное

распределение энергии равновесного излучения, уста-

новленное Планком, соответствует идеализированной

модели абсолютно черного тела (АЧТ) в полости, за-

полненной излучением и ограниченной поглощающей

материальной средой, так что излучение находится в

термодинамическом равновесии с окружающим веще-

ством (см. подробнее [7]). Однако эффекты взаимодей-

ствия фотонов с веществом, ограничивающим полость,

обычно не учитываются, хотя именно это взаимодей-

ствие обеспечивает равновесное состояние АЧТ [7].
Кроме того, имеющиеся экспериментальные данные [8,9]
свидетельствуют о влиянии вещества на характеристики

собственного излучения однородной и изотропной ма-

териальной среды. Различные аспекты определения ха-

рактеристик равновесного электромагнитного излучения

при наличии вещества рассмотрены в работах [10–13] и
цитированной там литературе. В частности, в работе [10]
было установлено, что средняя энергия равновесного

излучения Eph в материальной среде, занимающей мак-

роскопический объем V , может быть представлена в

виде

Eph =V
2
∑
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Здесь и далее f (q, λ) — точная равновесная функция

распределения фотонов по импульсам ~q и поляризации

λ = 1, 2 для исследуемой системы, которая характери-

зуется термодинамической температурой T (в энерге-

тических единицах). При этом равновесная однородная

и изотропная материальная среда рассматривается как

совокупность собственного квантованного электромаг-

нитного поля и заряженных частиц. Это означает, что

спектральное распределение энергии излучения в ве-

ществе εω(T, {µa}) зависит не только от частоты ω

и температуры T , как это имеет место в формуле

Планка ε
(0)
ω (T ) (1) для идеального газа фотонов, но и

от характеристик вещества, а именно от набора химиче-

ских потенциалов {µa} заряженных частиц различных

сортов a , входящих в систему. В результате отличие

спектрального распределения энергии излучения в ве-

ществе от формулы Планка ε
(0)
ω (T ) (1) полностью опре-

деляется поперечной диэлектрической проницаемостью

(ДП) εtrT (q, ω) для рассматриваемой однородной и изо-

тропной среды, линейные электромагнитные свойства

которой однозначно определяются продольной εl
T (q, ω)

и поперечной εtrT (q, ω) ДП [14]. Нижний индекс T в

обозначениях ДП означает, что соответствующие функ-

ции рассматриваются в термодинамическом пределе

(V → ∞) : ε
l(tr)
T (q, ω) ≡ εl(tr)(q, ω; T, {µa}).

Дальнейшее рассмотрение связано с анализом сходи-

мости несобственного интеграла в правой части соот-

ношения (2) [11,13] с учетом общих свойств электроди-

намических функций отклика [15]. Однако в отличие от
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рассмотрения продольной ДП εl
T (q, ω) (см. работу [16] и

цитированную там литературу) исследованию попереч-

ной ДП εtrT (q, ω) до сих пор не уделяется достаточного

внимания. Более того, даже для идеального электрон-

ного газа имеется только интегральное представление

при произвольном вырождении электронов (см. подроб-
нее [17]).

Тем не менее в работе [11] были установлены особен-

ности функции 1εω(T, {µa}) (2) для идеального элек-

тронного газа при произвольном вырождении в области

низких частот (ω → 0). В свою очередь в [13] было

показано, что в высокочастотном пределе (ω → ∞)
поведение функции 1εω(T, µe) (2) для идеального элек-

тронного газа при произвольном вырождении определя-

ется выражениями
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e
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Здесь и далее me — масса электрона с зарядом e
и спином Se = 1/2. Таким образом, задача сводится

к установлению асимптотики в области
”
высоких ча-

стот“ (β → ∞) функции 8(β, µ), выраженной через

несобственный интеграл (3). Для решения этой зада-

чи представим функцию 8(β, µ) согласно (3) в виде
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Из соотношений (5)−(7) находим
”
высокочастотную“

асимптотику для функций 8(±)(β, µ) в пределе β → ∞:
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√

β

∞
∫

0

dα
{

16β3/2α + 3β2
}

× exp
(

µ − β − α
√

β
)

|β→∞ → 12β2 exp(µ − β),

8(−)(β, µ)|β→∞ → 4
√

β

∞
∫

0

dα(4βα2 + 3β2)

× ln
(

1 + exp(µ − α2/4)
)

|β→∞ → 12β5/2I(µ),

где

I(µ) =

∞
∫

0

dα ln
(

1 + exp(µ − α2/4)
)

. (8)

При этом высокочастотная асимптотика спектраль-

ного распределения энергии равновесного излучения в

идеальном электронном газе имеет вид

1εω(T, µe)|ω→∞ → 24c2e2m3
eI(µe/T )/π3

~
3β3/2

ω ,

где функция I(µe/T ) определяется соотношением (8)
при произвольном вырождении электронного газа

|µe| < ∞. Учтем далее, что величина химического по-

тенциала электронов µe при заданной температуре T
определяется плотностью числа электронов ne(T, µe)
исходя из условия

ne(T, µe) = (2Se + 1)

∫

d3p f e(p)/(2π)3,

где
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{

exp
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)
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,

а ǫe(p) = ~
2p2/2me — энергия свободного электрона.

Используя в (8) интегрирование по частям, нетрудно

убедиться, что

ne(T, µe) = 2I(µe/T )/33
e

√
π,

3e = (2π~
2/meT )1/2 — тепловая длина волны

де Бройля для электронов. Следовательно,

8(βω, µe/T )|ω→∞ → 6
√
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3
e(T )β5/2

ω ,

1εω(T, µe)|ω→∞ → 24
√
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πc

(
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~ω

)3/2

. (9)

Соотношение (9) соответствует результатам, получен-
ным для идеального электронного газа в двух предель-

ных случаях: слабого (ne3
3
e ≪ 1) и сильного (ne3

3
e ≫ 1)

вырождения электронов (см. подробнее работы [11,13].
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В свою очередь высокочастотная асимптотика спек-

трального распределения энергии равновесного излу-

чения в идеальном электронном газе характеризует-

ся степенным убыванием с увеличением частоты при

произвольном вырождении, а значение асимптотики

полностью определяется плотностью электронного газа

ne(T, µe) как функцией температуры T и его химическо-

го потенциала µe .

В заключение отметим, что, несмотря на
”
медлен-

ность“ убывания с ростом частоты (в сравнении с

распределением Планка), средняя энергия равновесного

излучения, приходящаяся на единицу объема, является

конечной величиной. Следует подчеркнуть, что полу-

ченные результаты можно рассматривать как точные.

Дело в том, что в рассмотренной высокочастотной

асимптотике значение энергии фотонов ~ω считается

заведомо бо́льшим, чем характерные энергетические ве-

личины, характеризующие вещество, включая величину

характерной энергии кулоновского взаимодействия меж-

ду заряженными частицами в веществе. Это означает,

что в высокочастотном пределе в рассматриваемой ма-

териальной среде не выполняется закон Вина, который

непосредственно следует из распределения Планка для

АЧТ. При этом само равновесное излучение АЧТ яв-

ляется результатом взаимодействия заряженных частиц,

окружающих полость, заполненную излучением. Однако

материальная среда, представляющая собой совокуп-

ность полости с излучением при отсутствии (предпо-
ложительно) в ней частиц и окружающего эту полость

вещества с излучением, является неоднородной систе-

мой. В такой неоднородной системе в силу локально-

сти гамильтониана взаимодействия электромагнитного

поля с заряженными частицами средняя энергия такого

взаимодействия пропорциональна площади поверхности

взаимодействия S.
После перехода к термодинамическому пределу

(V → ∞, S → ∞) поверхностным вкладом в среднюю

энергию электромагнитного поля следует пренебречь

по сравнению с объемным вкладом, что и приводит к

распределению Планка для АЧТ. В свою очередь в насто-

ящей работе рассматривается однородная и изотропная

материальная среда, в которой отсутствуют выделенные

полости. Поэтому учет взаимодействия частиц и поля

приводит к поправке к распределению Планка, рассмат-

риваемому как
”
нулевое приближение“, в котором не

учитываются поверхностные эффекты. Такое рассмотре-

ние также приводит к корректному результату только в

термодинамическом пределе.

Вместе с тем последовательные модели для ТПВ

включают в себя учет связанных состояний электронов,

локализованных около ядер, образующих ионы ТПВ

как составные частицы. При этом ТПВ обычно ассо-

циируется с комбинацией сильно связанных ионов и

умеренно вырожденных электронов. С этой точки зре-

ния дальнейшее развитие полученных выше результатов

связано с построением моделей, учитывающих эффекты

взаимодействия между частицами вещества при описа-

нии поперечной ДП. При этом в отличие от хорошо

известных методов, используемых при рассмотрении

продольной ДП [18,19], для корректного рассмотрения

поперечной ДП необходимо последовательно учитывать

собственный магнитный момент электронов (см. подроб-
нее [20]).
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