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1. Введение

Объемные интегральные уравнения (ОИУ) основаны

на представлении полей внутри объемов тел. Они ис-

пользовались в основном для структур с диэлектриче-

скими включениями в задачах электродинамики и опти-

ки [1–27]. Впервые, по-видимому, они были введены еще

в работе [1]. Принцип их получения весьма прост: любое

тело, имеющее электрический и/или магнитный отклик

на воздействие поля, описывается его токами поляриза-

ции так, как будто они расположены в вакууме в объеме,

занятом телом [28]. Это позволяет применять для фор-

мулировок ОИУ аппарат вакуумных тензорных функций

Грина (ФГ), которые явно известны для свободного про-

странства [28] и для некоторых простых экранированных

областей с электрическими и магнитными стенками:

полых прямоугольных и круглых цилиндрических вол-

новодов и резонаторов, сферического резонатора и ряда

других. Диэлектрические тела в вакууме и в указанных

структурах описываются ОИУ. Использование импеданс-

ных экранов усложняет задачи, приводя к комбинирован-

ным объемно-поверхностным интегральным уравнениям

(ИУ), которые мы здесь детально не рассматриваем.

Поскольку металлы хорошо описываются диэлектри-

ческой проницаемостью (ДП) модели Друде-Лоренца

εm(ω, r) = εL(ω, r) − ω2
p/(ω

2 − iωωc), в которой член

Лоренца εL почти постоянный и действительный вплоть

до плазменной частоты ωp, то ОИУ описывают малые

металлические частицы и плазмоны в них, включая

локализованные плазмоны. Для описания поля в металле

один или все размеры должны быть сравнимы с глуби-

ной проникновения, иначе металлическое тело следует

рассматривать как импедансную поверхность с заданным

поверхностным импедансом. В последнее время возника-

ют электродинамические и оптические задачи для тел из

метаматериалов с эффективными (полученными гомоге-

низацией) материальными параметрами [16–18,29]. Та-
кие метаматериалы могут быть киральными, биизотроп-

ными и бианизотропными с электрическим и магнитным

откликами. В той области частот, где гомогенизация

выполнена корректно, а пространственной дисперсией

можно пренебречь, телам из метаматериалов также

можно сопоставить ОИУ в частотной области. Заметим,

что тела их фотонных кристаллов (ФК) в оптике прин-

ципиально могут быть описаны только тензорной ДП с

учетом пространственной дисперсии. Тогда применение

ОИУ возможно только в той частотной области, где

пространственной дисперсией можно пренебречь. Нако-

нец, ОИУ можно сформулировать в пространственно-

временной области [14,23]. Такие нестационарные ОИУ

в последнее время получают все более широкое при-

менение. Указанная широкая область возможных при-

менений ОИУ недостаточно отражена в публикациях, в

которых в основном рассмотрены задачи дифракции на

диэлектрических телах. Одной из целей обзора является

раскрытие возможностей метода ОИУ.

Хотя к настоящему времени появился значитель-

ный ряд коммерческих пакетов программ, основан-

ных на конечно-разностных (сеточных) методах в

пространственно-частотной (FDFD) и пространственно-

1520



Объемные интегродифференциальные уравнения в задачах дифракции... 1521

временной областях (FDTD), проекционных методах ти-

па метода моментов (МоМ), вариационных методах типа

метода конечных элементов (FEM) и на ряде других под-

ходов к решению уравнений Максвелла, позволяющих

анализировать рассматриваемые в обзоре структуры,

ОИУ находят все больше применений в электродина-

мике, оптике и в других областях. Преимущества ОИУ

особенно проявляются для открытых краевых задач и

аналогичных им задач с бесконечно удаленными грани-

цами, для неоднородных, нелинейных, анизотропных и

бианизотропных структур, где с коммерческими паке-

тами работать не очень удобно или даже невозможно.

Особенно преимущества ОИУ проявляются для тел

малых электрических размеров (электрический размер

тела определяется числом длин волн внутри него). Это,
например, характерно для локализованных плазмонов

в металлических наночастицах, для плазмонных и маг-

нитоплазмонных волноводов. Примером преимущества

моделирования методом ОИУ может служить разрежен-

ный ФК из диэлектрических включений, когда область

включений мала по сравнению со всей областью —

ячейкой периодичности. Если ФК состоит из диэлек-

трической основы, в которую периодически внедрены

объекты (метаатомы), то для моделирования дисперсии

следует использовать ФГ безграничного пространства с

ДП основы. Для открытых задач область внутри тел

обычно конечная, а область решения бесконечная, что

создает трудности для ряда методов, например метода

сеток или метода конечных разностей (МКР), МКЭ. Для

таких задач метод ОИУ дает решения с выполнением

условия излучения, т. е. корректно представляет поля в

дальней зоне. Решение ОИУ на основе дискретизации

с использованием объемных конечных элементов (КЭ)
позволяет на порядки снизить математическую размер-

ность задач (число узлов, число КЭ или базисных функ-

ций) по сравнению с сеточными методами и методами

типа КЭ, построенных на основе дифференциальных

уравнений Максвелла. Далее под размерностью задачи

будем понимать размерность матрицы при дискретиза-

ции. Правда, МКР и МКЭ проводит к разреженным

матрицам, тогда как МКЭ дает всюду плотные матрицы.

Но это небольшая плата за его преимущества, тем

более что решаются такие задачи обычно итерационно.

В принципе подход на основе метода ОИУ с использова-

нием объемных КЭ позволяет реализовывать достаточно

универсальные программные комплексы, но это, по-

видимому, область будущих реализаций коммерческих

пакетов программ электродинамического моделирова-

ния. Подобные работы ведутся. Удобством метода ОИУ

является и то, что на его основе легко формулируются

билинейные и квадратичные функционалы, нахождение

стационарных значений которых позволяет определять

поля или интегральные параметры задач, например

частоты диэлектрических резонаторов (ДР), коэффици-
енты отражения, сечения рассеяния, диаграммы направ-

ленности. На основе решения ОИУ удобно производить

гомогенизацию для ФК и метаматериалов [16–18], что

делать с использованием коммерческих пакетов затруд-

нительно.

В настоящем обзоре мы рассматриваем в основном

трехмерные открытые и экранированные краевые задачи

с проникновением поля в объем, которые формулируют-

ся как задачи дифракции или как задачи о собственных

значениях. Как частный случай рассмотрена двумерная

задача о свободных волнах волновода. Трехмерные зада-

чи о дифракции волн на импедансных и идеальных по-

верхностях (поверхностные интегральные уравнения), а
также задачи дифракции на объемных и иных неоднород-

ностях в волноводах не рассматриваются и упомянуты

вскользь. Для этих задач разработано множество мето-

дов, включая теорию возбуждения волноводов [28,30,31],
особенно в случаях, когда спектр собственных волн из-

вестен. Термином ОИУ мы в общем случае обозначаем и

объемные интегродифференциальные уравнения (ИДУ).
По поводу определения того, какие уравнения следует

относить к ИДУ, есть разногласия. Часто к ИДУ относят

гиперсингулярные ИУ, когда на интеграл (т. е. на ядро)
действует оператор ∇⊗∇ = grad(div). Мы же ИДУ бу-

дем называть уравнения, в которых на искомую функцию

действует как интегральный, так и дифференциальный

операторы, причем последний может действовать как

на функцию под интегралом, так и на внеинтегральный

член с ней. Последний случай сводится к первому

формальным введением дельта-особенности в ядро.

2. Интегральные и
интегродифференциальные
уравнения

Произвольное тело объема V , ограниченное по-

верхностью S в свободном пространстве, описывае-

мое частотной макроскопической ДП ε(ω, r), эквива-

лентно действию плотности электрического тока поля-

ризации J
p
ε (ω, r) = ∂iPε = iωε0(ε(ω, r) − 1)E(ω, r), где

E(ω, r) — поле, удовлетворяющее уравнениям Макс-

велла. Именно ∇×H(ω, r) = iωε0E(ε(ω, r) + J
p
ε (ω, r)

+ J0(ω, r), где J0(ω, r) — сторонние источники (плот-
ность стороннего тока), создающие поле. Второе уравне-

ние Максвелла имеет стандартный вид. В него следует

вводить источники, если тело имеет отклик в виде маг-

нитной поляризации. Далее слово
”
плотность“ опускаем

и пишем просто
”
ток“. При отсутствии тела J

p
ε ≡ 0, и

L0 определяют стороннее поле E0,H0, которое удобно

добавлять к возбужденному телом полю. В частности,

когда источники находятся на бесконечности, это поле

плоской волны. Тело может быть односвязным и много-

связным. Если тело имеет магнитные свойства, то в дру-

гое уравнение Максвелла также добавляется магнитный

ток поляризации L
p
µ(ω, r) = iωµ0(µ(ω, r) − 1)H(ω, r).

Удобство рассмотрения состоит в том, что эти источ-

ники локализованы в теле, которое может быть неод-

нородным и анизотропным. Если тело анизотропное, то

следует взять тензорные величины для ДП и магнитной
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проницаемости (МП):

Jp
ε (ω, r) = iωε0(ε̂(ω, r) − Î)E(ω, r),

Jp
µ(ω, r) = iωµ0(µ̂(ω, r) − Î)H(ω, r).

Далее везде Î — единичный тензор. Более того, можно

рассматривать бианизотропное тело. Для него имеют

место электрическая поляризация

Pε = ε0χ̂ε(ω, r)E(ω, r) + c−1ξ̂(ω, r)H(ω, r)

и магнитная поляризация

Pµ = µ0M = µ0χ̂µ(ω, r)H(ω, r) + c−1ζ̂ (ω, r)E(ω, r).

Здесь M — вектор намагниченности. Соответственно

введенные токи поляризации выражаются через воспри-

имчивости

χ̂ε(ω, r) = ε̂(ω, r) − Î, χ̂µ(ω, r) = µ̂(ω, r) − Î

и дополнительно через тензоры кросс-поляризаций ε̂

и ζ̂ , если имеет место бианизотропия. Бианизотропия

требует рассмотрения двух ИДУ, как и простой учет

электрических и магнитных свойств. Кросс-поляризация

приводит к дополнительным членам, не влияющим на

идею алгоритмизации. Ее рассматривать не будем. Поле

поляризации (решение однородных уравнений) запишем

в виде

Ep(r) = ik0

∫

V

⌊D̂G(k, r− r′)χ̂′ε(r′)Ep(r′)

− η0∇× G(k, r− r′)χ̂µ(r′)Hp(r′)⌋d3r ′, (1)

Hp(r) = ik0

∫

V

⌊D̂G(k, r− r′)χ̂′µ(r′)Hp(r′)

+ η−1
0 ∇× G(k, r− r′)χ̂′ε(r′)Ep(r′)⌋d3r ′. (2)

Здесь введены дифференциальные операторы

D̂ = −i(∇⊗∇ + k2 Î)/k , ∇⊗∇ = ∇∇, матрица ∇⊗∇
имеет компоненты ∂α∂β , α, β = x , y, z , k = k0

√
ε̃, обозна-

чена скалярная ФГ G(k, r− r′) = (4πR)−1 exp(−ikR),
χ̂′ε = ε̂(r)/ε̃ − Î, k0 = ω/c , R = r − r′ — расстояние

между точкой истока и наблюдения. Для неоднородных

структур с границами ФГ зависят от этих точек по

отдельности. В общем случае рассматриваем тела в

однородной безграничной среде без дисперсии (основе)
с ДП ε̃. Поэтому вместо ε̂(ω, r) следует брать ε̂(ω, r)/ε̃.
Для тел в вакууме G ≡ G0(k0, r) = |4πr|−1 exp(−ik0|r|).
Уравнения (1), (2) описывают однородные задачи,

например задачи о свободных (собственных) колебаниях
ДР. Для неоднородных задач (задач дифракции) к этим

полям следует добавить поля источников:

E0(r) =

∫

V0

D̂G(k, r− r′)J0(r′)d3r ′, (3)

H0(r) =

∫

V0

∇× G(k, r− r′)J0(r′)d3r ′. (4)

Здесь V0 — объем, занятый источниками поля. В ка-

честве простейших источников можно брать точечные

диполи. Источники на бесконечности создают плоские

волны, и возникает задача дифракции плоских волн на

теле. Теперь полные поля есть суперпозиции

E(r) = E0(r) + Ep(r) = E0(r) + K̂ε(r, E,H), (5)

H(r) = H0(r) + Hp(r) = H0(r) + K̂µ(r, E,H), (6)

где верхними шляпками обозначены интегральные опе-

раторы. Именно эти полные поля следует использовать

для вычисления токов поляризации, т. е. подставлять под

интегралы.

Уравнения (5), (6) принадлежат к сингулярным урав-

нениям типа Липпмана-Швингера [32]. В исходной фор-

мулировке (1), (2) их ядра имеют неинтегрируемые

особенности типа |r − r′|−3, что делает невозможным

применение кусочно-постоянных функций (или простых

квадратурных формул) для их непосредственного чис-

ленного решения. Часто такие ИУ называют гиперсин-

гулярными. Интегралы типа (1), (2) в обычном смысле

расходятся, поэтому следует использовать специальные

пространства базисных и весовых функций, а резуль-

тат понимать в обобщенном смысле как распределе-

ние (обобщенную функцию) [33–37]. Расходящиеся в

обычном смысле интегралы в таких сингулярных ИУ

следует понимать в смысле главного значения по Ко-

ши [38,39], а их расходимость в обычном смысле связана

с тем, что соответствующий интегральный оператор

хотя и ограничен, но не вполне непрерывен [8,35–39].
Физически сингулярность связана с ФГ точечного ис-

точника, имеющей особенность |r− r′|−1. Ее двойное

дифференцирование при определении полей и приводит

к максимальной особенности |r− r′|−3. Чтобы избежать

такого дифференцирования, удобно переформулировать

уравнения, в частности формулировать ОИУ для элек-

тродинамических потенциалов [40]. Их можно вводить

по-разному. Приведем пример такой формулировки для

диэлектрического тела с использованием электрическо-

го вектора-потенциала. Он определяется уравнением

A(ω, r) =

∫

V

G(r − r′)Jp(r
′)d3r ′.

Используя ток поляризации тела

Jp(r) = iωε0(ε(ω, r) − 1)E(ω, r) и выражение электри-

ческого поля через электрический вектор-потенциал [28]
E(ω, r) = ⌊∇(∇ · A(ω, r)) + k2

0A(ω, r)⌋/(iωε0),
подставляем результат под интеграл и получаем

объемное ИДУ для вектора-потенциала A с ядром G,

у которого особенность |r− r′|−1. Под интеграл

входит как A, так и вторые производные компонент

потенциала. Решение этого ИДУ требует использования

дважды непрерывно дифференцируемых базисных
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функций, поскольку вторые производные входят под

интеграл, а касательные компоненты поля должны быть

непрерывны на границе тела. Пример преобразования

объемного сингулярного интеграла дан в классической

монографии [41] (см. также [8]). Исключается

бесконечно малая шаровая окрестность сингулярной

точки, интеграл по ней заменяется с использованием

формулы Остроградского на поверхностный по

бесконечно малой сфере, а трехмерный интеграл

понимается в смысле главного значения по Коши

как предел при удаленной шаровой окрестности при

стремлении ее радиуса к нулю. В результате возникает

внеинтегральный член. К вычислению оставшегося

интеграла можно применять квадратурные формулы или

кусочно-постоянные КЭ, заданные при дискретизации

на кубиках, а также и более гладкие объемные

КЭ. При этом диагональные матричные элементы

в получающейся системе линейных алгебраических

элементов обнуляются.

Далее будем преобразовывать сингулярные ИУ к сла-

бо сингулярным, т. е. к имеющим ядра с пониженными

сингулярностями, интегрируемыми в обычном смысле,

что позволяет использовать кусочно-постоянные и иные

аппроксимации. Интегральные операторы таких задач

фредгольмовы, а задачи разрешимы [6–8]. Принципиаль-

но для уравнений электродинамики обоснованы проек-

ционные методы [35–37]. Однако проекционные методы

не всегда удобны, а ОИУ в ряде случаев обладают перед

ними преимуществами. Для сингулярных ОИУ с пони-

манием интегралов в описанном выше смысле также до-

казана фредгольмовость и разрешимость [8,21–27]. Для
упрощения дальнейших выкладок будем рассматривать

преобразования для немагнитного тела на примере ОИУ

относительно электрического поля (1):

E(r) = E0(r) + ik0

∫

V

D̂G(k, r− r′)χ̂′ε(r′)E(r′)d3r ′. (7)

Уравнение (2) при этом принимает вид

H(r) = H0(r) + ik0η
−1
0

∫

V

∇×G(k, r− r′)χ̂′ε(r′)E(r′)d3r ′.

(8)
Оно позволяет вычислить магнитное поле, используя

решение ОИУ (7). Используя nуравнение Максвелла в

виде E(r) = −iη0ε̂−1(∇×H(r) − J0(r))/k0 и подставляя

в правую часть (8), получаем уравнение относительно

магнитного поля. Здесь η0 =
√
µ0/ε0. Для изотропного

тела в вакууме оно имеет вид

H(r) = H0(r) + H̃0(r)

+

∫

V

∇×
[

G0(k0, r− r′)(1− ε−1(r′))∇′ ×H(r′)
]

d3r ′,

(9)

H̃0(r) +

∫

V

∇×
[

G(k, r− r′)(ε′(r′) − 1)J0(r′)
]

d3r ′.

(10)
Это ИДУ для магнитного поля. Оно удобно при слож-

ных границах, поскольку магнитное поле не терпит на

них скачков, поэтому можно использовать непрерывные

базисные функции. Штрих у оператора ∇′× означает,

что он действует на штрихованные координаты. Для

любой векторной функции F имеем

∇× G0(k0, r− r′)F(r′) =

−∇′ ×
[

G0(k0, r− r′)F(r′)
]

+ G0(k0, r− r′)∇′ × F(r′).

Применяя теорему о роторе ([42], стр. 175), перепишем

ИДУ (9) в виде

H(r) = H0(r) + H̃0(r) −
∮

S

G0(k0, r− r′)

×
[

(1− ε−1(r′))∇′ ×H(r′)
]

× v(r′)d2r ′

+

∫

V

G0(k0, r− r′)∇′ ×
[

(1− ε−1(r′))∇′ ×H(r′)
]

d3r ′.

(11)
Если ИДУ (9) требует для решения непрерывно диф-

ференцируемых базисных функций, то для ИДУ (11)
нужны дважды непрерывно дифференцируемые функ-

ции. Очевидно, преобразования можно произвести и с

тензорной ДП.

Для электромагнитных (фотонных) кристаллов урав-

нения модифицируются просто заменой ФГ. Скалярная

ФГ периодических источников, фазы которых сдви-

нуты согласно условиям Флоке-Блоха на величину

exp(−i(k + g)(r′), имеет вид

G̃(r− r′) =
1

�0

∑

n

exp(−i(k + gn)(r − r′))

(k + gn)2 − k2
0ε̃

. (12)

Здесь �0 = a1 · (a2 × a3) — объем элементарной

ячейки периодичности, a1, a2, a3 — векторы

трансляций, b1, b2, b3 — тройка векторов обратной

решетки: aklbl = 2πδkl , bk = 2π(−1)P(klm)al × am/�0,

P(klm) = ∓1 в зависимости от четности/нечетности

перестановок, gn = n1b1 + n2b2 + n3b3, n = (n1, n2, n3).
Для ячейки в форме параллелепипеда a1 = (a1, 0, 0),
a2 = (0, a2, 0), a3 = (0, 0, a3), �0 = a1a2a3,

gn = (2πn1/a1, 2πn2/a2, 2πn3/a3), и суммирование

идет по всем трем индексам −∞ < nk < ∞. ФГ (12)
удовлетворяет неоднородному уравнению Гельмгольца

с дельта-сингулярностью (∇2 + k2
0ε̃)G̃(r− r′) exp(−ikr′).

Обозначенная ранее ФГ имеет спектральное

представление типа (12) в виде

G(r− r′) =
1

(2π)3

∫

exp(−ik(r− r′))

k2 − k2
0ε̃

d3k. (13)
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Тройной интеграл в бесконечных пределах обозначен од-

ним символом. Это представление удобно при интегри-

ровании по координатам, но требует вычисления спек-

тральных интегралов. Использование ФГ (12) требует

суммирования рядов. В ряде работ получены результаты

по быстрому суммированию подобных рядов. Иногда

может быть полезен следующий вид ФГ, полученный

интегрированием, например, по переменной kz методом

вычетов:

G(r− r′) =
1

8π2

∞
∫

−∞

exp(−ikx (x−x ′)−iky (y−y ′)

−i k̃z (kx ,ky )|z−z ′|)

i k̃z (kx , ky)
dkxdky . (14)

Здесь уже k̃z =
√

k2
0ε̃ − k2

x − k2
y . Для затухающих (ан-

глоязычный термин — эванесцентных) в направлении

z волн k̃z = −i
√

k2
x + k2

y − k2
0ε̃. Также часто используют

ФГ в экранированных областях. Весьма просто полу-

чаются ФГ для идеальных экранов [28], волноводов

и резонаторов с идеальными стенками, в частности

прямоугольного волновода и резонатора [28,31,43], где
она строится методом многократных изображений или с

использованием известных собственных функций. Если

формально обозначить набор таких функций ϕn(r) и

собственных значений ωn, то ФГ строится как резоль-

вента в виде разложения по ϕn(r)ϕ
∗
n (r′)/(ω − ωn) [44].

Существенно более сложными являются задачи с ди-

электрическими полупространствами [28]. Примером

служит задача Зоммерфельда о вертикальном диполе.

Сюда же относится и задача о горизонтальном диполе.

Наличие границ требует получения трех решений для

трех ориентаций электрического диполя и трех решений

для трех ориентаций магнитного диполя. ФГ слоистых

структур приведены в большом ряде работ, например

в [45–50]. Если магнитных свойств у тела нет (µ = 1),
то вектор-потенциал имеет компоненты

Ap
α(r) =

∫

V0

Gαα(k, r − r′)J p
α(r

′)d3r ′,

α = x , y, z , т. е. определяется не скалярной, а диаго-

нальной тензорной ФГ. При магнитных свойствах надо

вводит еще и магнитный вектор-потенциал.

Поскольку преобразование уравнений к менее сингу-

лярным ядрам не затрагивает свободные члены, будем

их проводить на примере ОИУ (1) для открытого ДР.

Свободным колебаниям ДР соответствует комплексное

волновое число k0 = k ′
0. Вместо ОИУ (1) будем исполь-

зовать эквивалентное ИДУ [2]

E(r) =

∫

V

{

k2
0G0(r − r′)[ε̂(r′) − Î]E(r′)

+ ∇G0(r − r′)∇′[(ε̂(r′) − Î)E(r′)]
}

d3r ′

+

∮

S

[ε̂(r′) − Î](v(r′)E(r′))∇′G0(r − r′)d2r ′. (15)

Здесь v(r) · E(r) = Ev(r) — нормальная компонента,

взятая на внутренней стороне поверхности, как и ве-

личина ε̂(r). ИДУ (15) является сингулярным с ин-

тегрируемой особенностью. Оно записано для вакуум-

ной ФГ, но легко может быть переписано для ФГ

диэлектрической основы G(k, r− r′). Такой вид удобен

для анализа ФК или фотонно-кристаллических волново-

дов с дырочными включениями. В этом случае ОИУ

следует решать только в областях дырок (полостей),
где отрицательная восприимчивость χ′(r) = 1/ε̃ − 1 < 0

характеризует дырку в диэлектрическом пространстве.

ОИУ (15) можно получить, используя, например, фор-

мулы Стреттона-Чу [3] или же непосредственно приме-

няя векторные интегральные теоремы и перенося в (1)
операции дифференцирования с ядра на подынтеграль-

ную функцию [9,51]. При этом следует использовать

соотношение ∇G0(r− r′) = −∇′G0(r− r′) и теорему о

дивергенции (Гаусса) [9,40,51]. Поскольку точка устрем-

ляется к поверхности изнутри, а нормальная компонента

электрического поля и ДП имеют скачок на поверх-

ности S, в поверхностном интеграле в формуле (15)
следует взять предельные на поверхности внутренние

значения. Внешнее значение, соответствующее вакууму,

будем обозначать символом
”
+“, а внутреннее соот-

ветственно как E−. Наличие скачка ДП приводит к

появлению на S поверхностной плотности связанного

заряда σ (r) = v · ⌊ε̂(r) − Î⌋E−(r), r ∈ S в силу гранич-

ного условия v · (ε̂E− − E+) = 0. В случае скалярной

проницаемости ИДУ (15) может быть преобразовано в

объемно-поверхностное ИУ [9,51]

E(r) =

∫

V

{

k2
0G0(r − r′)[ε(r′) − 1]E(r′)

− ε−1(r′)[E(r′)∇′ε(r′)]∇′G0(r− r′)
}

d3r ′

+

∮

S

[ε(r′) − 1](v(r′)E(r′))∇′G0(r− r′)d2r ′,

(16)
поскольку тогда в силу соленоидальности вектора

ε(r)E(r) имеем E(r)∇ε(r) + ε(r)∇ · E(r) = 0 и

∇ · [ε(r)E(r) − E(r)] = ∇ · E(r) = ε−1(r)E(r)∇ε(r).
В этом случае на поверхности возникает плотность

заряда σ (r) = [ε(r) − 1]E−
v (r) = E+

v (r) − E−
v (r), т. е.

поверхностная плотность заряда является скалярной

величиной и выражается через скачок поля. Если же

ДП постоянная внутри объема, то характеризующий

объемную плотность член с ∇′ε(r′) исчезает, и ИУ

упрощается:

E(r) = k2
0(ε − 1)

∫

V

G0(r − r′)E(r′)d3r ′

+ (ε − 1)

∮

S

Ev(r
′)∇′G0(r − r′)d3r ′. (17)
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В ИУ (17) ∇′G0(r− r′) = −∇G0(r− r′), поэтому оно

имеет вид представления электрического поля через

потенциальный член с поверхностными источниками и

потенциальный и соленоидальный члены с объемными

источниками. Действительно, согласно теореме Гельм-

гольца [42,52], E(r) = ∇× F(r) −∇8(r). Это представ-

ление поля через его потенциальную и соленоидальную

части. Задача состоит в формулировке связанных уравне-

ний относительно потенциалов F(r) и 8(r). Рассмотрим
интеграл

∫

V

G0(r − r′)∇′8(r′)d3r ′ =

=

∫

V

{

∇′[G0(r− r′)8(r′)] − 8(r′)∇G0(r − r′)
}

d3r ′.

Он имеет вид

−∇
∫

V

G0(r− r′)8(r′)d3r ′ +

∮

S

v(r′)[G0(r− r′)8(r′)]d2r ′.

Здесь мы использовали теорему о градиенте [42]. В пер-

вом члене явно выделен градиент, поэтому он потен-

циальный. Поверхностный интеграл представляет собой

некую векторную функцию с поверхностной плотностью

v(r′)8(r). Представим его в виде ∇× L(r) −∇9(r),
F = k2

0(ε − 1)L. Взяв дивергенцию, получим уравнение

Пуассона

∇29(r) = −
∮

S

v(r′)[∇G0(r− r′)8(r′)]d2r ′. (18)

Взяв ротор, также получим уравнение Пуассона

∇2F(r) = −k2
0(ε − 1)

∮

S

v(r′) ×∇G0(r− r′)8(r′)d2r ′.

(19)
На вектор F мы наложили условие соленоидальности.

Для нахождения F и 9 надо решать уравнения Пуассона,

которые формально можно явно записать с помощью

статической ФГ G0(0, r− r′) = (4π|r − r′|)−1. Тогда ин-

теграл представляется в виде

∮

S

v(r′)[G0(r− r′)8(r′)]d2r ′ = ∇× L(r) −∇9(r),

а уравнение для потенциала 8 приобретает вид

8(r) = k2
0(ε − 1)9(r) − k2

0(ε − 1)

∫

V

G0(r − r′)8(r′)d3r ′

+ (ε − 1)

∮

S

Ev(r
′)G0(r− r′)d2r ′.

(20)

Этот потенциал определен с точностью до константы.

Второй объемный интеграл в (17) имеет представление
∫

V

G0(r− r′)∇′ × F(r′)d3r ′ =

=

∫

V

{

∇′ × [G0(r − r′)F(r′)] −∇G0(r− r′) × F(r′)
}

d2r ′

или

−∇×
∫

V

G0(r− r′)F(r′)d3r ′

+

∮

S

v(r′) × [G0(r− r′)F(r′)]d2r ′.

Здесь использована теорема о роторе. Теоремы о

градиенте, роторе и дивергенции (Гаусса) выражают

объемные интегралы от действия этих операторов на

некие функции через поверхностные интегралы от этих

функций и позволяют преобразовывать ОИУ. Такие пре-

образования (как и формулы Грина) есть трехмерный

аналог интегрирования по частям. Разбивая (17) на

потенциальную и соленоидальную части, получаем

E0(r) = k2
0(ε − 1)

[

2

∮

S

v(r′) × [G0(r− r′)F(r′)]d2r ′

−
∫

V

G0(r − r′)∇′ × F(r′)d3r ′
]

.

(21)
В это уравнение подставлено возбуждающее поле, на-

пример, плоской волны, которое всегда соленоидальное.

Учитывая уравнение для потенциала 8, уравнение (21)
можно трактовать как объемно-поверхностное ИДУ для

функции F(r). Соотношения (20) и (19) являются свя-

занными парными уравнениями. Они определяют элек-

трическое поле через введенные потенциалы F(r) и

∇8(r). Эти уравнения надо решать совместно. Связь

уравнений осуществляется через поверхностный инте-

грал в (20), поскольку Ev зависит от обоих потенциалов.

Уравнения (20) и (21) для потенциалов имеют слабо

сингулярные ядра G0(r− r′).
Поверхностные интегралы в (15) появляются, если

тело имеет резкую границу, т. е. функция ε̂(r) на S
разрывная и скачком уменьшается до единицы. Если

же ε̂(r) гладкая и плавно уменьшается до единицы

в некотором внутреннем приповерхностном слое, то

E+
v (r) = E−

v (r), и поверхностный интеграл не возникает,

однако в указанном слое имеется объемная плотность

заряда. Нетрудно показать, что в пределе при уменьше-

нии толщины такого слоя до нуля объемный интеграл

по нему эквивалентен поверхностному интегралу от

получающегося скачка нормальной компоненты поля.

В задачах дифракции уравнения следует дополнять сто-

ронними полями.
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Еще один подход к преобразованию уравнений

основан на сингулярном ИУ [8,52–54], получаемом

из (1), (2) путем выделения особенности в ФГ

G(k, r) = G(0, r) + 1G(k, (r)) и выделения соответству-

ющих ей внеинтегральных членов. Они выделяются

путем интегрирования по бесконечно малому шару,

окружающему точку наблюдения, с использованием тео-

ремы Остроградского [54]. Такое ИУ не содержит по-

верхностных интегралов [8]. Преобразование опять про-

ведем на примере ОИУ (7) с вакуумной ФГ. Отметим,

что G0(k0, r− r′) = G0(0, r − r′) + 1G0(k0, r− r′), где

1G0(k0, r − r′) = (4πR)−1(exp(−ik0R) − 1), R = |r− r′|,
или 1G0 = (4πR)−1⌊−ik0R − (k0R)2/2 + . . .⌋. Использо-

вание приближенного ядра возможно при низких часто-

тах, когда отбрасываемые члены малы. Метод сведения к

сингулярному ОИУ основан на интегрировании вторых

производных типа ∂2ααG0(0, r− r′) по шару в окрестно-

сти точки истока. В результате применения теоремы

Остроградского выделяется член −χ̂′ε(r′)E(r′)/3, и урав-

нение приобретает вид

E(r)
(

Î + χ̂′ε(r)E(r)/3
)

= p.v.
∫

V

(∇⊗∇ + k2
0Î)

× G0(k0, r− r′)χ̂′ε(r′)E(r′)d3r ′. (22)

Интеграл понимается как предел при удалении беско-

нечно малой окрестности точки истока. Заметим, что

эту операцию целесообразно проводить только для диа-

гональных членов оператора ∇⊗∇.

Отметим еще одну возможность преобразования урав-

нений с целью снижения сингулярности их ядер. Для

уравнений относительно обоих полей можно строить

квадратичные функционалы, скалярно умножая их на

бивектор (E,H), или же билинейные функционалы, ска-

лярно умножая на бивектор (Ẽ, H̃). Если бивектор (E,H)

следует найти, то векторные функции Ẽ и H̃ можно брать

произвольными. Степень гладкости и граничные условия

для этих весовых функций ∇⊗∇ можно задавать.

В случае дважды дифференцируемых таких функций в

скалярном произведении производные оператора можно

переносить как на искомые поля под интегралом, так и

на весовые поля. При этом можно перенести дифферен-

циальный оператор частично один раз или же полностью

два раза на весовые функции с тильдами. В последнем

случае возникает ядро G0. Это же относится к уравне-

ниям относительно только электрического или только

магнитного полей. При этом возникают поверхностные

интегралы. Если весовые функции еще удовлетворяют

нулевым граничным условиям на поверхностях, это

обнуляет поверхностные интегралы, упрощая уравнения.

Такие тригонометрические функции можно ввести, на-

пример, для моделирования прямоугольных ДР.

3. Моделирование диэлектрических
резонаторов

Комплексные резонансные частоты произвольного ДР

в свободном пространстве могут быть рассчитаны на ос-

нове любого из уравнений (15), (16), (22). Рассмотрим,
например, уравнение (15) для изотропного и неоднород-

ного ДР:

E(r) =

∫

V

E(r′)
{

k2
0G0(r − r′)(ε(r′) − 1)

+ ε−1(r′)∇′ε(r′)
}

d3r ′+

+

∮

S

Ev(r
′)(ε(r′) − 1)∇′G0(r− r′)d2r ′. (23)

Умножая скалярно на E∗(r) и интегрируя, получаем

k2
0 =

=

∫

V
|E(r)|2d3r −

∫

V

∫

V
E∗(r)E(r′)ε−1(r′)∇′ε(r′)d3r ′d3r

+
∫

V

∮

S
E0(r′)(ε(r′) − 1)E∗(r)∇′G0(r− r′)d2r ′d2r

∫

V

∫

V
E∗(r)E(r′)G0(r− r′)(ε(r′) − 1)d3r ′d3r

.

Это квадратичный функционал, стационарное значение

которого дает квадрат комплексного волнового числа, а

его нахождение определяет поле. Находить его можно

итерационно совместно с решением ОИУ (23). Ряд по-

добных функционалов, а также и итерационные алгорит-

мы для них приведены в монографии [9]. Приведенный

функционал и ОИУ содержат поверхностные интегралы,

что неудобно. Рассмотрим исходное гиперсингулярное

ОИУ для такого ДР:

E(r) = (∇⊗∇ + k2
0)

∫

V

G0(r− r′)(ε(r′) − 1)E(r′)d3r ′.

(24)
Выберем функцию Ẽ(r) такую, что ее нормальная ком-

понента обращается в нуль на поверхности ДР. Тогда

скалярное умножение дает функционал

k2
0 =

∫

V
Ẽ∗(r)E(r)d3r+

∫

V

∫

V
Ẽ∗(r)∇G0(r−r′)(ε(r′)−1)E(r′)d3r ′

∫

V

∫

V
Ẽ∗(r)E(r′)G0(r− r′)(ε(r′) − 1)d3r ′

.

(25)
Его экстремум можно искать с использованием ба-

зисных функций и весовых функций En(r). При этом

следует решать систему линейных уравнений совместно

с проведением итераций в (25). Перед каждой итерацией

электрическое поле следует нормировать [9].
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Рассмотрим цилиндрические ДР, для чего используем

представление ФГ в цилиндрической системе коорди-

нат [28]. Один из способов такого представления заклю-

чается в замене переменных x = ρ cos(ϕ), y = ρ sin(ϕ)
в соответствующих декартовых представлениях, напри-

мер,

G(ρ, ϕ, z |ρ′, ϕ′, z ′) = (4πR)−1 exp(− jkR),

R =
(

ρ2 + ρ′2 − 2ρρ′ cos(ϕ − ϕ′) + (z − z ′)2
)

. (26)

Можно выполнить указанную замену и в других пред-

ставлениях ФГ, даваемых приведенными в [28] соот-

ношениями, например формулами 2.8 и 2.14, или же

использовать представление 2.15 (далее все аналогичные
ссылки будут соответствовать указанной работе). Од-

нако часто более удобно применять непосредственные

представления ФГ в цилиндрической системе (форму-
лы 2.17, 2.18, 2.20, 2.21 и 2.22). Наличие нескольких

видов представлений ФГ создает удобства при вычисле-

нии интегралов в матричных элементах, поскольку есть

возможность выбрать наиболее подходящую формулу,

для которой они вычисляются наиболее просто, а так-

же позволяет решить задачу несколькими алгоритмами.

При переходе в цилиндрическую систему координат

вектор-потенциал A и вектор E преобразуются по фор-

мулам 2.63, при этом ОИУ приобретает вид

Eρ(ρ, ϕ, z ) = k2

∫

V

G(r − r′)[ε(r′) − 1]

×
{

Eρ(r
′) cos(ϕ − ϕ′) + Eϕ(r′) sin(ϕ − ϕ′)

}

d3r ′

−
∫

V

{

ε−1(r′)[E(r′)∇′ε(r′)]
∂G(r − r′)

∂ρ′

}

d3r ′

+

∮

[ε(r′) − 1](v(r′)E(r′))
∂G(r− r′)

∂ρ′
d2r ′, (27)

Eρ(ρ, ϕ, z ) = k2

∫

V

G(r − r′)[ε(r′) − 1]

×
{

Eϕ(r′) cos(ϕ − ϕ′) − Eρ(r
′) sin(ϕ − ϕ′)

}

d3r ′

−
∫

V

{

ε−1(r′)[E(r′)∇′ε(r′)]
∂G(r − r′)

ρ∂ϕ′

}

d3r ′

+

∮

[ε(r − r′) − 1](v(r − r′)E(r − r′))
∂G(r − r′)

ρ∂ϕ′
d2r ′,

(28)

Ez (ρ, ϕ, z ) = k2

∫

V

G(r− r′)[ε(r′) − 1]Ez (r
′)d3r ′

−
∫

V

{

ε−1(r′)[E(r′)∇′ε(r′)]
∂G(r′)

∂z ′

}

d3r ′

+

∮

[ε(r′) − 1](v(r′)E(r′))
∂G(r′)

∂z ′
d2r ′. (29)

В связанных ИУ (27)−(29) для компактности записи

использованы координаты r и r′, которые следует рас-

сматривать в цилиндрической системе. Элемент объема

имеет вид d3r ′ = ρ′dρ′dϕ′dz ′, а вид элемента поверхно-

сти d2r ′ зависит от координаты точки на цилиндре.

В случае, когда поле не зависит от координаты ϕ,

указанные ФГ можно упростить, выполнив интегри-

рование по углу. Пусть, например, рассматривают-

ся азимутально-симметричные H-колебания изотропного

цилиндрического ДР радиуса r0 и высоты h. Тогда

отлична от нуля лишь Eϕ-компонента, и ИУ (5)−(7)
приобретает вид [4]

Eϕ(ρ, z ) = k2

∫

SM

(ε(ρ′, z ′) − 1)Ḡ(ρ, z |ρ′, z ′)ρ′dρ′dz ′,

(30)
где SM — меридианное сечение 0 ≤ ρ ≤ r0, |z | ≤ h/2, а
ядро имеет представление

Ḡ(ρ, z |ρ′z ′) =

2π
∫

0

cos(ϕ − ϕ′)G(ρ, ϕ, z |ρ′, ϕ′, z ′)dϕ′.

(31)
ФГ (31) не зависит от ϕ и представляется также удво-

енным интегралом типа (31) по области (0, π). Действи-
тельно, сделаем в (31) замену переменных ϑ = ϕ′ − ϕ.

Поскольку R и G периодичны по ϑ с периодом 2π,

значение интеграла (31) по области (−ϕ, 2π − ϕ) не

зависит от значения ϕ. В [4] предложено вычислять

ФГ (9), разлагая экспоненту в (4) в ряд и выражая

рекуррентно получающиеся интегралы через эллиптиче-

ские интегралы первого и второго рода. Но для ФГ (31)
есть и другие представления, например, из формулы 2.18

следует

Ḡ(ρ, z |ρ′, z ′) =
1

2

∞
∫

0

× J1(χρ)J1(χρ
′) exp(−

√

χ2 − k2|z − z ′|)
√

χ2 − k2
χdχ, (32)

а из 2.22 соответственно получим

Ḡ(ρ, z |ρ′, z ′) =

=
− j
4

∞
∫

0

{

H(2)
1 (

√

k2 − γ2ρ′)J1(
√

k2 − γ2ρ)

J1(
√

k2 − γ2ρ′)H(2)
1 (

√

k2 − γ2ρ)

}

× exp(− jγ(z − z ′))dγ. (33)

В (33) верхнее значение в фигурной скобке надо

брать при ρ < ρ′, а нижнее — при ρ > ρ′. Представ-

ления ФГ (31)−(33) удобны для анализа азимутально-

симметричных H0nδ и E0nδ типов колебаний. Для гибрид-

ных HEmnδ и EHmnδ типов ФГ имеют вид 2.18 и 2.22,

в суммах которых необходимо оставить только один

азимутальный член exp(− jm(ϕ − ϕ′)).
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Методам анализа ДР посвящено большое число ра-

бот (см., например, монографии [55,56] и приведен-

ный там список литературы), при этом использовались

различные методы: приближенные эвристические (на-
пример, метод магнитной стенки), теория возмущений

(разложение по малому параметру), метод частичных

областей (МЧО), или сшивания, с получением поверх-

ностных интегральных уравнений, метод ОИУ [4]. Из

них строгими являются два последних метода, причем

последний является наиболее универсальным, поскольку

позволяет анализировать неоднородные ДР произволь-

ной формы. Однако в литературе он достаточно полно

не рассмотрен. В публикации [4] он сформулирован для

моды H01δ однородного цилиндрического ДР, причем в

конечном итоге используется теория возмущений. Из-

за сложности определения коэффициентов разложения

МЧО для цилиндрического ДР так и не был строго ре-

ализован, а был заменен приближенным подходом [55],
не позволяющим определять радиационные добротности

колебаний. Следует отметить работы [56–63] по модели-

рованию ДР. Метод ОИУ для анализа ДР использован в

ряде работ [4,5,9,59,63–66]. В [65] приведены результаты

для прямоугольного ДР, где в качестве базисных функ-

ций использованы синусы и косинусы от аргументов kx x ,
ky y и kz z , удовлетворяющие внутри диэлектрика урав-

нению Гельмгольца, т. е. при k2
x + k2

y + k2
z = k2

0ε. Кроме

этого, использовано условие соленоидальности электри-

ческого поля внутри прямоугольника, что позволило

существенно снизить число использованных базисных

функций, т. е. алгебраическую размерность задачи. В [66]
также использован метод ОИУ для прямоугольного ДР,

а также моделируются моды H01δ и H011 однородного

и неоднородного цилиндрического ДР. На рис. 1, 2

даны распределения полей в резонансе для моды H01δ

однородного цилиндрического ДР. Использованы метод

прямой итерации в форме метода последовательных при-

ближений (МПП) и метод минимальных невязок с замо-

раживанием значений ФГ от спектрального параметра

на предыдущем шаге, примененные к ИУ и строгому

характеристическому уравнению. Были использованы

одномерные кусочно-постоянные и дифференцируемые

(в виде полиномов второго порядка) КЭ, заданные по

трем узлам. Оба метода сходятся к одним и тем же

результатам за несколько итераций по комплексному

параметру k0. Резонансные частоты и добротности при-

ведены в табл. 1 и 2.

Исследование сходимости алгоритма представлено

на рис. 3. В рассмотренном примере МПП сходится

быстро, однако для сложных конфигураций сходимость

итераций может быть не при всех начальных значени-

ях. Метод простой итерации поиска корня уравнения

f (x) = 0 можно записать в виде xn = xn−1 − τn f (xn−1),
при этом для него параметр итераций τn = τ все вре-

мя одинаков. В работе [67] развит метод итераций с

коррекцией на каждом шаге комплексного параметра

итераций τn, обеспечивающий безусловную сходимость.

Альтернативой алгоритма могут служить проекционные
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Рис. 1. Зависимость Re(Eϕ) (сплошные кривые) и Im(Eϕ)
(штриховые кривые) от координаты ρ для цилиндрического ДР

ε = 100, r0 = h = 5mm: 1 — мода H01δ при z = 0.09; 2 — мода

H011 при z = 2.41; 3 — мода H011 при z = 0.09.
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Рис. 2. Re(Eϕ) (сплошные кривые) и Im(Eϕ) (штриховые
кривые) от координаты z для цилиндрического ДР с ε = 100,

r0 = h =mm: 1, 2 — мода H01δ при ρ = 3.4 и ρ = 1.66mm;

3 — мода H011 при ρ = 4.46mm.

методы для ОИУ, приводящие к необходимости поиска

комплексных корней определителей больших порядков.

Подход на основе ОИУ для азимутально-симметричных

мод цилиндрических ДР также использован в [59]. Зада-

чи о ДР с идеальными плоскими экранами решаются
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Рис. 3. Сходимость результатов для собственных ча-

стот f цилиндрического ДР от числа базисных функций N
при кусочно-постоянной (1, 2) и полиномиальной квадратич-

ной (3) аппроксимациях для ε = 38, r0 = 5mm: h = 7mm (1);
h = 4mm (2, 3).

Таблица 1. Зависимость резонансной частоты мод от формы

однородного цилиндрического ДР с ε = 50, h = 5mm

Мода Отношение радиуса к высоте r0/h

0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4

Частоты в GHz

H01δ 9.01 6.22 5.23 4.41 3.96 3.57

H011 11.65 9.15 7.97 7.53 7.10 6.72

Таблица 2. Зависимость радиационной добротности мод H01δ

и H011 однородного цилиндрического ДР от диэлектрической

проницаемости при r0 = 5mm, h = 7mm

Мода Диэлектрическая проницаемость ε

10.0 20.0 40.0 80.0 160.0 320.0

Добротность Q

H01δ 4.2 12.4 66.1 125.3 251.0 505.7

H011 45.1 382.1 1250.3 2802.5 5621.2 12250.7

на основе ОИУ построением ФГ методом изображе-

ний. Для анализа сферических ДР следует использовать

разложение по сферическим гармоникам ([28,68–71]).
Распределение полей в цилиндрическом ДР показывает,

что оно не соответствует распределению с магнитными

стенками по обеим из координат ρ и z , т. е. в классифика-
ции мод H0mn. Такая классификация соответствует экра-

нированному ДР с числом полуволн m по радиальной

координате и n по координате z . В открытом резонаторе

с радиусом a и высотой b из уравнения Гельмголь-

ца следует k2
ρm + k2

z n = ω2
mnε/c2, поэтому индексы в

соотношениях kρm = mπ/a , kz n = nπ/b не могут быть

целыми: условия магнитной стенки не выполняются, и

поле выходит за границы ДР. Более того, поскольку

индексы связаны с комплексной резонансной частотой,

они должны быть комплексными. Эти параметры входят

в комплексные функции Бесселя, описывающие моды.

Обычно в литературе используется весьма условная

классификация H0mδ , в которой считается 0 < δ < 1. Эта

классификация хорошо соответствует случаю большой

ДП, когда поле почти не выходит за пределы ДР, а

частоты почти действительные. Комплексные частоты

ωn = ω′
n + jω′′

n определяют затухающие во времени сво-

бодные колебания En с номером n, при этом ω′′
n > 0.

Тогда для собственной (резонансной) моды в дальней

зоне имеем

En(r) =
ω2

n exp(− jωnr/c)

4πrc2
F(θ, ϕ). (34)

Векторная диаграмма направленности F зависит от рас-

пределения электрического поля в объеме V и опреде-

ляет распределение излучения ДР в дальней зоне для

указанной моды [72]:

F(θ, ϕ) =

=

∫

V

e jωnr ′ cos(ψ)/c⌊ε̂(r′) − Î⌋En(r
′)r ′2 sin(θ′)dr ′dθ′dϕ′.

Здесь

cos(ψ) = cos(θ) cos(θ′) + sin(θ) sin(θ′) cos(ϕ − ϕ′′).

Как видно, поля собственных мод (34) возрастают на

бесконечности [73], что связано с экспоненциальным

их убыванием во времени. Как показано в [73], закон

сохранения энергии выполнен следующим образом: бо-

лее дальним расстояниям соответствуют более ранние

моменты времени излучения (определяемые запаздыва-

ем r/c). В эти ранние моменты энергия колебаний в

объеме V была экспоненциально больше [73] в силу

экспоненциального затухания. Модуль функции (34)
имеет минимум в точке rn = c/ω′′

n . Если эта точка

соответствует дальней зоне, то в заданном направлении

внутри V поле может иметь колебательный характер,

затем по мере удаления от ДР его модуль убывает до

указанного радиуса, а затем начинает возрастать. Для

высокодобротных колебаний rn ≫ a , что оправдывает

приближенный метод вычисления действительных соб-

ственных частот [56] путем замены полей (34) на убыва-
ющие. Сферические ДР рассмотрены в работах [4,57,58].
Приближенное решение получено как разложение по

малому параметру 1/ε. Оно хорошо работает при

большой ДП. В [58] получено строгое дисперсионное
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уравнение. Для данной частоты оно имеет два решения

в виде сходящейся и расходящейся волн. В [58] качестве
одного из двух его решений ошибочно взято убывающее

на бесконечности решение. Фактически оно представ-

ляет собой сходящуюся сферическую волну. Задача

о свободных колебаниях сферического ДР связана с

решением неоднородных уравнений Максвелла задачи

Ми дифракции на диэлектрическом шаре. В работе [4]
использован метод ОИУ для численного определения

резонансных частот и добротностей моды H01δ . ДР часто

используются как излучатели в антеннах. Стационарное

возбуждение таких излучателей на заданной частоте

приводит к убывающим полям в дальней зоне. Неста-

ционарное излучение за конечное время также приводит

к убывающим на бесконечности полям.

Приведем еще ОИУ относительно магнитного поля.

Исходим из уравнения (24). Берем ротор этого уравне-

ния, вносим этот оператор под интеграл и используем

теорему о роторе:

∇× E(r) = k2
0

∫

V

G0(r − r′)∇′ × [(ε(r′) − 1)E(r)]d3r ′

− k2
0

∮

S

G0(r − r′)v(r′) × [(ε(r′) − 1)E(r′)]d2r ′.

Имеем

∇×[(ε(r) − 1)E(r)] = ∇ε(r)×E(r) + (ε(r) − 1)∇× E(r).

Используя уравнения Максвелла, подставляем

∇× E(r) = −iωµ0H(r) и E(r) = −i∇×H(r)/(ωε0ε).
В результате получаем ИДУ относительно магнитного

поля

H(r) =

∫

V

G0(r− r′)

×
[

∇×H(r)ε−1∇′ε(r′) + k2
0(ε(r

′) − 1)H(r′)
]

d3r ′

− k2
0

ωµ0

∮

S

G0(r− r′)v(r′) × [(ε(r′) − 1)∇′H(r′)]d2r ′.

Если на основе этого уравнения анализировать ДР с

однородным заполнением, то уравнение упрощается:

На рис. 4 дан пример расчета дисперсионной зон-

ной структура ФК типа инвертированный опал в

виде неплотно упакованных сферических полостей

(метаатомов) в основе с ДП ε̃ = 4. Следует от-

метить, что метод ОИУ обладает хорошей сходи-

мостью по сравнению с другими методами, напри-

мер плоских волн, по отношению к числу базис-

ных функций. Вычисление ФГ (12) можно суще-

ственно ускорить, применив методы быстрого сум-

мирования. Периодическую ФГ можно вычислить по-

другому на основе периодической трансляции на вектор

Γ XWKLUX

0.6

0.4

0.2

0
a
/λ

Рис. 4. Зонная структура ФК типа инвертированный опал с

ДП основы ε̃ = 3.9 и фактором заполнения f = 0.35. Полые

сферы дискретизировались вписанными кубическими конечны-

ми элементами. Запрещенная зона показана серым.

nx axx0 + ny ayy0 + nz a zz0 и суммирования ФГ свободно-

го пространства G(k, r− r′) с соответствующими фазо-

выми множителями exp(−i(kx ax nx + ky ay ny + kz a z nz )).
Применив формулу суммирования Пуассона, можно до-

казать эквивалентность обоих подходов вычисления ФГ.

4. Волны в диэлектрических
и фотонно-кристаллических
волноводах

Регулярные вдоль оси z волноведущие структу-

ры (волноводы) инвариантны относительно трансля-

ций, поэтому поддерживают моды с зависимостью

exp(iωt − iγ(ω)z ). Дифференцирование по z в уравне-

ниях Максвелла сводится к умножению на −iγ , т. е.

краевая задача становится двумерной в поперечном

сечении. Соответственно целью является определение

дисперсии γ(ω) мод, которых бесконечно много. За-

дача для диэлектрического волновода (ДВ) сводится

к двумерному ОИУ по поперечному сечению S. Для

открытых ДВ обычно поперечное сечение S ограничено,

а скалярная ФГ c точностью до множителя −i/4 пропор-

циональна функции Ганкеля второго рода от аргумента

κ|rτ − r′τ |, т. е. имеет логарифмическую особенность. Ин-

декс τ соответствует поперечным координатам x , y . При

действительном поперечном волновом числе κ и при

выбранной временной зависимости exp(iωt) эта функция
Ганкеля в дальней зоне представляет собой расходя-

щуюся цилиндрическую волну. Индекс τ соответствует

поперечным координатам x , y . Для экранированных ДВ

обычно рассматривают идеально проводящие экраны.
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В этом случае ФГ строится методом изображений.

Так, для прямоугольного экрана возникает двумерная

бесконечная система изображений, даваемая двумерным

рядом, пример которого имеется в работе [31]. В случае

идеальных магнитных стенок также можно использовать

метод изображений, как и в случае магнитного диполя

относительно обоих типов стенок. Далее будем рас-

сматривать только открытые ДВ. Удобно использовать

двумерную ФГ [28]

Gτ (ω, γ, rτ ) =
1

4π2

∞
∫

−∞

exp
(

−ikx x − iky y
)

k2
x + k2

y − (k2
0 − γ2(ω))

dkx dky .

(35)
Здесь источник находится в начале координат. Приводя

ее к виду

Gτ (ω, γ, rτ ) =
1

4π

∞
∫

−∞

×
exp

(

−ikx x −
√

γ2(ω) + k2
x − k2

0|y − y ′|
)

√

γ2(ω) + k2
x − k2

0

dkxdky ,

(36)
получаем известное представление ФГ [28] для ДВ через

функцию Ганкеля второго рода,

Gτ (ω, γ, r− r′τ ) = − i
4

H(2)
0 (κRτ ). (37)

В ней κ =
√

k2
0 − γ2(ω) — спектральный

параметр или поперечное волновое число,

Rτ = |rτ − r′τ | =
√

(x − x ′)2 + (y − y ′)2. Вид (37)
удобен для быстрых вытекающих волн k0 > Re(γ(ω)).
Даже при пренебрежении диссипацией в диэлектрике

в этом случае получаем комплексные γ(ω). Для

медленных поверхностных волн k2
0 < γ2(ω), и

ФГ выражается через функцию Макдональда:

Gτ (ω, γ, rτ − r′τ ) = (2π)−1K0(qRτ ). Спектральный

параметр удобно взять в виде q =
√

γ2(ω) − k2
0 > 0.

В окрестности особой точки имеем

Gτ (ω, γ, rτ − r′τ ) ≈ −i
(

1− 2i(C + ln(κRτ /2))/π
)

/4

≈ − ln(Rτ )/(2π).

Здесь использовано представление функции Макдональ-

да при малом аргументе. Вторая производная от ло-

гарифмического потенциала 8 = ln(Rτ ) — неинтегри-

руемая в обычном смысле функция. Вычислим вторую

производную потенциала от некоторой непрерывно диф-

ференцируемой плотности заряда ρ(rτ ) в двумерной об-

ласти S в случае, когда точка наблюдения принадлежит

этой области, т. е. величину

∂2x

∫

S

ln
(

√

(x − x ′)2 + (y − y ′)2
)

ρ(x ′, y ′)dx ′dy ′.

Далее вывод формул аналогичен выводу, рассмотрен-

ному в параграфе 5 главы 4 работы [54]. Разбиваем

интеграл на два. Первый берем по кругу радиуса δ, в

центре которого содержится интересующая нас точка

(ее обозначаем r0τ = (x0, y0)), а второй — по оставшей-

ся области S̃:

I = I1 + I1 =

∫

Sδ

ln(Rτ )ρ(r ′τ )dx ′dy ′ +

∫

S̃

ln(Rτ )ρ(r ′τ )dx ′dy ′.

Вторая производная второго интеграла вычисляется в

обычном смысле. Поскольку ∂x Rτ = −∂x ′Rτ , преобразу-

ем первую производную первого интеграла

∂x I1 = −
∫

Sδ

ρ(r ′τ )∂x ′ ln(Rτ )dx ′dy ′ =

−
∮

Lδ

ρ(r ′τ ) ln(Rτ ) cos(ϕ)dl +

∫

Sδ

ln(Rτ )∂x ′ρ(r ′τ )dx ′dy ′.

Здесь gl = δdϕ, cos(ϕ) = (x − x ′)/Rτ . Она функция диф-

ференцируемая. Вычисляя вторую производную

∂2x I1 = −
∮

Lδ

ρ(r ′τ )∂x ln(Rτ ) cos(ϕ)dl

+

∫

Sδ

∂x ln(Rτ )∂x ′ρ(r ′τ )dx ′dy ′

и оценивая интегралы, получаем в предел δ → 0 ре-

зультат ∂2x I1 = πρ(r0τ ). Действительно, второй интеграл

имеет оценку сверху 2πδmax(∂x ′ρ), а первый вычисля-

ется по теореме о среднем. Таким образом, в двумерном

сингулярном ОИУ относительно электрического поля

E(rτ ) при действии оператора ∇τ ⊗∇τ с определением

интеграла в указанном выше смысле главного значения

возникает внеинтегральный член −E(r0τ )/2 (напомним,
что для трехмерного ОИУ он равен −E(r0)/3). Далее
можно положить r0τ = rτ , т. е. рассматривать любую

точку на S. Для диэлектрика с потерями как функ-

ция Ганкеля, так и функция Макдональда комплексные.

Моды такого ДВ классифицируются как втекающие и

вытекающие [9,30]. Вытекание характеризуется величи-

ной Re(κ) = Re

√

k2
0 − γ2(ω). Определяя Re(γ), получа-

ем угол вытекания ϑ = arctan(Re(κ)/Re(γ)). Если он

отрицательный, волна втекает, т. е. поток энергии идет

под углом из вакуума в диэлектрик. Граница между

быстрыми и медленными волнами определяется усло-

вием γ = k0, которое для ДУ играет ту же роль, как

критические частоты в полых волноводах. Волна при

условии γ = k0 идет со скоростью света, она поперечно

не ограничена, и вся ее энергия переносится в вакууме.

Граница между втеканием и вытеканием определяется

условием ϑ = 0. В частности, быстрыми втекающими

волнами являются поверхностные волны типа волн

Зоммерфельда-Ценнека в диссипативных волноведущих
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Рис. 5. Нормированная к длине волны глубина проникновения

в серебро (+) и обратная ей величина (−) в зависимости от

обратной длины волны λ−1.

структурах [9,30]. Медленными втекающими волнами

являются поверхностные плазмоны вдоль сильно дис-

сипативных структур. Металлы описываются как дисси-

пативные диэлектрики, причем глубина проникновения

поля в металл сильно зависит от типа скин-эффекта и

частоты. Расчет нормированной к длине волны глубины

проникновения для серебра дан на рис. 5 [29]. Во всем

диапазоне она не опускается ниже 200 nm, причем имеет

широкий минимум в диапазоне длин волн от 5µm

до 1mm. Поэтому тонкие металлические пленки и

наноструктуры, поперечные размеры которых меньше

200 nm, можно описывать ОИУ. При этом для очень

тонких пленок поле в поперечном направлении почти

не изменяется. Такие пленки даже можно описывать

поверхностной проводимостью.

Переход от медленных плазмонов к быстрым име-

ет место в области −1 < ε′ < 0, что соответствует

для металлов оптическому или ИК диапазону. Таким

образом, метод ОИУ применим и к диэлектрическим

структурам с тонкими металлическими пленками или

наноразмерными включениями. В частности, на основе

него можно моделировать локализованные плазмоны в

малых металлических частицах или плазмонные элек-

тромагнитные кристаллы (ФК с малыми металлически-

ми включениями). Здесь следует отметить, что урав-

нение (22) для изотропных однородных металлических

частиц в вакууме принимает вид

E(r)(2 + ε)/3 = (ε − 1)p.v.
∫

V

(∇⊗∇ + k2
0Î)

× G0(k0, r− r′)E(r′)d3r ′.

Его нельзя решить при ε = −2 из-за возникновения

полюса. Реально ДП металла комплексная, но если дис-

сипация мала, точка ε′ = Re(ε) = −2 является точкой

сгущения спектра колебаний локализованных плазмо-

нов [74]. В этой области при малых потерях следует

использовать другие ОИУ.

Поскольку теперь ток поляризации имеет вид

Jp(x , y) = iωε0[ε(x , y) − 1]E(x , y), то двумерное ОИУ

формулируются по типу вышеприведенных уравнений

в области поперечного сечения S. Хотя мы исполь-

зуем в уравнениях поля, зависящие от поперечных

координат, реально все поля также имеют зависи-

мость exp(−iγz ). Это означает, что следует исполь-

зовать оператор ∇⊗∇ = (∇τ + z0γ) ⊗ (∇τ + z0γ), где
∇τ = x0∂x + y0∂y . Выделяя в этом операторе часть

∇τ ⊗∇τ , можно преобразовать гиперсингулярное ОИУ

с выделенным внеинтегральным членом интегралом в

смысле главного значения. Другие возможные виды

ОИУ получаются преобразованиями путем переноса

оператора ∇τ на подынтегральные функции. Такие ОИУ

становятся нагруженными контурными интегралами, в

которых содержатся производные. Поэтому их следует

трактовать как ИДУ. Таким образом, в уравнения непо-

средственно входят параметр γ, k0 и спектральный пара-

метр κ =
√

k2
0 − γ2(ω) или q =

√

γ2(ω) − k2
0. В двумер-

ных ФК в виде набора периодически расположенных в

поперечном сечении диэлектрических цилиндров можно

использовать приведенную ФГ (35), преобразованную с

использованием периодичности:

G̃τ (ω, γ, rτ − r′τ ) =
1

ab

∞
∑

m,n=−∞

× exp(−i k̃xm(x − x ′) − i k̃yn(y − y ′))

k̃2
x + k̃2

y − (k2
0 − γ2(ω))

. (38)

Здесь мы для простоты привели ФГ для прямоугольной

ячейки с периодами a и b, поэтому k̃xm = kx + 2mπ/a ,
k̃yn = ky + 2nπ/b. Волна в таком ФК идет по всем трем

направлениям: в продольном это обычная волна, а в

поперечном это блоховская волна, определяемая kx и ky .

Для выявления волноведущих свойств в продольном

направлении двумерный ФК должен иметь дефект. В ка-

честве дефекта может быть цилиндрическая полость. Та-

кие ДВ известны как фотонно-кристаллические волново-

ды (ФКВ) типа полый канал в периодической оболочке.

Если рабочая область попадает в запрещенную зону

регулярного двумерного ФК, такой волновод канализи-

рует моду вдоль оси z . Дефект может быть и в виде

оптически более плотного включения. Учесть дефект

можно, добавив соответствующие его току поляризации

члены в двумерное ОИУ. При этом в случае дефекта в

виде полого канала
”
добавление“ сводится к вычитанию

вклада от тока поляризации удаленных элементов ФК,

а в случае дефекта в виде оптически более плотного

включения — к добавлению вклада от дополнитель-

ного тока поляризации. Такой подход алгоритмически
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существенно проще, чем обычно используемые методы

анализа ФКВ [75,76].
В силу аналогии мы не приводим виды ИДУ, полу-

чаемые переносом действия оператора ∇τ с ядра на

подынтегральную функцию. Из-за наличия продольного

члена, связанного с параметром γ , они имеют несколько

более громоздкие виды. Вместо интегралов по поверхно-

сти они нагружены контурными интегралами по контуру

поперечного сечения. Используя эти уравнения, можно

получить функционалы, стационарные значения которых

определяют либо спектральный параметр (поперечное
волновое число), либо искомое продольное волновое

число γ . Для ДВ и ФКВ из диэлектрических элемен-

тов можно также сформулировать ИДУ относительно

только магнитного поля. Поскольку магнитное поле не

терпит скачков на поверхностях раздела, оно удобно,

так как векторные базисные функции не надо под-

чинять условиям разрыва нормальных компонент на

поверхностях. В работе [76] использовано ОИУ для

конечной оболочки фотонно-кристаллического волново-

да для расчета его мод. В работе [77] метод ОИУ

использован для анализа мод 2D ФК из нанопроволок.

ОИУ для анализа мод прямоугольного ДВ использо-

ваны в работах [9,78]. Хотя открытый прямоугольный

ДВ является простой структурой, анализ его мод на

основе разложения полей в областях и сшивания весьма

сложен [79–89]. Моды являются гибридными, имеющими

все шесть компонент. Относительно классификации мод

также нет единообразия. Их можно классифицировать

как HEmn и EHmn, где m и n определяют примерное

число вариаций компонент Hz или Ez вдоль x и y
в поперечном сечении в случае распространяющейся

поверхностной моды. Колеблющееся поле выходит за

пределы диэлектрика, поэтому эти индексы не целые

(приближенно целые). Ясно, что поля мод будут симмет-

ричными/антисимметричными относительно плоскостей

x = 0, y = 0. В случае ω → ∞ или ε → ∞ поле не выхо-

дит за пределы прямоугольной области, дисперсия стре-

мится к значению γ(ω) = k0

√
ε, и мода HEmn переходит

в Emn, а мода EHmn — в Emn. В работе [79] две основные

моды классифицируются как HE⊥ и H‖ или как четная и

нечетная по отношению к поперечному электрическому

полю. В первом случае электрическое поле перпенди-

кулярно максимальной стороне ДВ, а во втором случае

оно параллельно ей. Принятая в работах [79,80] схема

классификации основана на том факте, что при большом

соотношении сторон и небольшой разнице показателей

преломления в пределе короткой длины волны попе-

речное электрическое поле в основном параллельно

одной из поперечных осей. Режимы обозначаются как

Ey
mn, если в пределе их электрическое поле параллельно

оси y , и как Ex
mn, если в пределе их электрическое поле

параллельно оси x . Индексы m и n используются для

обозначения количества максимумов в направлениях x
и y соответственно. Обычно поперечные компоненты

волноводных мод выражают через продольные компо-

ненты Ez и Hz или через векторы Герца. В случае

12

3

30

20

10

0

0 4 8
k a

0

γ

Рис. 6. Дисперсия первых нескольких HEmn мод ДВ квад-

ратного сечения для ДП с ε = 2.25 и ε = 9.0. Штриховая

линия 1 обозначает низкочастотную отсечку γ = k0, штрихо-

вая линия 2 — γ = k0

√
2.25, линия 3 — γ = 3k0 . Кривые

для ε = 2.25 лежат между линиями 1 и 2, кривые для

ε = 9.0 — между линиями 1 и 3. Моды без отсечки — HE11 .

Использованы квадратные конечные элементы.

прямоугольного ДВ вместо них можно выбирать попе-

речные компоненты, причем этот выбор не однозначен.

Граничные условия требуют рассмотрения всех шести

компонент, т. е. моды гибридные. В этом плане метод

ОИУ с использованием конечных элементов удобен

тем, что не требует выполнения граничных условий

(они автоматически выполняются при решении), что

особенно удобно для сложных границ. Сравнительный

анализ ряда методов расчета ДВ дан в [89].

На рис. 6 приведены результаты расчета дисперсии

в квадратном ДВ. Решение получено с использованием

квадратных кусочно-постоянных двумерных КЭ. Исполь-

зованы ОИУ с интегрируемым ядром и итерационный

метод определения спектрального параметра. В точ-

ке отсечки полагалось γ = k0, для каждой из частот

больше критической решалось дисперсионное уравнение

методом итераций. Итерационный метод удобен тем,

что если на некой частоте ω получено сходящееся

решение, например γ(ω), то изменяя частоту на ма-

лую величину 1ω и используя в качестве начального

приближения предыдущее решение, достаточно точно

и быстро получаем значение γ(ω + 1ω) для той же

моды на близкой частоте. Тем самым можно получить

дисперсионные кривые в области, где нет их пересече-
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ния. Метод итераций позволяет определять и быстрые

комплексные вытекающие моды.

5. Плазмонные волноводы
и локализованные плазмоны

Взяв ДВ в виде прямоугольной области сечения a × b
и определив ДП по модели Друде-Лоренца, получим

модель плазмонного волновода. В области частот, где ре-

альная часть ДП отрицательная, в таком волноводе рас-

пространяются плазмон-поляритоны (ПП). Медленные

ПП существуют в области ε′m(ω) = Re(ε′m) < −1, там,

где диссипация ε′′m(ω) не слишком велика. Это область

плазмонного резонанса. Обычно ПП рассматривают в

слое толщины a при b → ∞ или в структуре из несколь-

ких слоев, используя метод сшивания. Такие ПП имеют

три компоненты поля Ex , Ez и Hy . Метод ОИУ позволяет

рассматривать ПП в конечной пластине, когда имеются

все шесть компонент полей. На низких частотах ско-

рость ПП близка к скорости света c , и они представ-

ляют собой слабо втекающие волны. Замедление ПП в

области плазмонного резонанса тем больше, чем меньше

толщина a , при этом поддерживаются как прямые, так и

обратные поверхностные волны [90]. Сильное замедле-

ние получается при толщинах порядка nm. Увеличение

замедления связано с взаимодействием поверхностных

волн на двух сторонах. Для тонких конечных структур

ОИУ весьма удобны, поскольку число КЭ невелико.

На рис. 7 дан пример моделирования квази-E-ПП для

соотношения сторон b/a = 100 и b/a = 10. Алгоритм

строился следующим образом. Вычислялась дисперсия

γ = kz для E-ПП на основе строгого дисперсионного

уравнения, полученного методом сшивания. Указанный

результат использовался в качестве начального прибли-

жения в функционале относительно γ = kz , который

получен на основе ОИУ, которое решалось итерационно

совместно с вычислением γ . Было использовано 300 КЭ.

Аналогичный подход к моделированию ПП может быть

применен для слоистых и неоднородных плазмонных

волноводов, а также в случае произвольных поперечных

сечений. На высоких частотах металл приобретает свой-

ства диэлектрика с потерями, и рассмотренныe алгорит-

мы могут описывать моды ДВ. Это в большей степени

относится к полупроводниковым волноводам, у которых

плазменные частоты лежат существенно ниже, чем у

металлов. Материалы для плазмоники и плазмонные

волноводы рассмотрены в работе [91].

Методы типа ОИУ широко применяются к анализу

локализованных плазмонов. Здесь подход тот же, что

и для ДР, но с учетом ДП металлов. Внедренные в

ткани и возбуждаемые лазером золотые наночастицы

воздействуют на окружающую их область. Такие методы

широко применяются в медицине. Существенное усиле-

ние поля возможно при дипольном, квадрупольном и

ином мультипольном возбуждении нескольких частиц.
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k '  = kz 0
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k
/k

0
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Рис. 7. Нормированное к плазменному волновому числу

k p = ωp/c замедление k′

z (по оси абсцисс) в зависимости от

нормированного волнового числа (ось ординат) для медленно-

го ПП вдоль слоя серебра толщины 2nm (кривая 1) и 10 nm

(кривая 2). Кривая 1 построена для b/a = 100, кривая 2 — для

b/a = 10. ωp = 1.57 · 1016, ωc = 3.6 · 1013 Hz.

Анализу локализованных плазмонов методом ОИУ по-

священ ряд работ, например работа [92]. Некоторые ее

результаты представлены на рис. 8, 9.

6. Численные алгоритмы для задач
дифракции

Задачам дифракции соответствуют неоднородные

ОИУ. Если они сформулированы относительно элек-

трического и магнитного полей, то введем бивектор

Fp = (E,H), а также бивектор F0 = (E0,H0). Последний

состоит из сторонних полей. Они же являются падающи-

ми полями и могут являться полем плоской волны или,

например, полем диполя. Полное поле есть F = F0 + Fp .

Именно оно действует на тело, вызывая поляриза-

цию, что эквивалентно соотношению Fp(r) = K̂(r, F),
где K̂(r, F) — один из интегродифференциальных опе-

раторов, определенных выше. Таким образом, задача

дифракции определяется так:

F(r) = F
0
(r) + Fp(r) = F0(r) + K̂(r, F). (39)

Если мы используем только ОИУ относительно элек-

трического поля, то все величины F заменяем на E.

Приближенным решением уравнения (39) является
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Рис. 8. Сечение рассеяния (по данным работы [92]) при углах падения света 180◦ (a) и 90◦ (b) в зависимости от длины волны

для цилиндров различной формы, вычисленных методом ОИУ (сплошные линии) и методом граничных элементов (квадратные
символы). Как для эллиптических, так и для прямоугольных цилиндров их поверхностные плазмонные резонансы имеют красное

смещение, а их полные ширины при половинном максимуме увеличиваются при смене угла падения света с 180◦ на 90◦.
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Рис. 9. Нормализованное распределение ближнего поля круглых (a), эллиптических (b), прямоугольных (c), квадратных (d)
наночастиц (по данным работы [92]) на их соответствующих резонансных длинах волн при облучении светом под углом падения

180◦, как показано на вставке рис. 8, а.

F(r) = F0(r) + K̂(r, F0). Однако дальнейшее использова-

ние последовательных приближений может не приво-

дить к сходящемуся результату, если параметр ε − 1

(или аналогичный ему параметр) велик. Это ограничи-

вает метод близкими к единице ДП. По крайней мере

должно быть 0 < ε < 2. Если использовать сингулярное

ОИУ с выделением особенности, то получим ε < 2.5.

Поэтому уравнения типа (39) решаются численными

методами путем обращения систем линейных уравнений

большого порядка. Здесь возможны разные подходы:

проекционный (типа методов моментов) и Галеркина

на различных базисных и весовых функциях, мето-

ды коллокаций, вариационные подходы с построени-

ем функционалов. Все они следуют из минимизации

обобщенных взвешенных невязок [93]. Мы рассмотрели

тело конечного объема, поэтому при использовании в

качестве стороннего поля диполя возникает задача о

возбуждении такого тела. Аналогичная задача возникает

при возбуждении тела плоской волной. Для задач о воз-

буждении идеального диэлектрического шара известны

аналитические решения [68–70]. Любая задача о возбуж-

дении электрическим и магнитным диполями есть задача

нахождения компонент тензорной ФГ-структуры. Для

полной такой ФГ следует рассмотреть все ориентации

диполей. В дальней зоне поле такой запаздывающей

ФГ представляет собой расходящиеся сферические вол-

ны [28]. Для диэлектрического тела сложной формы

можно использовать ОИУ относительно магнитного по-

ля и в качестве базисных функций брать его разложение

по сферическим гармоникам в сфере, описывающей

тело, а интегрировать по объему тела. Это требует

численного интегрирования. Решение задач о возбужде-

нии точечными диполями в принципе позволяет решить

задачу о возбуждении произвольными источниками.

Приведенные уравнения легко преобразовываются

к виду, когда по одной из координат задача или
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Рис. 10. Диаграмма направленности

F(ϕ/π) = |Ez (ϕ/π)/Ez (0)|2 рассеяния плоской волны,

поляризованный вдоль оси квадратного диэлектрического

цилиндра при разных значениях k0a : 1 — 0.1, 2 — 1.0, 3, 6 —

2.0, 4 — 4.0, 5 — 8.0. Кривые 1−5 построены для ε = 2.25,

кривая 6 — для ε = 4.

структура бесконечные. Разрешимость таких двумерных

ОИУ, сформулированных относительно электрического

или магнитного полей, рассмотрена в [19]. В рабо-

тах [8,20,21] доказана разрешимость сингулярных ОИУ.

Обычно рассматривают возбуждение таких структур

плоскими волнами. Численные подходы к решению

ОИУ исследованы в [10,13]. В качестве решенных задач

методом сшивания отметим дифракцию на круглых

диэлектрическом или эллиптическом цилиндрах [70].
Разложение по цилиндрическим гармоникам можно ис-

пользовать при решении задач о дифракциях на цилин-

драх сложного поперечного сечения. Отдельно коснемся

задачи о периодически расположенных в одном из по-

перечных направлений цилиндрических структурах. Это

задача о дифракции на конечном в одном из направлений

элементе ФК. Также можно рассматривать и полубеско-

нечную в этом направлении область ФК. Такая задача

может быть поставлена и для полубесконечного 3D ФК.

Она не может быть решена в рамках приведенных ОИУ,

поскольку содержит бесконечные области интегрирова-

ния. Ее решение возможно при учете конечного, но

большого числа периодов.

Дифракция на двумерных структурах описывается на

основе 2D скалярной ФГ G(rτ − r′τ ) = −(i/4)H(2)
0 (k0R),

R =
√

(x − x ′)2 + (y − y ′)2. В этом случае обыч-

но рассматривают задачу дифракции плоской вол-

ны E = y0E0y exp(−ik0x), H = z0η
−1E0y exp(−ik0x) ТE-

поляризации или волны E = z0E0z exp(−ik0x), H =
−y0η

−1
0 E0z exp(−ik0z ) TH-поляризации на диэлектриче-

ском цилиндре произвольного сечения, расположенном

в начале координат вдоль оси z (см., например, [94]). На
рис. 10 приведена диаграмма направленности F(ϕ/π) =
|Ez (ϕ/(ϕ/π))/Ez (0)|2 дифракции на изотропном квад-

ратном диэлектрическом цилиндре с размером сто-

рон 2a .
Основанные на ОИУ алгоритмы можно строить на ос-

нове проекционных или вариационных подходов с одина-

ковыми или разными базисными и весовыми функциями.

В первом случае получаем методы типа соответствен-

но Галеркина (Бубнова-Галеркина) и моментов, а во

втором — квадратичные или билинейные функционалы.

Все они приводят к системам линейных алгебраических

уравнений, которые следует решать итерационно. Пря-

мые методы возможны для тел малых электрических

размеров. Иначе возникает плохая обусловленность.

Часто можно получить функционалы для некоторых па-

раметров задачи: квадратов резонансных частот ДР, ко-

эффициентов отражения, входных импедансов, диаграмм

направленности и т. п. Их следует находить итерационно

совместно с итерационным решением ОИУ [9,65]. В слу-

чае тел малого электрического размера и при малой

диэлектрической восприимчивости χ = ε − 1 < 1, когда

возмущение поля E0 мало, можно использовать теорию

возмущений (МПП) для уравнений типа Липпмана-

Швингера. Это требует вычисления кратных объемных

интегралов, а сформулированные условия малости для

реальных задач почти никогда не выполняются. В слу-

чае формулировки в виде билинейного функционала с

дифференцируемыми весовыми функциями удобно пере-

нести действие оператора D̂ на весовые функции. В этом

случае для получения матричных элементов нужно

интегрировать со слабо сингулярным ядром G(r− r′).
В последнее время методам, связанным с ОИУ, уде-

ляется большое внимание, и они все более широко

используются. Следует отметить монографии [95–97],
в которых основное внимание уделено математическим

вопросам доказательства фредгольмовости операторов и

разрешимости задач, а также две монографии [98,99],
имеющие непосредственное отношение к рассматри-

ваемым вопросам и посвященные преобразованию и

решению уравнений электродинамики, включая и ва-

риационные подходы. В работах [100–111] исследуются

алгоритмы решения задач для конкретных структур

методом ОИУ с обоснованием различных аппроксима-

ций решений. В частности, развиваются итерационные

подходы к получению решений [109–112].
Если решена спектральная задача, т. е. найдены по-

ля как функции частоты, то получение зависящего

от времени нестационарного решения можно выпол-

нить обращением по Фурье. Это, однако, математиче-

ски сложная задача, особенно если использовать чис-

ленные методы определения спектральных интегралов,

которые необходимы для большинства подобных за-

дач. В ряде работ сформулированы и использованы

пространственно-временные ОИУ [14,15,23,31,112–118].
Их удобно основывать на скалярной ФГ g(t − t′, r− r′),
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которая дается обратным преобразованием Фурье

от G(r− r′) и имеет вид g(t, r) = (4π)−1δ(t − |r|/c).
Для диэлектрических тел следует вводить поля-

ризацию P(t, r) = D(t, r) − ε0E(t, r), ток поляризации

J(t, r) = ∂tP(t, r) и определять электрическую индук-

цию D через интегральную связь с полем. Наиболее

просто уравнения получаются при отсутствии простран-

ственной дисперсии. Тогда D связано с E интеграль-

ным оператором с ядром ε0ε(t − t′, r), где ε(t, r) есть

обратное преобразование от ε(ω, r), а интегрирование

идет по t′ . Ядро удовлетворяет принципу причинности:

ε(t, r) = 0 для t > 0, что означает вклад в поляриза-

цию только от электрических полей в предшествующие

моменты времени. Учет пространственной дисперсии

приводит к тому, что связь становится нелокальной

с ядром ε0ε(t − t′, r− r′) и определяется простран-

ственным и временным интегралами. В пространствен-

ном интеграле следует учитывать только те точки в

окрестности точки r, для которых |r− r′| < c(t − t′),
т. е. для которых возмущение успевает дойти в точку

наблюдения. В получающихся ОИУ возникает функция

Хевисайда χ(t − t′ − |r− r′|/c), указывающая на то, что

вклад в поле в некоторой точке в данный момент

χ(t − t′ − |r − r′|/c) вносят только те точки тела в

момент t′, возмущение от которых успевает дойти со

скоростью света c . Наиболее простые нестационарные

уравнения возникают при локальных во времени и в

пространстве связях D(r, t) = ε0ε(r)E(r, t). Однако такие

связи возможны, когда дисперсией ДП можно прене-

бречь, что обычно бывает при весьма низкочастотном

спектре волнового пакета.

Как отмечалось, металлическое тело можно опи-

сать ДП. Но когда в основной части спектра глубина

проникновения пренебрежимо мала по сравнению с

размерами тела, его удобно описывать поверхностной

плотностью тока j. Ее следует также вводить в случае

графеновых и аналогичных им двумерных структур

в присутствии диэлектрических тел. В этом случае

дополнительно возникают поверхностные интегралы,

а уравнения становятся комбинированными объемно-

поверхностными. Введению и использованию таких

уравнений в последнее время посвящено много работ,

например [118–120]. Рассматриваются уравнения как

относительно полей, так и относительно потенциалов.

Поскольку потенциалы могут быть введены разными

способами, то и возможных уравнений также может

быть много. Рассматриваются различные аппроксимации

как в объеме, так и на поверхности. Каждому урав-

нению можно сопоставить несколько алгоритмов. Они

для комбинированных объемно-поверхностных уравне-

ний более сложные, поскольку требуют еще определе-

ния поверхностного тока j. Последний удовлетворяет

уравнению непрерывности, поэтому при преобразовании

поверхностного интеграла с переносом на него опе-

ратора дивергенции необходимо определять плотность

поверхностного заряда σ (ω, rs) = iω−1∇s · j(ω, rs). Ин-

декс s здесь означает касательный к поверхности радиус-

вектор и поверхностную дивергенцию. На таких поверх-

ностях накладывают импедансное граничное условие

E(ω, rs ) = Zs(rs)j(ω, rs), которое является дополнитель-

ны условием для определения j. Еще раз подчеркнем, что

из решения ОИУ внутри тела автоматически следуют

граничные условия для поля E на границе тела и

условия излучения на бесконечности. В англоязычной

литературе используются классификации уравнений: ИУ

относительно электрического поля (EFIE), магнитного
поля (MFIE), относительно смешанных потенциалов

(MPIE), объемно-поверхностные ИУ (VSIE), гибрид-

ные ИУ и др. Сочетание поверхностных и объемных

ИУ позволяет анализировать все возможные структуры,

встречающиеся в задачах электродинамики и оптики.

7. Вычисление матричных элементов

Матричные элементы для простых конфигураций

(куба и т. п.) можно строить с использованием

фурье-базисов типа синусов и косинусов. Однако

более общий подход, применимый для тел сложной

формы, основан на КЭ. Для этого необходима

дискретизация объема тел. Для ОИУ, по-видимому,

наиболее удобна кубическая дискретизация с размером

куба 1. Самые простые конечные элементы — кусочно-

постоянные. Они строятся на одиночном кубе и

требуют интегрируемости ядер. Для гладких КЭ обычно

требуется 3 или 5 точек дискретизации по каждой

их переменных, т. е. 27 или 125 таких кубиков на

объемный КЭ, который привязан к центральному

узлу. Также возможны различные аппроксимации

КЭ полиномами. Гладкие (дифференцируемые) КЭ

приводят к сложным алгоритмам, особенно при

сложных границах раздела. Более удобны квадратурные

формулы вычисления интегралов. Поскольку интегралы

в матричном элементе шестикратные по двум

пространственным переменным r и r′, удобно смещать

точки узлов r j, r
′
j , например, на величину 1/2 по каждой

из переменных. Для ядер в координатном представлении

удобно считать подынтегральные выражения

постоянными. В этом случае матричные элементы

вычисляются максимально просто, а диагональные

элементы конечные. При ОИУ с выделенным

внеинтегральным членом диагональные элементы

следует обнулить. Для ядер в пространственно-

спектральном представлении зависимость от координат

имеет вид exp(−ik(r− r′)). Интегрирование с этой

функцией на смещенных КЭ приводит к результату

f j j′(k) = f (kx , x j − x ′
j′′) f (ky , y j − y ′

j′′) f (kz , z j − z ′
j′′),

где f (k, x) = 1 exp(−ikx) sin c(k1), где обозначена

функция sin c(x) = sin(x)/x . Поэтому матричные

элементы определяются как интегралы в k-пространстве

от величин Ŵαβ(k) f j j′(k), где Ŵαβ(k) — спектральные

части тензорных ФГ. Эти интегралы обычно сходятся

медленно, поэтому значительные усилия при получении

алгоритмов могут быть затрачены на улучшение
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сходимости интегралов. Для слабо сингулярных ядер

с особенностями |r− r′|−α , α = 1, 2 при вычислении

диагональных матричных элементов удобно заменить

кубическую ячейку на шар эквивалентного объема:

13 = 4πr30/3. Тогда интегрирование в приближении

постоянства взятых в ячейке функций выполняется

аналитически:

∫

|r−r′|2≤r 2
0

|r− r′|−αd3rd3r ′ = 4π13r2−αdr

= 4π16−α(3/(4π))3−α/3/(3− α).

Можно использовать и другие аппроксимации для вы-

числения матричных элементов. В задаче о ДР рис. 1−3

в силу азимутальной симметрии ядро имеет слабую

особенность, и использованы квадратурные формулы.

Отметим, что здесь ОИУ для Eϕ такое же, как и для

компоненты вектора-потенциала. В задаче о ДВ ис-

пользовано ОИУ с интегрируемым ядром и смещенные

КЭ. В задаче о дисперсии в ФК использовано ОИУ с

выделенным внеинтегральным членом и с периодически

транслированной ФГ G(k, r− r′). В задаче о диаграмме

направленности в качестве скалярной ФГ была ис-

пользована функция Ганкеля [28] и дискретизация на

смещенных сетках.

8. Заключение

В обзоре рассмотрены 3D и 2D ОИУ в частотной

области и приведены их виды, описывающие свободные

колебания и волны в ДР, ДВ и в световодах произволь-

ной формы и анизотропии, включая учет неоднородных

и нелинейных свойств, а также дифракцию на диэлек-

трических и магнитных телах. На основе таких урав-

нений можно анализировать плазмонные волноводы и

локализованные плазмоны. Приведен обзор публикаций,

где использован метод ОИУ. Обзор не претендует на

полноту охвата материала. Что касается анализа ДР с

нелинейными свойствами, то в сильном поле это сугубо

нестационарная задача: по мере высвечивания поля из

объема ДР падает интенсивность и меняется резонанс-

ная частота. Нестационарный подход следует использо-

вать и для ДВ с нелинейным диэлектриком, поскольку

нелинейность изменяет спектральный состав волнового

пакета, и он весьма сложно распространяется вдоль

ДВ, особенно если есть сильная частотная дисперсия и

неоднородное (селективное) поглощение. Эта проблема

связана с возбуждением ДВ и световодов мощными ла-

зерными пучками, когда происходит размножение волн

и генерация суперконтинуума. Соответственно следует

рассматривать конечный спектр волн в волновом пакете

и нестационарную задачу. Если все же спектр узкий,

возможно одночастотное приближение. В данном обзоре

мы коснулись проблемы нестационарных задач вскользь.

Можно сформулировать нестационарные уравнения и

для волноведущих структур. Обзор не затронул числен-

ных методов и обоснований решения гиперсингулярных

интегральных уравнений. Для 1D уравнений этот термин

ввел Ж. Адамар, а впервые рассмотрел поверхностные

ИУ для электродинамики в 1949 г. А. Мауэ [121]. Эти
уравнения долгое время непосредственно не использо-

вались для численного решения, и только относительно

недавно для них стали применяться алгоритмы. В 1D

случае уравнения описывают тонкие вибраторные антен-

ны. Для поверхностных гиперсингулярных ИУ методы

основаны на представлении полей как конечной части

интеграла в смысле значения по Адамару при стрем-

лении точки наблюдения к поверхности. Теоретические

подходы тесно связаны с теорией псевдодифференциаль-

ных операторов [33–35,122]. Интересующемуся этими

вопросами читателю можно рекомендовать литерату-

ру [122–125].
Приведенные в обзоре численные результаты для

цилиндрического ДР, прямоугольного ДВ, дисперсии в

ФК и в плазмонном волноводе, дифракции на диэлек-

трической структуре получены автором. Что касается

эффективности и точности метода ОИУ, то его можно

оценить на основе расчета резонансных частот ДР,

которые можно вполне точно измерить. В частности,

рис. 3 демонстрирует сходимость в зависимости от

числа разбиений (узлов) по каждой из двух координат.

Число пробных функций (порядок матрицы) здесь N2.

При использовании гладких КЭ размерность задачи

снижается примерно в 4 раза, т. е. для достижения той

же точности необходимо в 4 раза меньше базисных

функций. Однако такие КЭ приводят к усложнению

алгоритма. Рассчитанные результаты для собственных

частот примерно на 1−1.5% ниже, чем данные из ра-

боты [4], где также приведены результаты эксперимента.

Результаты эксперимента по сравнению с расчетами в [4]
на 1−2% выше. Для кривых 2, 3 рис. 3 уточнение по

методу Эйткена дает частоту f = 5.23752∠GHz, тогда

как в [4] приведена частота f = 5.289GHz. С другой

стороны, решение самосопряженной задачи с линейным

вхождением собственного значения k−2
0 (т. е. для ФГ

при k0 = 0) рассмотренными методами дает значения,

практически совпадающие с [4]. Отсюда можно сделать

вывод, что результаты [4] получены с недостатком.

Частоты H011 колебаний при рассмотренной форме ДР

примерно в полтора раза, а добротности более чем

на порядок выше, чем для низшего типа H01δ колеба-

ний, поскольку в первом случае добротность связана

с магнитно-дипольным излучением, в во втором — с

магнитно-квадрупольным. Расчет показывают, что дости-

жение высоких добротностей на низших модах требу-

ет использования значений ε > 40 при пренебрежимо

малом тангенсе потерь. Качественно полную доброт-

ность можно оценить через радиационную из соотно-

шения Q−1 = Q1

R + ε′′/ε′, однако метод позволяет ее

рассчитать, используя комплексную ДП. Если имеет

место сильная частотная дисперсия ДП, то полученные

уравнения всегда нуждаются в итерационном решении.
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Действительно, параметр k0 = ω/c входит в уравнения

нелинейно (непосредственно и через ФГ), так же как и

частота. Следует замораживать частоту в ДП, получать

резонансную частоту, корректировать ДП и продолжать

процесс до сходимости.

Метод ОИУ как инструмент исследования занимает

свое определенное место в вычислительной электро-

динамике. Однако, на наш взгляд, он недостаточно

оценен в плане своих возможностей, хотя и растет

число использующих его публикаций. Он может быть

применен в интегральной оптике, фотонике, плазмонике,

для анализа и гомогенизации ФК (см., например, [16–
18]), а также для 1D, 2D и 3D стационарных и неста-

ционарных задач квантовой механики [15]. Кроме ста-

ционарных и нестационарных задач электродинамики он

применялся и для задач магнитостатики с нелинейными

магнитными структурами [126–129], к задачам механики,

акустики [118] и к ряду других задач.
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