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В неупрощенной векторной форме сформулирован метод расчета мод микроструктурных оптических

волокон, основанный на представлении продольных компонент полей мод на границах раздела сред в

поперечном сечении волокна полиномами Фурье по угловым координатам. Амплитуды гармоник Фурье нахо-

дятся из однородной алгебраической системы. Ее матричные элементы определяются на основании теоремы

Грина и представляются интегралами от регулярных функций. Применимость метода ограничивается только

требованием, чтобы контуры включений и внешней границы волокна описывались однозначными функциями

угловых координат. В частном случае круглого диэлектрического волновода метод дает точное аналитическое

решение волноводной задачи. Представлены оценки внутренней сходимости метода относительно порядка

полиномов Фурье при расчете мод диэлектрического эллиптического волновода и микроструктурных волокон

с эллиптическими включениями. Установлено, что на коэффициенты затухания мод существенно влияют как

внутренняя микроструктура, так и внешняя граница волокна.
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Введение

Микроструктурные оптические волокна (МОВ), по-

перечное сечение которых содержит систему диэлек-

трических включений, широко используются в опти-

ческих системах связи и обработки информации. Для

оптимизации таких волокон необходимы эффективные

методы анализа их модовых характеристик. Моды МОВ

не допускают строгий аналитический расчет. Поэтому

важное практическое значение имеют численные мето-

ды, позволяющие получить последовательно уточненное

решение векторной волноводной задачи [1]. В настоящее

время в теории открытых диэлектрических волноводов,

к которым относятся и МОВ, получили распространение

вариационные и конечно-разностные методы [1]. Их об-

щей особенностью является использование ограничен-

ного в пространстве расчетного окна. Это затрудняет

исследование мод открытых волноводов, находящихся в

окрестности критических и в закритических условиях.

Последние условия имеют место при наличии вытека-

ния излучения из волноводного канала и характерны

для МОВ. Устранить данные ограничения позволяют

метод контурных интегральных уравнений [1–4] и метод

функций Грина [5]. К последнему методу можно отнести

метод мультиполей [6,7] и метод, использующий ряды

Рэлея для компонент электромагнитного поля внутри

и вне волноводного канала [8]. В данных подходах

искомыми являются компоненты электромагнитного по-

ля моды на границах раздела сред, либо в замкнутых

областях пространства, а корректная асимптотика поля

при удалении от волновода обеспечивается двумерной

функцией Грина. Но при численном решении контурных

интегральных уравнений возникают трудности, связан-

ные с сингулярностью функции Грина. Различные спосо-

бы преодоления этих трудностей рассмотрены в [1–4].
Применительно к МОВ соответствующие результаты

получены без учета взаимодействия их мод с внешней

границей волокна, которое может существенно влиять

на затухание мод [5,9,10]. Преодолеть данное ограни-

чение позволяет метод функций Грина [5]. Этот метод

основан на решении систем уравнений связанных волн

относительно амплитуд фурье-разложений компонент

электромагнитного поля моды по угловым координатам

в областях включений. Но он эффективен лишь для

МОВ, содержащих включения с циркулярной симмет-

рией [5]. При нарушении такой симметрии названные

разложения не являются абсолютно сходящимися. Это

порождает асимптотический характер получаемого ре-

шения, что проявляется в неустойчивости результатов

для модовых характеристик относительно порядка ре-

дукции рядов Фурье. Кроме того, метод функций Грина

применим к ограниченному классу МОВ, поперечное се-

чение которых содержит только элементы, допускающие

заключение в непересекающиеся окружности [5].

В настоящей работе предлагается более эффективный

аналог метода функций Грина. В нем используются

полиномы Фурье по угловым координатам для продоль-
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ных компонент поля моды МОВ, заданные на границах

включений и внешней границе волокна. Амплитуды

гармоник Фурье находятся из однородной алгебраиче-

ской системы. Ее матричные элементы определяются на

основании теоремы Грина, рассматриваемой поочередно

во всех однородных областях структуры. Вычисление

матричных элементов сводится к численному расчету

интегралов от регулярных функций, при этом труд-

ностей, вызванных сингулярностями функций Грина,

не возникает. Получена формулировка дисперсионного

уравнения для мод МОВ, не требующая прямого вычис-

ления определителя системы, что позволяет избежать

переполнений разрядной сетки компьютера. Примени-

мость метода ограничивается только требованием, что-

бы контуры образующих каналов и внешней границы

МОВ описывались однозначными функциями угловых

координат. В частном случае однородного волокна кру-

гового сечения метод приводит к известному строгому

решению волноводной задачи. Внутренняя сходимость

метода относительно порядка полиномов Фурье оценена

на примерах расчета мод диэлектрического волновода

эллиптического сечения и мод МОВ, образованных эл-

липтическими воздушными каналами в кварцевом стек-

ле. Дисперсионные зависимости для мод эллиптического

волновода сопоставлены с литературными данными. Для

МОВ исследованы эффекты модового двулучепрелом-

ления и дихроизма, вызванного вытеканием излучения

из волноводного канала, и влияние на эти эффекты

внешней границы волокна.

1. Фурье-анализ мод

Поперечное сечение рассматриваемых волокон схема-

тически изображено на рис. 1.

Внешняя граница МОВ является замкнутой и опи-

сывается однозначной функцией r = ρ0(ϕ), где r
и ϕ — глобальные полярные координаты (x = r cosϕ,
y = r sinϕ) с началом отсчета 0 (рис. 1). Среды счита-

ются не магнитными с относительной магнитной про-

ницаемостью µ = 1. Окружающая МОВ среда является

однородной и имеет относительную диэлектрическую

проницаемость εc . Внутри МОВ (область r < ρ0(ϕ))
имеются включения с номерами k = 1, N, окружен-

ные однородной средой с диэлектрической проницаемо-

стью εs . Среды внутри включений также однородны. Ди-

электрическая проницаемость k-го включения равна εk

(k = 1, N). Граница включения является замкнутой и

описывается однозначной функцией rk = ρk(ϕ), где rk

и ϕk — полярные координаты точки в локальной си-

стеме координат включения. Предполагается, что на-

чало координат k-го включения, имеющее глобальные

декартовы координаты x0k , y0k , может быть заключено

в некоторую окружность радиуса ak < ρk(ϕk), целиком
расположенную внутри включения (рис. 1). Диэлектри-
ческие проницаемости εc , εs , εk (k = 1, N) являются в

общем случае комплексными.
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Рис. 1. a — общий вид поперечного сечения исследуемых

волокон, b — МОВ с воздушными каналами эллиптического

сечения.

Все компоненты поля моды с зависимостью от време-

ни t и координаты z вида exp(iωt−ik0βz ) (k0 = 2π/λ —

волновое число вакуума, β — безразмерная постоянная

распространения моды), распространяющейся вдоль оси

волновода 0z , могут быть выражены через продольные

компоненты этого поля Ez и Hz [11], которые во всем

пространстве подчиняются уравнениям

∂2Ez

∂x2
+

∂2Ez

∂y2
+ k2

0χ
2
s Ez = f 1, (1)

∂2Hz

∂x2
+

∂2Hz

∂y2
+ k2

0χ
2
s Hz = f 2, (2)
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где

f 1 = −
χ2

εε0

{

k0β

ω

[

∂χ−2

∂x
∂Hz

∂y
−

∂χ−2

∂y
∂Hz

∂x

]

+
∂(εε0χ

−2)

∂x
∂Ez

∂x
+

∂(εε0χ
−2)

∂y
∂Ez

∂y

}

− k2
0(ε − εs )Ez ,

f 2 = −
k0β

ωµ0

[

∂χ−2

∂y
∂Ez

∂x
−

∂χ−2

∂x
∂Ez

∂y

]

−
∂χ−2

∂x
∂Hz

∂x
−

∂χ−2

∂y
∂Hz

∂y
− k2

0(ε − εs )Hz ,

χ2s = εs−β2, χ2 = k2
0(ε−β2), ε0 и µ0 — диэлектрическая

и магнитная проницаемости вакуума, относительная ди-

электрическая проницаемость пространства ε(x , y) яв-

ляется ступенчатой функцией координат.

Применение к уравнениям (1), (2) в области

r < ρ0(ϕ) теоремы Грина [12] по схеме, описанной в [5],
приводит к функциональным уравнениям

2π
∫

0

dϕ′
√

ρ′2
0 + ρ2

0

[

8l(r
′)
∂Gs

∂n′
− Gs

∂8l(r
′)

∂n′

]

r ′=ρ0(ϕ′)−0

−

N
∑

k=1

2π
∫

0

dϕ′
k

√

ρ′2
k + ρ2

k

×

[

8l(r
′)
∂Gs

∂n′
− Gs

∂8l(r
′)

∂n′

]

r ′k=ρk (ϕ′

k)+0

= 0 (3)

и квадратурным формулам

2π
∫

0

dϕ′
√

ρ′2
0 + ρ2

0

[

8l(r
′)
∂Gs

∂n′
− Gs

∂8l(r
′)

∂n′

]

r ′=ρ0(ϕ′)−0

−

N
∑

k=1

2π
∫

0

dϕ′
k

√

ρ′2
k + ρ2

k

×

[

8l(r
′)
∂Gs

∂n′
− Gs

∂8l(r
′)

∂n′

]

r ′k=ρk (ϕ′

k)+0

= 8l(r). (4)

Здесь

l = 1, 2, 81 = Hz , 82 = Ēz =
√

ε0/µ0Ez ,

ρ′
0 = (dρ0/dϕ)ϕ=ϕ′ , ρ0 = ρ0(ϕ

′),

ρ′
k = (dρk/dϕk)ϕk =ϕ′

k
, ρk = ρk(ϕ

′
k),

Gs = 0.25iH(2)
0 (k0χs |r− r

′|),

— двумерная функция Грина для однородной среды

с диэлектрической проницаемостью εs (H(2)
0 (. . .) —

функция Ханкеля), r и r
′ — радиус-векторы точек

наблюдения и контуров интегрирования соответствен-

но; r ′, ϕ′ — полярные координаты радиус-вектора r
′

в глобальной системе координат, r ′k , ϕ
′
k — полярные

координаты этого же вектора в локальных системах

координат включений (k = 1, N); через ∂/∂n′ обозначе-

ны производные по направлениям внешних нормалей к

контурам интегрирования. Уравнения (3) справедливы,

если точка наблюдения r находится либо в областях

включений, либо вне МОВ (r > ρ0(ϕ)), а (4) — если

эта точка располагается внутри МОВ (r < ρ0(ϕ)), но

вне включений.

Аналогично применяя теорему Грина к уравнени-

ям (1), (2) в окружающей МОВ среде и во внутренних

областях включений, получаем

2π
∫

0

dϕ′
√

ρ′2
0 + ρ2

0

[

8l(r
′)
∂Gc

∂n′
− Gc

∂8l(r
′)

∂n′

]

r ′=ρ0(ϕ′)+0

= 0

(

r < ρ0(ϕ)
)

, (5)

2π
∫

0

dϕ′
√

ρ′2
0 + ρ2

0

[

8l(r
′)
∂Gc

∂n′
− Gc

∂8l(r
′)

∂n′

]

r ′=ρ0(ϕ′)+0

= −8l(r)
(

r > ρ0(ϕ)
)

, (6)

где Gc = 0.25iH(2)
0 (k0χc |r−r

′|), χc =
√

εc − β2, Re χc > 0

и Im χc < 0 для вытекающих и волноводных мод МОВ

соответственно;

2π
∫

0

dϕ′
k

√

ρ′2
k + ρ2

k

[

8l(r
′)
∂Gk

∂n′
− Gk

∂8l(r
′)

∂n′

]

r ′=ρk (ϕ′

k)−0

= 0

(

rk < ρk(ϕk)
)

, (7)

2π
∫

0

dϕ′
k

√

ρ′2
k + ρ2

k

[

8l(r
′)
∂Gk

∂n′
− Gk

∂8l(r
′)

∂n′

]

r ′=ρk (ϕ′

k)−0

= 8l(r)
(

rk > ρk(ϕk)
)

, (8)

где Gk = 0.25iH(2)
0 (k0χk |r− r

′|), χk =
√

εk − β2, k = 1, N.

С целью алгебраизации уравнений (3), (5), (7) пред-

ставим функции 8l(r
′) и ∂8l(r

′)/∂n′ на контурах инте-

грирования в виде полиномов Фурье:

Hz

∣

∣

r ′k=ρk
=

m
∑

ν=−m

h(k)
ν exp(iνϕ′

k),

Ēz

∣

∣

r ′k=ρk
=

m
∑

ν=−m

e(k)
ν exp(iνϕ′

k), (9)

∂Hz

∂n′

∣

∣

∣

∣

r ′=ρk−0

=

m
∑

ν=−m

h′(k)
ν exp(iνϕ′

k),

∂Ēz

∂n′

∣

∣

∣

∣

r ′=ρk−0

=

m
∑

ν=−m

e′(k)
ν exp(iνϕ′

k), (10)

Журнал технической физики, 2022, том 92, вып. 12



Фурье-анализ мод микроструктурных оптических волокон 1901

Hz

∣

∣

r ′=ρ0
=

m
∑

ν=−m

h(0)
ν exp(iνϕ′),

Ēz

∣

∣

r ′=ρ0
=

m
∑

ν=−m

e(0)
ν exp(iνϕ′), (11)

∂Hz

∂n′

∣

∣

∣

∣

r ′=ρ0+0

=

m
∑

ν=−m

h′(0)
ν exp(iνϕ′),

∂Ēz

∂n′

∣

∣

∣

∣

r ′=ρ0+0

=

m
∑

ν=−m

e′(0)ν exp(iνϕ′), (12)

где m — порядок полиномов, h(k)
ν , h′(k)

ν , e(k)
ν , e′(k)

ν — неиз-

вестные коэффициенты (k = 0, N).

Заметим, что в согласии с теоремой сложения Графа

для цилиндрических функций [13]:

H(2)
0 (κ|r− r

′|) =

∞
∑

µ=−∞

exp[iµ(ϕ − ϕ′)]

×

{

Jµ(κr)H(2)
µ (κr ′) при r < r ′,

Jµ(κr ′)H(2)
µ (κr) при r > r ′,

(13)

где κ — некоторая константа, Jµ(. . .) — функция

Бесселя; r, ϕ и r ′, ϕ′ — полярные координаты радиус-

векторов r и r
′ в некоторой координатной системе, и что

проектирование векторов градиентов функций Ханкеля

на направления нормалей к контурам интегрирования

в (3)−(8) приводит к соотношениям

∂Gs ,c

∂n′
=

(

ρ0
∂Gs ,c

∂r ′
−

ρ′
0

ρ0

∂Gs ,c

∂ϕ′

)

r ′=ρ0

(ρ′2
0 − ρ2

0)
−0.5,

(14)

∂Gs ,k

∂n′
=

(

ρk
∂Gs ,k

∂r ′k
−

ρ′
k

ρk

∂Gs ,k

∂ϕ′
k

)

r ′k=ρk

(ρ′2
k − ρ2

k )
−0.5.

(15)

Формулы (5), (7), (13)−(15) позволяют установить

связь между коэффициентами разложений (9)−(12).
Действительно, опишем вокруг начала глобальной си-

стемы координат 0 некоторую окружность радиуса

a < ρ0(ϕ). Как следует из (5), (11), (12), (14), в пределах
этой окружности

∞
∑

µ=−∞

Jµ(k0χcr) exp(iµϕ)

m
∑

ν=−m

(

K(0)
µν h(0)

ν + L(0)
µν h′(0)

ν

)

= 0,

(16)
где

K(0)
µν =

2π
∫

0

dϕ′

{

k0χcρ0H ′(2)
µ (k0χcρ0)

+ iµ
ρ′
0

ρ0
H(2)

µ (k0χcρ0) exp[i(ν − µ)ϕ′]

}

, (17)

L(0)
µν =

2π
∫

0

dϕ′
√

ρ′2
0 + ρ2

0 H(2)
µ (k0χcρ0) exp[i(ν − µ)ϕ′],

(18)

через H ′(2)
µ (. . .) обозначена производная от функции

Ханкеля H(2)
µ (. . .) по всему ее аргументу. Учитывая,

что функции Jµ(k0χcr) exp(iµϕ) в (16), относящиеся

к различным µ, линейно независимы и ограничиваясь

во внешней сумме в (16) слагаемыми с µ = −m, m
заключаем, что

h′(0)
ν =

m
∑

µ=−m

Z(0)
νµ h(0)

µ , (19)

где

Z(0)
νµ =

m
∑

σ=−m

L(0)−1
νσ K(0)

σµ ,

L
(0)−1 — матрица, обратная матрице L

(0) вида (18).
Точно так же

e′(0)ν =

m
∑

µ=−m

Z(0)
νµ e(0)

µ . (20)

Аналогичные преобразования уравнений (7) с уче-

том (9), (10), (13), (15) приводят к соотношениям

h′(k)
ν =

m
∑

µ=−m

Z(k)
νµ h(k)

µ , (21)

e′(k)
ν =

m
∑

µ=−m

Z(k)
νµ e(k)

µ , (22)

Z(k)
νµ =

m
∑

σ=−m

L(k)−1
νσ K(k)

σµ , (23)

K(k)
µν =

2π
∫

0

dϕ′
k

{

k0χkρkJ′
µ(k0χkρk)

+ iµ
ρ′

k

ρk
Jµ(k0χkρk) exp[i(ν − µ)ϕ′

k ]

}

, (24)

L(k)
µν =

2π
∫

0

dϕ′
k

√

ρ′2
k + ρ2

k

{

Jµ(k0χkρk) exp[i(ν − µ)ϕ′
k ]

}

,

(25)
где через J′

µ(. . .) обозначена производная от функции

Jµ(. . .) по всему ее аргументу, k = 1, N.

Обратимся теперь к уравнениям (3). Входящие в

них производные ∂Hz /∂n′ и ∂Ēz /∂n′ отличаются от

аналогичных производных в (10) и (12) тем, что они

вычисляются при стремлении к границам раздела сред

с противоположных сторон. Из условий непрерывности
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тангенциальных составляющих электрического и маг-

нитного поля на данных границах следует, что

(

∂Hz

∂n′

)

r ′=ρ−0

=
χ2s
χ2c

(

∂Hz

∂n′

)

r ′=ρ+0

+
β

√

ρ′2 + ρ2

×

(

1−
χ2s
χ2c

)(

∂Ēz

∂ϕ′

)

r ′=ρ

, (26)

(

∂Ēz

∂n′

)

r ′=ρ−0

=
χ2s εc

χ2c εs

(

∂Ēz

∂n′

)

r ′=ρ+0

−
β

εs

√

ρ′2 + ρ2

×

(

1−
χ2s
χ2c

)(

∂Hz

∂ϕ′

)

r ′=ρ

, (27)

(

∂Hz

∂n′

)

r ′=ρk +0

=
χ2s

χ2k

(

∂Hz

∂n′

)

r ′=ρk−0

+
β

√

ρ′2
k + ρ2

k

×

(

1−
χ2s

χ2k

)(

∂Ēz

∂ϕ′
k

)

r ′=ρk

, (28)

(

∂Ēz

∂n′

)

r ′=ρk +0

=
χ2s εk

χ2k εs

(

∂Ēz

∂n′

)

r ′=ρk−0

−
β

εs

√

ρ′2
k + ρ2

k

×

(

1−
χ2s

χ2k

)(

∂Hz

∂ϕ′
k

)

r ′=ρk

. (29)

Формулы (26)−(29) позволяют воспользоваться в урав-

нениях (3) разложениями (9)−(12).
Детализируем уравнения (3) для случая, когда точка

наблюдения с радиус-вектором r находится в j-ом вклю-

чении. Ее полярные координаты в локальной системе

координат включения обозначим через r j , ϕ j . Пусть

r j < a j (рис. 1). Для вычисления функций Gs , ∂Gs/∂n′

на контурах интегрирования в (3) воспользуемся локаль-
ной системой координат j-го включения. Обозначим по-

лярные координаты точек границы k-го включения через

ρ jk, ϕ jk (если j = k , то ρ jk = ρk , ϕ jk = ϕ′
k), а внешней

границе МОВ сопоставим номер k = 0, так что поляр-

ные координаты ее точек равны ρ j0, ϕ j0. Из рис. 1 оче-

видно, что выполняются неравенства r j < ρ jk (k = 0, N).
Тогда в соответствии с (13), во всех интегралах в (3):

Gs =0.25i
∞
∑

µ=−∞

exp[iµ(ϕ j−ϕ jk)]Jµ(k0χs r j)H
(2)
µ (k0χsρ jk).

(30)
Чтобы рассчитать производные ∂Gs/∂n′ заметим, что

x0k + ρk cosϕ
′
k = x0 j + ρ jk cosϕ jk ,

y0k + ρk sinϕ
′
k = y0 j + ρ jk sinϕ jk , (31)

где x00 = y00 = 0, ϕ′
0 = ϕ′ . Согласно (31):

ρ jk =
√

(x0k−x0 j + ρk cosϕ
′
k)

2 + (y0k−y0 j + ρk sinϕ
′
k)

2,

(32)
∂ϕ jk

∂ρk
=

(x0k − x0 j) sinϕ
′
k − (y0k − y0 j) cosϕ

′
k

ρ2
jk

, (33)

∂ρ jk

∂ρk
=

(x0k − x0 j) cosϕ
′
k + (y0k − y0 j) sinϕ

′
k + ρk

ρ jk
, (34)

∂ρ jk

∂ϕ′
k

= −ρkρ jk
∂ϕ jk

∂ρk
, (35)

∂ϕ jk

∂ϕ′
k

=
ρk

ρ jk

∂ρ jk

∂ρk
. (36)

Как следует из (15), (30)−(36):

∂Gs

∂n′
=

i

4

√

ρ′2
k + ρ2

k

∞
∑

µ=−∞

Jµ(k0χs r j) exp[iµ(ϕ j − ϕ jk ]

×

[

k0χsρkH ′(2)
µ (k0χsρ jk)

(

∂ρ jk

∂ρk
+

ρ′
kρ jk

ρk

∂ϕ jk

∂ρk

)

−iµH(2)
µ (k0χsρ jk)

(

ρk
∂ϕ jk

∂ρk
−

ρ′
k

ρ jk

∂ρ jk

∂ρk

)

]

. (37)

При учете соотношений (14), (15), (19), (22),
(26)−(30), (37) уравнения (3) при l = 1, 2 приводятся

к виду

∞
∑

µ=−∞

Jµ(k0χs r j) exp(iµϕ j)

N
∑

k=0

m
∑

ν=−m

(

HH( jk)
µν h(k)

ν

+ HE( jk)
µν e(k)

ν

)

= 0, (38)

∞
∑

µ=−∞

Jµ(k0χs r j) exp(iµϕ j)

N
∑

k=0

m
∑

ν=−m

(

EH( jk)
µν h(k)

ν

+ EE( jk)
µν e(k)

ν

)

= 0, (39)

где

HH( jk)
µν = T1( jk)

µν −
χ2s

χ2k

m
∑

σ=−m

T2( jk)
µσ Z(k)

σ ν , (40)

EE( jk)
µν = T1( jk)

µν −
χ2s εk

χ2k εs

m
∑

σ=−m

T2( jk)
µσ Z(k)

σ ν , (41)

HE( jk)
µν = −iνβ

(

1−
χ2s

χ2k

)

T3( jk)
µν , (42)

EH( jk)
µν =

iνβ
εs

(

1−
χ2s

χ2k

)

T3( jk)
µν , (43)

T1( jk)
µν =

isk

4

2π
∫

0

dϕ′
k

[

k0χsρkH ′(2)
µ (k0χsρ jk)

×

(

∂ρ jk

∂ρk
+

ρ′
kρ jk

ρk

∂ϕ jk

∂ρk

)

− iµH(2)
µ (k0χsρ jk)

×

(

ρk
∂ϕ jk

∂ρk
−

ρ′
k

ρ jk

∂ρ jk

∂ρk

)

]

exp(iνϕ′
k − iµϕ jk), (44)
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T2( jk)
µν =

isk

4

2π
∫

0

dϕ′
k

√

ρ′2
k + ρ2

k H(2)
µ (k0χsρ jk)

× exp(iνϕ′
k − iµϕ jk), (45)

T3( jk)
µν =

isk

4

2π
∫

0

dϕ′
kH(2)

µ (k0χsρ jk) exp(iνϕ
′
k − iµϕ jk),

(46)
sk = −1 при k > 0, а при k = 0, sk = 1, χk = χc , εk = εc .

Учитывая, что в рассматриваемой области измене-

ния r j функции Jµ(k0χs r j) exp(iµϕ j), относящиеся к

различным µs , линейно независимы и ограничиваясь во

внешних суммах в (38), (39) слагаемыми с номерами

µ = −m, m, приходим к алгебраическим уравнениям

N
∑

k=0

m
∑

ν=−m

(

HH( jk)
µν h(k)

ν + HE( jk)
µν e(k)

ν

)

= 0, (47)

N
∑

k=0

m
∑

ν=−m

(

EH( jk)
µν h(k)

ν + EE( jk)
µν e(k)

ν

)

= 0, (48)

где µ = −m, m, j = 1, N .

Пусть теперь точка наблюдения в (3) находится

вне круга некоторого радиуса a0, охватывающего МОВ

(рис. 1, a). В этом случае для задания функций Gs ,

∂Gs/∂n′ на контурах интегрирования в (3) воспользу-

емся глобальной системой координат рис. 1, a. Соглас-

но (13):

Gs = 0.25i
∞
∑

µ=−∞

exp[iµ(ϕ − ϕ0k)]Jµ(k0χsρ0k)H
(2)
µ (k0χs r),

(49)

∂Gs

∂n′
=

i

4

√

ρ′2
k + ρ2

k

∞
∑

µ=−∞

H(2)
µ (k0χs r) exp[iµ(ϕ − ϕ0k)]

×

[

k0χsρk J′
µ(k0χsρ0k)

(

∂ρ0k

∂ρk
+

ρ′
kρ0k

ρk

∂ϕ0k

∂ρk

)

− iµ Jµ(k0χsρ0k)

(

ρk
∂ϕ0k

∂ρk
−

ρ′
k

ρ0k

∂ρ0k

∂ρk

)]

. (50)

В соответствии с (31)−(36) на внешней границе

МОВ при вычислении матричных элементов систе-

мы (47), (48) следует положить k = 0, ρ0 = ρ00,

ϕ00 = ϕ′
0 = ϕ′, ∂ρ00/∂ρ0 = 1, ∂ϕ00/∂ρ0 = 0.

Подстановка (49), (50) в (3) приводит к уравнениям

∞
∑

µ=−∞

H(2)
µ (k0χs r) exp(iµϕ)

N
∑

k=0

m
∑

ν=−m

(

HH(0k)
µν h(k)

ν

+ HE(0k)
µν e(k)

ν

)

= 0, (51)

∞
∑

µ=−∞

H(2)
µ (k0χs r) exp(iµϕ)

N
∑

k=0

m
∑

ν=−m

(

EH(0k)
µν h(k)

ν

+ EE(0k)
µν e(k)

ν

)

= 0. (52)

Как и при рассмотрении уравнений (38), (39),
из (51), (52) получаем

N
∑

k=0

m
∑

ν=−m

(

HH(0k)
µν h(k)

ν + HE(0k)
µν e(k)

ν

)

= 0, (53)

N
∑

k=0

m
∑

ν=−m

(

EH(0k)
µν h(k)

ν + EE(0k)
µν e(k)

ν

)

= 0, (54)

где µ = −m, m. Коэффициенты алгебраических уравне-

ний (53), (54) имеют общий вид (40)−(43), но теперь

T1(0k)
µν =

isk

4

2π
∫

0

dϕ′
k

[

k0χsρk J′
µ(k0χsρ0k)

×

(

∂ρ0k

∂ρk
+

ρ′
kρ0k

ρk

∂ϕ0k

∂ρk

)

− iµ Jµ(k0χsρ0k)

×

(

ρk
∂ϕ0k

∂ρk
−

ρ′
k

ρ0k

∂ρ0k

∂ρk

)

]

exp(iνϕ′
k − iµϕ0k), (55)

T2(0k)
µν =

isk

4

2π
∫

0

dϕ′
k

√

ρ′2
k + ρ2

k Jµ(k0χsρ0k)

× exp(iνϕ′
k − iµϕ0k), (56)

T3(0k)
µν =

isk

4

2π
∫

0

dϕ′
k Jµ(k0χsρ0k) exp(iνϕ

′
k − iµϕ0k). (57)

Уравнения (47), (48), (53), (54) представляют собой

однородную алгебраическую систему

MX = 0 (58)

размерности n × n, где n = (4m + 2)(N + 1), X —

вектор-столбец размерности n, составленный из коэффи-

циентов разложений (9), (11). Как следует из (44)−(46),
(55)−(57), вычисление матричных элементов системы

HH( jk)
µν , HE( jk)

µν , EH( jk)
µν , EE( jk)

µν сводится к численному

расчету интегралов от регулярных функций и не вызы-

вает принципиальных затруднений.

Условие существования нетривиальных решений си-

стемы (58)
detM = 0 (59)

является дисперсионным уравнением относительно воз-

можных комплексных постоянных распространения мод

МОВ β . После решения дисперсионного уравнения

может быть выполнен расчет поля моды. Если ранг

матрицы M равен n−1, как это имеет место для всех

исследованных ниже МОВ, то все компоненты векто-

ра X могут быть выражены из (58) через одну его ком-

поненту. В итоге с точностью до произвольного множи-

теля, имеющего смысл амплитуды моды, будут найдены

все коэффициенты разложений (9), (11). Последующий
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расчет продольных компонент поля моды внутри МОВ

и в окружающей МОВ среде может быть выполнен

по квадратурным формулам (4), (6), (8). Поперечные

компоненты поля моды могут быть рассчитаны диффе-

ренцированием найденных продольных компонент [11].

2. Численные примеры

Частным случаем МОВ являются однородные диэлек-

трические волноводы, окруженные однородными среда-

ми. В такой ситуации N = 0, и расчет мод волноводов

сводится к решению системы уравнений (53), (54),
где k = N = 0.

Простейшим примером однородного волновода яв-

ляется круглый диэлектрический волновод. В данном

случае ρ0 есть радиус волновода, а ρ′
0 = 0. Благодаря

последнему равенству интегралы (17), (18), (55)−(57)
берутся аналитически, что приводит к диагональным

матрицам

Z(0)
µν =

k0χcH ′(2)
µ (k0χcρ0)

H(2)
µ (k0χcρ0)

δµν , (60)

T1(00)
µν = 0.5πik0χsρ0 J′

µ(k0χsρ0)δµν , (61)

T2(00)
µν = 0.5πiρ0 Jµ(k0χsρ0)δµν , (62)

T3(00)
µν = 0.5πi Jµ(k0χsρ0)δµν , (63)

где δµν — символ Кронекера. В результате систе-

ма (53), (54) распадается на несвязанные между собой

подсистемы двух уравнений относительно e(0)
µ , h(0)

µ , где

µ = 0,±1, . . .. Условия равенства нулю определителей

этих подсистем приводят к известному точному диспер-

сионному уравнению для мод круглого диэлектрическо-

го волновода [11]. Таким образом, в данном примере раз-

работанный метод дает строгое аналитическое решение

волноводной задачи.

Другим классическим примером однородного волно-

вода является диэлектрический волновод эллиптическо-

го сечения. В принципе, для такого волновода система

уравнений (1), (2) допускает разделение переменных в

эллиптических координатах [14]. Но при этом возникает

непростая проблема вычисления функций Матье [13,14].
Детальный расчет эллиптического волновода выполнен

в [4] методом контурных интегральных уравнений.

В предлагаемом подходе контур поперечного сечения

эллиптического волновода описывается функциями

ρ0(ϕ) = ab(b2 cos2 ϕ + a2 sin2 ϕ)−1/2, (64)

ρ′
0(ϕ) = 0.5ab sin(2ϕ)(b2−a2)(b2 cos2 ϕ + a2 sin2 ϕ)−3/2,

(65)
где a и b — длины полуосей эллипса (рис. 2). Как

следует из (55)−(57), (64), (65), при условии a 6= b
матрица M является плотной, и решение уравнения (59)
может быть найдено только численно.
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Рис. 2. Дисперсионные зависимости для четырех мод низшего

порядка эллиптического волновода формата F = a/b = 1.5

(вставка), рассчитанные развитым методом (сплошные кри-

вые) и полученные в [4] (дискретные значки).

Таблица 1. Внутренняя сходимость разработанного метода

для мод эллиптического волновода

Мода Ex
11 Ey

11 Ex
21 Ey

11

m B B B B

4 0.730388 0.699907 0.422658 0.267338

8 0.730520 0.700002 0.423185 0.267904

12 0.730510 0.700012 0.423179 0.267894

16 0.730510 0.700012 0.423178 0.267894

20 0.730510 0.700012 0.423178 0.267894

На рис. 2 дисперсионные зависимости для четырех

мод низшего порядка эллиптического волновода фор-

мата F = a/b = 1.5, рассчитанные изложенным мето-

дом, сопоставлены с результатами работы [4]. Здесь

B = Re[(β2−εc)/(εs−εc)] и использованы обозначения

мод, указывающие на главную поперечную компоненту

их электрического поля [15].

Как видно из рис. 2, результаты обоих подходов

совпадают в пределах графических погрешностей.

О внутренней сходимости предлагаемого метода при

расчете кривых на рис. 2 позволяет судить табл. 1,

которая относится к 2b/λ = 1.

Согласно табл. 1, приемлемая для оценочных расче-

тов точность вычисления постоянных распространения

мод достигается уже при m = 4.

Мы использовали разработанный метод для описа-

ния модового двулучепреломления в МОВ, образован-
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ных воздушными каналами в диэлектрической среде.

Рассмотрены одномодовые волокна со сплошной серд-

цевиной, в которых центры включений находятся в

узлах двумерной гексагональной решетки периода 3

(рис. 1, b). Если включения имеют круговое сечение,

то поперечное сечение МОВ обладает вращательной

симметрией порядка s = 6. В этом случае две ортого-

нально поляризованные основные моды МОВ вырожде-

ны [16], т. е. модовое двулучепреломление отсутствует.

Это означает неустойчивость поляризации света при

его распространении по волокну и возникновение по-

ляризационных шумов при детектировании оптического

сигнала на выходе МОВ. Устранение данных дефектов

предполагает использование волокон, обладающих мо-

довым двулучепреломлением, в которых комплексные

постоянные распространения основных ортогонально

поляризованных мод различны [17]. Такая ситуация

имеет место для МОВ с эллиптическими воздушными

каналами, когда s = 2 [5,18,19].

Мы исследовали МОВ, сердцевина которых окружена

двумя гексагональными кольцами одинаковых воздуш-

ных каналов эллиптического сечения формата F = a/b
(рис. 1, b). Контур внешней границы МОВ предполагался

круговым (ρ0 = const). Использованы значения N = 18,

εs = 1.452, ε j = 1 ( j = 1, N) и пропорции ρ0/3 = 30.85,

ab/32 = 0.06, характерные для кварцевых одномодо-

вых МОВ [10,20]. Рассмотрены две ситуации, когда

εc = ε
(1)
c = εs , т. е. каналы находятся в безграничной сре-

де и εc = ε
(2)
c = (1.54−i0.00002)2 , что означает наличие

на волокне поглощающего полимерного покрытия из

бутилакрилата [10].

Как показали расчеты, в случае МОВ прямое числен-

ное решение уравнения (59) сталкивается с проблемой

выхода вычисляемых значений detM за разрядную сетку

компьютера. Подобный дефект, вызванный перемноже-

нием множества функций Ханкеля, уже отмечался в [5]
при исследовании МОВ с круговыми включениями.

Он устраним за счет представления дисперсионного

уравнения в форме, не требующей вычисления detM [5].
С этой целью система (58) записывается в виде

∑

j 6=k

Mν jX j X
−1
k = −Mνk (ν 6= k), (66)

n
∑

j=1

Mk jX j X
−1
k = 0, (67)

где k — номер одного из уравнений системы (58). Если
определитель n−1-го порядка системы (66) отличен

от нуля, то данная система имеет единственное решение

относительно неизвестных X jX
−1
k . Тогда после вычисле-

ния указанных величин из (66) выражение (67) приобре-
тает смысл дисперсионного уравнения относительно β .

Его решение не вызывает принципиальных затруднений.

Одновременно из (9), (11), (66) определяется поле

моды.

Таблица 2. Внутренняя сходимость вычислительной схемы

при расчете постоянных распространения мод МОВ с воз-

душными каналами кругового сечения (F = 1), окруженных

однородной средой (εc = ε
(11)
c ) и при наличии на МОВ поли-

мерного покрытия

Моды Hx Hy

εc m Re β − Im β · 107 m Re β − Im β · 107

4 1.442991 0.742 4 1.442991 0.742

ε
(1)
c 8 1.442991 0.743 8 1.442991 0.743

12 1.442991 0.743 12 1.442991 0.743

4 1.442991 0.386 4 1.442991 0.386

ε
(2)
c 8 1.442991 0.354 8 1.442991 0.354

12 1.442991 0.354 12 1.442991 0.354

Таблица 3. Внутренняя сходимость вычислительной схемы

при расчете постоянных распространения мод МОВ с воз-

душными каналами эллиптического сечения формата F = 1/2,

окруженных однородной средой (εc = ε
(1)
c ) и при наличии

на МОВ полимерного покрытия (εc = ε
(2)
c )

Моды Hx Hy

εc m Re β − Im β · 107 m Re β − Im β · 107

4 1.442901 1.469 4 1.442782 0.817

8 1.442789 0.871 8 1.442659 0.463

ε
(1)
c

12 1.442770 0.800 12 1.442640 0.424

16 1.442767 0.786 16 1.442636 0.416

20 1.442766 0.783 20 1.442635 0.414

24 1.442766 0.783 24 1.442635 0.414

4 1.442901 1.408 4 1.442781 1.943

8 1.442789 1.731 8 1.442659 0.289

ε
(2)
c

12 1.442770 1.514 12 1.442640 0.214

16 1.442767 1.484 16 1.442636 0.203

20 1.442766 1.478 20 1.442635 0.200

24 1.442766 1.477 24 1.442635 0.200

Если в сечении МОВ отсутствуют элементы симмет-

рии, то конкретный выбор номера k в (66), (67) не имеет
существенного значения. Однако при наличии в сечении

МОВ осей симметрии некоторые компоненты вектора X
могут обратиться в нуль [5]. Если взять в качестве Xk

такую компоненту, то матрица системы (66) становится

вырожденной, и описанная схема теряет смысл. В част-

ности, для рассматриваемых МОВ e(1)
0 = 0, h(1)

0 6= 0 при

расчете основной моды с главной поперечной компонен-

той магнитного поля Hx (Hx -мода) и h(1)
0 = 0, e(1)

0 6= 0
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F = 1/2
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Рис. 3. Спектральные зависимости модового двулучепрелом-

ления для МОВ с эллиптическими воздушными каналами

форматов 2/3 и 1/2.

при расчете моды с главной компонентой Hy (Hy -

мода) [5]. Здесь номер 1 соответствует ближайшему

от начала координат включению, расположенному в

области x > 0, центр которого находится на оси 0x
(рис. 1, b). Поэтому при расчете Hy -моды в качестве Xk

выбиралась компонента e(1)
0 , а при расчете Hx -моды —

компонента h(1)
0 .

Модовое двулучепреломление Re1β, где 1β — раз-

ность постоянных распространения Hx - и Hy -мод и

дихроизм, т. е. различное затухание Hx - и Hy -мод МОВ с

эллиптическими воздушными каналами, иллюстрируют

рис. 3, 4 и табл. 2, 3.

Кривые на рис. 3, относящиеся к εc = ε
(1)
c и εc = ε

(1)
c , в

масштабах рисунка неотличимы. Согласно рис. 3, модо-

вое двулучепреломление увеличивается с уменьшением

отношений F и 3/λ. Подобные закономерности уже

отмечались в литературе [18,19,21]. В частности, при

3/λ < 2.2 Re1β превосходит значение 2 · 10−4, харак-

терное для традиционных волокон с сильным двулу-

чепреломлением, обусловленным механическими напря-

жениями [22]. Но в МОВ имеет место также анизотро-

пия затухания Hx - и Hy -мод, вызванная вытеканием их

излучения из сердцевины волокна, которая в традицион-

ных типах двулучепреломляющих волокон отсутствует.

Результаты расчета предлагаемым методом дихроизма в

рассматриваемых МОВ представлены на рис. 4.

Табл. 2 и 3 позволяют судить о внутренней схо-

димости развитого метода при расчете зависимостей

на рис. 3, 4. Представленные в них данные относятся

к 3/λ = 3.

Из сравнения табл. 2 и 3 можно заключить, что уве-

личение формата воздушных каналов негативно сказы-

вается на скорости сходимости вычислительной схемы,

что объясняется усложнением конфигурации полей, опи-

сываемых полиномами Фурье (9), (11). Еще из табл. 2

и 3 следует, что постоянные распространения мод МОВ

в виде воздушных каналов в безграничном кварцевом

стекле и мод МОВ той же поляризации и с теми же

воздушными каналами, но с полимерным покрытием,

имеют практически совпадающие вещественные части,

однако их мнимые части существенно различаются.

В табл. 3 и на рис. 3 близость указанных значений Re β

объясняется тем, что поля основных мод МОВ хорошо

локализованы в сердцевине волокна и слабо взаимодей-

ствуют с внешней границей волокна [5]. В то же вре-

2.0 4.03.02.5 3.5

–6
10

Λ/λ

–7
10

–8
10

–
Im

 β

a

2.0 4.03.02.5 3.5

–6
10

Λ/λ

–7
10

–8
10

–
Im

 β

b

2

1

2'

1'

3'

3

2

1

2'

1'

3'

3

Рис. 4. Спектральные зависимости коэффициентов зату-

хания мод МОВ с эллиптическими воздушными каналами

форматов F = 1 (кривые 1, 1′), 2/3 (a; 2, 2′ — Hx -моды;

3, 3′ — Hy -моды) и 1/2 (b; 2, 2′ — Hx -моды; 3, 3
′ — Hy -моды).

Кривые 1–3 — каналы в безграничной среде, 1′−3′ — МОВ

с полимерным покрытием.
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мя названное взаимодействие приводит к образованию

стоячих волн между воздушными каналами и границей

r = ρ0, которое существенно влияет на затухание мод,

вызванное вытекания излучения из сердцевины волок-

на [10]. Согласно табл. 3, этот эффект ведет к увеличе-

нию модового дихроизма, что открывает возможности

создания одномодовых однополяризационных волокон

для телекоммуникационных и сенсорных приложений.

Резонансный характер данного эффекта [10] приводит

к немонотонным зависимостям Im β(λ), представленным
на рис. 4 штриховыми линиями. Как следует из рис. 4,

эти зависимости существенно зависят от внутренней

структуры МОВ.

Заключение

Предложен новый метод решения векторной волно-

водной задачи на собственные значения для мод МОВ

с произвольным конечным числом внутренних каналов

и любой геометрией их расположения в поперечном

сечении МОВ. Предполагается, что внешняя грани-

ца МОВ и границы каналов являются замкнутыми и

описываются произвольными однозначными функциями

угловых переменных ρ0(ϕ) и ρk(ϕk) в глобальной и ло-

кальных системах координат. Продольные компоненты

электромагнитного поля моды на указанных границах

представляются полиномами Фурье по угловым пере-

менным. С использованием двумерных функций Грина

для каждой из формирующих МОВ однородных сред и

представления этих функций рядами по цилиндрическим

функциям на основании теоремы сложения Графа сфор-

мулирована однородная алгебраическая система (58)
относительно коэффициентов названных полиномов. Ес-

ли функции ρ0(ϕ) и ρk(ϕk) имеют непрерывные про-

изводные, то вычисление матричных элементов систе-

мы предполагает интегрирование непрерывных функций

и не вызывает затруднений. В работе представлены

примеры расчета МОВ с функциями ρ0(ϕ) и ρk(ϕk),
обладающими указанным свойством. Показано, что в

частном случае круглого диэлектрического волновода

метод дает точное аналитическое решение волноводной

задачи. Для более сложных волноводных структур, таких

как диэлектрический эллиптический волновод и МОВ с

эллиптическими воздушными каналами получены оцен-

ки внутренней сходимости метода относительно порядка

полиномов Фурье. Исследовано модовое двулучепрелом-

ление в названных МОВ. Установлено, что на модовый

дихроизм, состоящий в различии коэффициентов затуха-

ния основных ортогонально поляризованных мод данных

волокон, существенно влияет внешняя граница волокна.

При использовании волноводных моделей с разрыв-

ными функциями ρ0(ϕ) и (или) ρk(ϕk) вычисление

матричных элементов системы (58) сводится к интегри-

рованию кусочно-непрерывных функций, которое также

не вызывает принципиальных затруднений. Однако в

этом случае ряды Фурье для продольных компонент

электромагнитного поля моды не являются абсолютно

сходящимися. В результате изложенный метод стано-

вится асимптотическим. Проявление этой особенности

при расчете мод прямоугольных диэлектрических вол-

новодов рассмотрено в отдельной работе, которая будет

опубликована в журнале
”
Вестник МГУ им. А.А. Куле-

шова“.
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