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Введение

Экситон-поляритоны в последнее время становятся

многообещающей платформой для исследования та-

ких эффектов фундаментальной физики, как бозе-эйн-

штейновская конденсация [1–4], сверхтекучесть [5] и

джозефсоновские осцилляции [6–8]. Свойства экситон-

поляритонов предполагается использовать в различных

оптических и квантовых приборах, таких как оптические

транзисторы [9–11], диоды [12], интерферерометры [13],
маршрутизаторы [14], ответвители [15–17], лазеры [18].
Энергоэффективный нейросетевой логический вывод с

использованием экситон-поляритонов в микрорезонато-

ре был получен в [19].

Недавние эксперименты в экситон-поляритонных си-

стемах позволили произвести высокоточные измерения

констант поляритон-поляритонного взаимодействия, ко-

торые являются ключевыми параметрами, определяю-

щими нелинейную динамику конденсированных экситон-

полярионов [20–22]. В [23] теоретически предсказан и

экспериментально получен в [24] самозахват экситон-

поляритонных конденсатов, который объясняется обра-

зованием нового поляроноподобного состояния. Захва-

ченное состояние экситон-поляритонов стабилизируется

за счет рассеяния экситонов в поляритонном конден-

сате. В [25] анализируется взаимодействие экситон-

поляритонных конденсатов в полупроводниковом мик-

рорезонаторе с акустическими фононами. Показано, что

параметрическая неустойчивость в системе приводит к

генерации когерентной акустической волны и дополни-

тельных поляритонных гармоник.

В [26,27] при исследовании свойств оптического пара-

метрического осциллятора использовались два одинако-

вых фотона накачки на нижней ветви поляритонного за-

кона дисперсии. Был теоретически получен режим кван-

тового самозахвата в динамике экситон-поляритонов в

микрорезонаторах. Однако в [28,29] было показано, что

два различных пучка накачки можно конвертировать

в два вырожденных на частоте фотонов сигнальной и

холостой мод. Наличие двух различных пучков накачки

дает большие возможности для генерации сигнального

и холостого пучков с наперед заданными свойствами.

В [30] теоретически изучена динамика поляритонов, ко-

гда накачка осуществляется двумя лазерами с близкими

частотами без учета одномодовых и межмодовых упру-

гих поляритон-поляритонных взаимодействий. Найдены

апериодические и периодические режимы превращения

пары поляритонов накачки в поляритоны сигнальной

и холостой мод. Получены аналитические решения си-

стемы нелинейных дифференциальных уравнений при

равных константах затухания [31]. Показано, что введе-

ние двух независимых накачек приводит к увеличению

степеней свободы системы.

Постановка задачи. Основные
результаты

Целью настоящей работы является изучение дина-

мики экситон-поляритонов в режиме параметрическо-

го осциллятора, когда накачка осуществляется двумя

близкими по частоте импульсами при учете упругих

поляритон-поляритонных взаимодействий. Мы рассмат-
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риваем ситуацию, когда поляритоны возбуждаются на

нижней ветви закона дисперсии под
”
магическим углом“

(рис. 1). В этом случае процесс параметрического рассе-

яния двух различных поляритонов накачки в сигнальную

и холостую моды описывается гамильтонианом вида

H = ~ωp1â+
p1â p1 + ~ωp2â+

p2â p2 + ~ωs â+
s â s

+ ~ωi â
+
i a i + ~νp1â+

p1â
+
p1â p1â p1/2

+ ~νp2â+
p2â

+
p2â p2â p2/2 + ~νs â+

s â+
s â s â s/2

+ ~νi â
+
i â+

i â i â i/2 + ~νp1s â+
p1â p1â+

s â s

+ ~νp2s â+
p2â p2â

+
s â s + ~νp1i â

+
p1â p1â

+
i â i

+ ~νp2i â
+
p2â p2â

+
i â i + ~νp1p2â+

p1â p1â
+
p2â p2

+ ~νs i â
+
s â s â+

i â i + ~µ(â+
s â+

i â p1â p2 + â+
p1â+

p2â s â i), (1)

где ωp1, ωp2, ωs , ωi — собственные частоты двух

различных поляритонов накачки, сигнальной и холостой

мод соответственно; â p1, â p2, â s , â i — операторы

уничтожения поляритонов; νp1, νp2, νs , νi и νp1p2,

νp1s , νp2s , νp1i , νp2i , νs i — константы одномодовых и

межмодовых упругих поляритон-поляритонных взаимо-

действий; µ — константа параметрической поляритон-

поляритонной конверсии. Используя (1), получаем си-

стему нелинейных гайзенберговских уравнений для опе-

раторов â p1, â p2, â s , â i . Далее, усредняя эту систему

уравнений и используя приближение среднего поля, по-

лучаем систему нелинейных эволюционных уравнений

для комплексных амплитуд поляритонов a p1 = 〈â p1〉;
a p2 = 〈â p2〉, a s = 〈â s〉 и a i = 〈â i〉:

i ȧ p1 = ωp1a p1 + (νp1a∗
p1a p1 + νp1s a∗

s a s

+ νp1i a
∗
i a i + νp1p2a∗

p2a p2)a p1 + µa∗
p2a s a i,

i ȧ p2 = ωp2a p2 + (νp2a∗
p2a p2 + νp2s a∗

s a s

+ νp2i a
∗
i a i + νp1p2a∗

p1a p1)a p2 + µa∗
p1a s a i,

i ȧ s = ωs a s + (νs a∗
s a s + νp1s a∗

p1a p1 + νp2s a∗
p2a p2

+ νs ia
∗
i a i)a s + µa∗

i a p1a p2,

i ȧ i = ωi a i + (νi a
∗
i a i + νp1i a

∗
p1a p1 + νp2i a

∗
p2a p2

+ νs ia
∗
s a s)a i + µa∗

s a p1a p2. (2)

Систему уравнений (2) необходимо дополнить началь-

ными условиями, которые можно записать в следующем

виде:

a p1|t=0 = a p10 exp(iϕp10), a p2|t=0 = a p20 exp(iϕp20),

a s |t=0 = a s0 exp(iϕs0), a i|t=0 = a i0 exp(iϕi0), (3)

где a p10, a p20, a s0, a i0 и ϕp10, ϕp20, ϕs0, ϕi0 — действи-

тельные амплитуды и начальные фазы соответствующих

экситон-поляритонных состояний.

k
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wcav
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Рис. 1. Энергии поляритонов верхней и нижней ветвей (ω±)
закона дисперсии. Дисперсия собственных частот микрорезо-

натора ωcav и экситона ωex . Два различных поляритона накачки

рассеиваются в сигнальную и холостую моды.

Введем далее в рассмотрение плотности квазичастиц

np1 = a∗
p1a p1, np2 = a∗

p2a p2, ns = a∗
s a s , ni = a∗

i a i

и две
”
компоненты“ поляризации

Q = i(a p1a p2a
∗
s a∗

i − a s a ia
∗
p1a

∗
p2),

R = a p1a p2a
∗
s a∗

i + a s a ia
∗
p1a

∗
p2

и получим следующую систему нелинейных дифферен-

циальных уравнений, описывающих динамику экситон-

поляритонов с учетом упругих межчастичных взаимо-

действий:

ṅp1 = ṅp2 = µQ, ṅs = ṅi = −µQ,

Q̇ =
[

1 + (νp1 + νp1p2 − νp1s − νp1i)np1

+ (νp2 + νp1p2 − νp2s − νp2i)np2

+ (νp1i + νp2i − νi − νs i)ni

+ (νp1s + νp2s − νs − νs i)ns

]

R

+ 2µ[ns ni(np1 + np2) − np1np2(ns + ni)],

Ṙ = −[1 + (νp1 + νp1p2 − νp1s − νp1i)np1

+ (νp2 + νp1p2 − νp2s − νp2i)np2

+ (νp1i + νp2i − νi − νs i)ni

+ (νp1s + νp2s − νs − νs i)ns ]Q, (4)

где 1 = ωp1 + ωp2 − ωs − ωi — расстройка резонанса.

Используя начальные условия для амплитуд поляри-

тонов (3), получим начальные условия для плотностей

квазичастиц и компонент
”
поляризации“:

np1|t=0 = |a p10|2 = np10, np2|t=0 = |a p20|2 = np20,
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Рис. 2. График потенциальной энергии нелинейного осциллятора (8) в условиях точного резонанса в зависимости от

нормированной плотности поляритонов накачки первого импульса при фиксированных значениях начальной разности фаз

θ0 = π/2, нормированных начальных плотностей квазичастиц n̄p20 = 0.3, n̄s0 = 0.9, постоянных поляритон-поляритонных упругих

взаимодействий ν̄p1 = 4, ν̄p2 = 7, ν̄s = −4, ν̄i = −9 и различных n̄i0 = 1 (а), 1.337 (b), 1.4 (с), 1.512 (d), 1.7 (e).

ns |t=0 = |a s0|2 = ns0, ni|t=0 = |a i0|2 = ni0,

Q|t=0 = Q0 = 2
√

np10np20ns0ni0 sin θ0,

R|t=0 = R0 = 2
√

np10np20ns0ni0 cos θ0, (5)

где θ0 = ϕs0 + ϕi0 − ϕp10 − ϕp20 — начальная разность

фаз.

Из системы нелинейных дифференциальных уравне-

ний (4) нетрудно получить интегралы движения

np1 − np2 = np10 − np20, np1 + ns = np10 − ns0,

ns − ni = ns0 − ni0, np2 + ni = np20 + ni0,

Q2 + R2 = 4np1np2ns ni ,

R = R0 +
1

µ
(np10 − np1)

+
(νp1 + νp1p2 − νp1s − νp1i)

2µ
(n2

p10 − n2
p1)

+
(νp2 + νp1p2 − νp2s − νp2i)

2µ
(n2

p20 − n2
p2)

+
(νp1s + νp2s − νs − νs i)

2µ
(n2

s − n2
s0)

+
(νp1i + νp2i − νi − νs i)

2µ
(n2

i − n2
i0). (6)

Дальнейшее рассмотрение проведем для

нормированных величин y =
np1

np10
, α = 1

µnp10
,

τ = tµnp10, n̄p20 =
np20

np10
, n̄s0 = ns0

np10
, n̄i0 = ni0

np10
,

ν̄p1 =
νp1−νp1p2−νp1s−νp1i

µ
, ν̄p2 =

νp2−νp1p2−νp2s−νp2i

µ
,

ν̄s =
νp1s +νp2s−νs−νsi

µ
, ν̄i =

νp1i +νp2i−νi−νsi

µ
.

Используя интегралы движения и введенные норми-

ровки, можно привести систему нелинейных дифферен-

циальных уравнений (4) к одному нелинейному диффе-

ренциальному уравнению для нормированной плотности

поляритонов накачки y первого импульса:

1

2

(

dy
dτ

)2

+ W (y) = 0, (7)

где

W (y) = 2

(

− 2y(y − 1 + n̄p20)(1 + n̄s0 − y)(1 + n̄i0 − y)

+

[

√

n̄p20n̄s0n̄i0 cos θ0 +
1

2
α(1− y) +

ν̄p1

4
(1− y2)

+
ν̄p2

4
(1− y)(y − 1 + 2n̄p20) +

ν̄s

4
(1− y)(1− y + 2n̄s0)

+
ν̄i

4
(1− y)(1 − y + 2n̄i0)

]2
)

. (8)

Дифференциальное уравнение (7) является частным

случаем уравнения нелинейного осциллятора с полной

энергией, равной нулю, где слагаемое 1
2

(

dy
dτ

)2

играет

роль кинетической, а слагаемое W (y) — потенциальной

энергии соответственно. Вид решения y(τ ) определяет-

ся корнями алгебраического уравнения W (y) = 0, кото-

рые, как видно из (8), зависят от начальных плотностей

квазичастиц n̄p20, n̄s0, n̄i0, начальной разности фаз θ0,

нормированной расстройки резонанса α и от норми-

рованных констант упругих поляритон-поляритонных

взаимодействий ν̄p1, ν̄p2, ν̄s , ν̄i .

Будем искать решение дифференциального уравне-

ния (7) в случае, когда начальная разность фаз рав-

на π/2. Тогда уравнение W (y) = 0 может иметь либо два,

Оптика и спектроскопия, 2022, том 130, вып. 12



Явление самозахвата в системе экситон-поляритонов при накачке нижней поляритонной ветви... 1843

0 1.0 1.5

0.5

1.5

0.5

y i

ni0

Рис. 3. Зависимость действительных корней уравнения по-

тенциальной энергии нелинейного осциллятора в условиях

точного резонанса от нормированной начальной плотности

поляритонов холостой моды при фиксированных значениях

параметров системы: n̄p20 = 0.3, n̄s0 = 0.9, ν̄p1 = 4, ν̄p2 = 7,

ν̄s = −4, ν̄i = −9.
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Рис. 4. Период колебаний плотности поляритонов накачки

первого импульса в зависимости от нормированной начальной

плотности поляритонов холостой моды и различных значениях

α = 0 (1), 0.5 (2) и при фиксированных значениях парамет-

ров системы: n̄p20 = 0.3, n̄s0 = 0.9, ν̄p1 = 4, ν̄p2 = 7, ν̄s = −4,

ν̄i = −9.
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Рис. 5. Амплитуда колебаний плотности поляритонов накачки

первого импульса в зависимости от нормированной начальной

плотности поляритонов холостой моды и различных значениях

α = 0 (1), 0.5 (2) и при фиксированных значениях парамет-

ров системы: n̄p20 = 0.3, n̄s0 = 0.9, ν̄p1 = 4, ν̄p2 = 7, ν̄s = −4,

ν̄i = −9.

либо четыре действительных корня (рис. 2, 3). На рис. 3

представлена зависимость действительных корней от

нормированной плотности поляритонов холостой моды

при фиксированных значениях нормированных началь-

ных плотностей поляритонов накачек обоих импуль-

сов и начальной плотности поляритонов сигнальной

моды и нормированной расстройки резонанса α = 0.

Видно, что при малых значениях n̄i0 имеются два

действительных корня — y4 > y1 и два комплексно-

сопряженных — y2,3 = a ± ib. Амплитуда колебаний

нормированной плотности поляритонов накачки первого

импульса будет определяться выражением A = y4 − y1.

Динамика системы будет представлять собой перио-

дические превращения квазичастиц, при этом период

колебаний будет равен

T =
2K(k)

m
, (9)

где K(k) — полный эллиптический интеграл первого

рода с модулем k [32,33]. Параметр m определяется

выражением

m = (m1m2)
1
4 , (10)

где

m1 = (y2 − y4)(y3 − y1), m2 = (y2 − y1)(y3 − y4).

Решение уравнения (7) будет выражаться через эллип-
тические функции Якоби:

y =
y1 + y4

2

+
y1 − y4

2

c − d + (c + d)cn(mτ + F(ϕ0, k))

c + d + (c − d)cn(mτ + F(ϕ0, k))
, (11)

где

c =
√

(y2 − y4)(y3 − y4), d =
√

(y2 − y1)(y3 − y1).

В (11) F(ϕ0, k) — неполный эллиптический интеграл

первого рода с модулем k и параметром ϕ0 [32,33],
которые определяются следующими выражениями:

k2 =
1− (m1 + m1)/(2

√
m1m2)

2
,

ϕ0 = arccos

(

y4c + y1d − c − d
y1d − y4c + c − d

)

. (12)

Кроме того, как видно из рис. 2, b и рис. 3, при увели-

чении начальной плотности поляритонов сигнальной мо-

ды два средних корня уравнения W (y) = 0 оказываются

вырожденными, y2 = y3, что соответствует апериодиче-

скому режиму эволюции квазичастиц. Решение в этом

случае запишется в виде

y =

y1(y4 − y2) + y4(y2 − y1)th
2

(√
(y4−y2)(y2−y1)τ

2

)

y4 − y2 + (y2 − y1)th
2

(√
(y4−y2)(y2−y1)τ

2

) .

(13)
При возрастании нормированной начальной плотно-

сти поляритонов холостой моды n̄i0 возникает область

существования четырех действительных корней урав-

нения W (y) = 0 (рис. 2, с, рис. 3). Будем располагать

корни в порядке убывания: y4 > y3 > y2 > y1. Времен-

ная эволюция экситон-поляритонов в этом случае будет
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представлять собой периодические превращения квази-

частиц. Амплитуда и период колебаний будут опреде-

ляться следующими выражениями:

A = y2 − y1, T =
4K(k)

√

(y4 − y2)(y3 − y1)
. (14)

Тогда решение уравнения (7) можно получить в виде

y =

y1(y4 − y2) + y4(y2 − y1)

×sn2
(√

(y4−y2)(y3−y1)τ

2
± F(ϕ0, k)

)

y4 − y2 + (y2 − y1)

×sn2
(√

(y4−y2)(y3−y1)τ

2
± F(ϕ0, k)

)

.

(15)
Модуль k и параметр ϕ0 в (14) и (15) определяются

как

k2 =
(y2 − y1)(y3 − y4)

(y2 − y4)(y3 − y1)
,

ϕ0 = arcsin

√

(y4 − y2)(1− y1)

(y2 − y1)(y4 − 1)
. (16)

Таким образом, мы наблюдаем переход от периодиче-

ского режима эволюции к апериодическому и снова к

периодическому при изменении только лишь начальной

нормированной плотности поляритонов холостой моды.

При возрастании нормированной расстройки резонанса

точка бифуркационного перехода от периодического к

апериодическому режиму эволюции смещается в об-

ласть более высоких нормированных начальных плот-

ностей поляритонов холостой моды (рис. 4).
При дальнейшем увеличении нормированной началь-

ной плотности поляритонов холостой моды снова воз-

никает вырождение двух наибольших корней уравнения

W (y) = 0: y3 = y4. Решение уравнения (7) в этом случае

по-прежнему является периодическим с периодом

T =
2π

√

(y3 − y2)(y3 − y1)

и будет определяться выражением

y =

y1(y3 − y2) + y3(y2 − y1) sin
2

(√
(y3−y2)(y3−y1)τ

2

)

y3 − y2 + (y2 − y1) sin
2

(√
(y3−y2)(y3−y1)τ

2

) .

(17)
Далее наблюдается бифуркационный переход от четы-

рех действительных корней уравнения W (y) = 0 к двум

действительным корням, y2 > y1, и двум комплексно-

сопряженным (рис. 2, e). Однако существенного влия-

ния на амплитуду колебаний нормированной плотности

поляритонов накачки первого импульса не наблюдается.

Амплитуда колебаний в этом случае монотонно умень-

шается с ростом нормированной плотности поляритонов

холостой моды и определяется выражением A = y2 − y1.

Динамика системы будет представлять собой перио-

дические превращения квазичастиц, при этом период

колебаний будет равен T = 4K(k)
m , где K(k) — полный эл-

липтический интеграл первого рода с модулем k [32,33].
Решение уравнения (7) будет выражаться через эллип-

тический косинус:

y =
y1+y2

2
+

y1−y2

2

c−d+(c+d)cn(mτ +F(ϕ0, k))

c + d+(c−d)cn(mτ +F(ϕ0, k))
,

(18)
где

c =
√

(y4 − y2)(y3 − y2),

d =
√

(y4 − y1)(y3 − y1),

m = (m1m2)
1
4 , (19)

m1 = (y4 − y2)(y3 − y1),

m2 = (y4 − y1)(y3 − y2).

Модуль k и параметр ϕ0 в этом случае определяются

следующими выражениями:

k2 =
1− (m1 + m2)/(2

√
m1m2)

2
,

ϕ0 = arccos

(

y1c + y2d − c − d
y2d − y1c + c − d

)

. (20)

На рис. 5 представлен график зависимости амплиту-

ды колебаний нормированной плотности поляритонов

накачки первого импульса в зависимости от норми-

рованной начальной плотности поляритонов холостой

моды. Видно, что амплитуда колебаний монотонно уве-

личивается при увеличении n̄i0, достигает своего мак-

симального значения, и в точке бифуркации корней

уравнения W (y) = 0 (рис. 2, b, 3, 5) возникает об-

ласть резкого уменьшения амплитуды колебаний, что

свидетельствует о наступлении явления самозахвата в

системе квазичастиц. При увеличении нормированной

расстройки резонанса α область возникновения явления

самозахвата в системе квазичастиц смещается в область

более высоких нормированных плотностей поляритонов

холостой моды. Здесь проявление явления самозахвата

не столь яркое, как в случае учета упругого межатом-

ного взаимодействия в условиях бозе-эйнштейновской

конденсации атомов и молекул [34,35].

Заключение

Таким образом, при накачке нижней поляритонной

ветви двумя импульсами с близкими частотами, учи-

тывая процессы межупругого взаимодействия экситон-

поляритонов, в системе получены периодические и

апериодические режимы эволюции. Наблюдается резкое

уменьшение амплитуды колебаний нормированной плот-

ности поляритонов накачки, т. е. наблюдается самоза-

хват в системе. В этом случае наблюдается небольшая

локализация поляритонов накачки первого импульса на
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нижней ветви закона дисперсии. Следует отметить, что,

когда накачка осуществлялась в одной точке закона дис-

персии двумя одинаковыми импульсами, мы наблюдали

резкое возрастание амплитуды колебаний [26] при увели-

чении нормированной плотности поляритонов холостой

моды.
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