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Введение

Редкоземельные оксиды с общей формулой RE2M2O7

(где RE — редкоземельный (РЗ) ион, M — четы-

рёхвалентный ион металла) изоструктурны минералу

пирохлору. Пирохлор имеет кубическую гранецентри-

рованную решетку (пространственная группа Fd3m).
В пирохлорах подрешетка РЗ ионов образует сетку со-

единенных вершинами тетраэдров. Четыре РЗ иона, на-

ходящихся в вершинах одного такого тетраэдра, являют-

ся кристаллографически эквивалентными, но магнитно-

неэквивалентными. Такие соединения являются геомет-

рически фрустрированными магнетиками и показывают

широкое разнообразие магнитного поведения при низ-

ких температурах, благодаря чему привлекают внимание

научного сообщества.

Магнитные свойства этих соединений (в случае, если

ион металла является немагнитным) определяются маг-

нитными обменными и дипольными взаимодействиями

между РЗ ионами и взаимодействием РЗ ионов с кри-

сталлическим полем (КП). РЗ ионы координированы во-

семью ионами кислорода, которые находятся в вершинах

искаженного куба.

Основной мультиплет 3H4 иона Pr3+ в тригональном

КП совершенного кристалла cо структурой пирохлора

расщепляется на 3 дублета Ŵ+
3 и 3 синглета 2Ŵ+

1 + Ŵ+
2

(указаны соответствующие неприводимые представле-

ния точечной группы симметрии D3d в позиции ионов

празеодима). В КП цирконата празеодима, как было по-

казано в работе [1], основным электронным состоянием

иона Pr3+ является некрамерсов дублет. Первое воз-

бужденное состояние (синглет) имеет энергию порядка

110K [1]. Моделирование магнитных свойств циркона-

та празеодима при низких температурах, как правило,

выполняют, используя эффективный спин-гамильтониан,

действующий в пространстве состояний основного дуб-

лета.

В экспериментальных температурных зависимостях

теплоемкости Pr2Zr2O7 [1–4] наблюдается аномалия

Шоттки вблизи температуры 2K, что указывает на

расщепление основного дублета иона Pr3+. На наличие

расщепления основного дублета и случайный характер

его величины указывают наблюдаемые при низких тем-

пературах максимумы интенсивности неупругого рассе-

яния нейтронов в низкоэнергетической части спектра [4].
Природа взаимодействий, приводящих к этому расщеп-

лению, не была объяснена до настоящего времени.

Моделирование свойств Pr2Zr2O7 с учетом расщепления

основного дублета было выполнено в работах [5–7]. Ве-
личина расщепления предполагалась постоянной [5] или
случайной с одномерной функцией распределения [6,7].
Тем не менее оба этих предположения не имеют какого-

либо физического обоснования.

Характерной особенностью кристаллов со структурой

пирохлора является их нестехиометричность [8], которая
возникает при замещении части ионов металла М4+ РЗ

ионами (при этом образуются дополнительные вакансии

в анионной кислородной подрешетке) и при замещении

части РЗ ионов RE3+ ионами металла М4+. В общем

виде формулу кристаллов со структурой пирохлора

(в том числе кристаллов, которые синтезируются изна-

чально как стехиометрические) можно записать в виде

RE2+xM2−xO7−x/2 (модель
”
stuffed pyrochlore“).

В работе [9] были выполнены измерения теплоемко-

сти и магнитной восприимчивости Pr2Zr2O7 для серии

образцов, полученных при разных условиях синтеза

(скорости роста, времени отжига). Обнаруженная зави-

симость данных измерений от образца указывает на при-

сутствие дефектов. О локальных искажениях кубической

кристаллической решетки пирохлора свидетельствует
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наблюдаемая слабая анизотропия магнитной восприим-

чивости при низких температурах [10]. В спектроскопи-

ческих экспериментах, выполненных на изоструктурных

соединениях [11], наблюдалось нарушение правил отбо-

ра.

Теория случайных деформаций, обусловленных точеч-

ными дефектами решетки, была построена в работе [12].
В работе [13] было выполнено моделирование спек-

тральных свойств цирконата празеодима, основанное на

функции распределения случайных деформаций для изо-

тропного континуума [12] и феноменологической модели

электрон-деформационного взаимодействия.

В настоящей работе мы провели моделирование

спектральных и термодинамических свойств Pr2Zr2O7,

предполагая присутствие точечных дефектов решетки,

которые индуцируют случайные деформации. В расчетах

мы использовали функцию распределения случайных де-

формаций, построенную с учетом упругой анизотропии

кристаллической решетки [14].

Результаты и обсуждение

При наличии дефектов кристаллической решетки ос-

новной электронный дублет Ŵ+
3 иона Pr3+ в решетке

Pr2Zr2O7 расщепляется вследствие локального пониже-

ния симметрии. Величина расщепления определяется

локальной деформацией, которая носит случайный ха-

рактер и зависит от концентрации и типа дефектов, и па-

раметрами электрон-деформационного взаимодействия.

Функция распределения случайных деформаций, обу-

словленных точечными дефектами кристаллической ре-

шетки, с учетом упругой анизотропии представляет

собой обобщенное распределение Лоренца для шести

независимых компонент тензора деформаций кубическо-

го кристалла [14]:
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Здесь eλ
(
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)

— линейные комбинации компонент тен-

зора деформаций eαβ в декартовой системе координат

с осями X , Y , Z вдоль тетрагональных осей симметрии

кубической решетки, преобразующиеся по строке λ
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Значения параметров γA = 0.92, γE = 33.01, γF = 34.47,

характеризующие различие ширины функции распре-

деления для деформаций, преобразующихся по непри-

водимым представлениям A1g , Eg и F2g кубической

группы соответственно, были вычислены нами согласно

описанной в [14] методики с использованием упругих

постоянных кристалла La2Zr2O7 [15].
Параметр ξ = |�0|Cd/48π характеризует ширину

функции распределения, которая пропорциональна кон-

центрации дефектов Cd и
”
силе“дефектов (отношению

изменения объема элементарной ячейки ν к числу

дефектов) �0 = ν−1dν/dCd, ν = a3/4, a — параметр

ячейки. Параметр ξ рассматривался нами в качестве

варьируемого подгоночного параметра.

Наблюдаемые физические величины 〈A
(

T
)

〉 вычис-

лялись следующим образом: квантово-механические и

квантово-статистические средние значения A
(

T, e
)

вы-

числялись для фиксированных значений компонент тен-

зора деформаций e и температуры T и далее усредня-

лись с функцией распределения случайных деформаций:

〈A
(

T
)

〉 =

∫

A
(

T, e
)

g
(

e
)

de. (3)

В расчетах использовался следующий гамильтониан

иона Pr3+:

H = H0 + HCF + HZ + Hel-def, (4)

где H0 — гамильтониан свободного иона, HCF — га-

мильтониан иона в кристаллическом поле совершенного

кристалла, HZ — энергия взаимодействия электронов

с локальным магнитным полем, Hel-def — гамильтониан

взаимодействия 4 f -электронов с деформациями решет-

ки.

Гамильтониан H0 свободного иона Pr3+ был записан

в пространстве 91 состояния основной электронной кон-

фигурации 4 f 2 и включал энергию электростатического

взаимодействия между 4 f -электронами, энергию спин-

орбитального взаимодействия и взаимодействия спин-

чужая орбита, энергию межконфигурационного взаимо-

действия [16].
Гамильтониан HCF в локальной системе координат

с тригональной осью симметрии z, направленной из

центра тетраэдра, образованного РЗ ионами, которому

принадлежит рассматриваемый ион Pr3+, к соответству-

ющей вершине, определяется шестью параметрами КП

Bk
p:

HCF = B0
2O0

2 + B0
4O

0
4 + B3

4O
3
4 + B0

6O
0
6

+ B3
6O

3
6 + B6

6O
6
6, (5)

где Ok
p — линейные комбинации сферических тензор-

ных операторов, аналогичные операторам Стивенса [17]
в базисе собственных функций углового момента.

В литературе было предложено несколько наборов па-

раметров КП на ионе Pr3+ в решетке Pr2Zr2O7 [1,18,19]
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Таблица 1. Параметры КП на ионе Pr3+ в кристалле

Pr2Zr2O−7(cm−1). Для сравнения приведены параметры КП на

ионе Pr3+ в изоструктурных соединениях Pr2Hf2O7 и Pr2Sn2O7

Кристалл B0
2 B0

4 B3
4 B0

6 B3
6 B6

6 Ссылка

Pr2Zr2O7 355 397 −3233 87.5 −301 574 [1]

255 466 −3979 143 1359 1197 [18]

193 369 −5336 62.3 475 −429 [19]

252 355 −5122 32.3 −193 −252 [19]

157 428 −4335 79.4 1140 1235 Настоящая

работа

Pr2Sn2O7 233 436 −3835 72.7 1109 1471 [22]

Pr2Hf2O7 136 429 −4592 83.2 1154 1367 [23]

138 406 −4070 74.1 1102 1189 [24]

Таблица 2. Вычисленные и измеренные значения уровней

энергии основного мультиплета 3H4 иона Pr3+ (cm−1)

Расчет Эксперимент

Pr2Zr2O7 Pr2Sn2O7 Pr2Hf2O7

Настоящая работа [1] [20] [22] [24]

Ŵ+
3 0 0 0 0 0

Ŵ+
1 81.0 76.5 76.6 144 74.2

Ŵ+
3 453 460 442, 460 466 431

Ŵ+
1 671 660 662 663 634

Ŵ+
3 758 751 761 806 721

Ŵ+
2 875 878 879 927 836

(табл. 1). Мы не использовали предложенные ранее

наборы параметров КП, поскольку они были получены

либо при рассмотрении оператора HCF в усеченном

базисе основного мультиплета без учета перемешивания

волновых функций основного и возбужденных муль-

типлетов, либо путем подгонки вычисленных уровней

энергии к экспериментальным методом наименьших

квадратов и имеют физически необоснованные значения

(в частности, знаки, противоположные результатам рас-

четов), либо предсказывают неправильные значения эф-

фективного магнитного момента и g-фактора. Расчеты,
выполненные в работах [1,18], предсказывают структуру

энергетического спектра, не согласующуюся с данными

спектроскопии комбинационного рассеяния света [20].

Мы вычислили параметры КП на ионе Pr3+ в решетке

Pr2Zr2O7 в рамках полуфеноменологической модели

обменных зарядов [21]. Полученный набор параметров

затем корректировался путем анализа спектров неупру-

гого рассеяния нейтронов [1] и спектров комбинацион-

ного рассеяния света [20]. Набор параметров КП для

иона Pr3+ в локальной системе координат c осью z вдоль

тригональной оси симметрии [111] кубической решетки

и осью x вдоль вектора z×
(

−X + Y
)

, использован-

ный при проведении дальнейших расчетов, приведен

в табл. 1.

Вычисленные нами энергии подуровней основного

мультиплета сравниваются с экспериментальными дан-

ными в табл. 2. В табл. 2 указаны неприводимые пред-

ставления точечной группы симметрии D3d , по которым

преобразуются соответствующие волновые функции. На-

блюдаемый в спектре комбинационного рассеяния ква-

зидублет с частотами 442 и 460 cm−1 [20] обусловлен

квазирезонансным взаимодействием электронного воз-

буждения ионов Pr3+ из основного состояния на первый

возбужденный дублет (Ŵ+
3 → Ŵ+

3 ) с активным в спектре

комбинационного рассеяния оптическим фононом сим-

метрии F2g с частотой 450 cm−1 [15]. Вычисленные зна-

чения эффективного магнитного момента µeff = 2.49µB
и продольной компоненты g-тензора основного состо-

яния (дублет Ŵ+
3 ) g || = 4.75 находятся в согласии со

значениями µeff = 2.45µB [4] и g || = 4.78 [23], опреде-
ленными из экспериментов.

Полученные в результате значения полуфеноме-

нологических параметров модели обменных зарядов

использовались при расчете параметров электрон-

деформационного взаимодействия (ЭДВ). Гамильтониан
ЭДВ РЗ иона имеет вид

Hel-def =
∑

Ŵ,λ

Vλ

(

Ŵ
)

eλ
(

Ŵ
)

, (6)

где Vλ

(

Ŵ
)

= Bk
p,λ

(

Ŵ
)

Ok
p — электронные операторы. Про-

цедура расчета параметров ЭДВ описана в работе [25].
Набор из 30 независимых параметров Bk

p,λ

(

Ŵ
)

для

Pr2Zr2O7 незначительно отличается от соответствую-

щего набора для ионов тербия в кристалле Tb2Ti2O7,

который приведен в [25].

В рамках эффективного спинового гамильтониана

(S = 1/2) вклад ЭДВ описывается гамильтонианом

Hel-def = Vσ+ + h.c., где σ+ =
(

σx + σy
)

/2, σα — матри-

цы Паули. Линейная функция компонент тензора дефор-

мации

V = V
(

Eg
)

(

e1
(

Eg
)

− ie2
(

Eg
)

)

+ V
(

F2g
)

(

e1
(

F2g
)

+ ie2
(

F2g
)

)

(7)

определяется двумя параметрами (матричными элемен-

тами соответствующих операторов Vλ

(

Ŵ
)

на волно-

вых функциях основного дублета), значения которых

V
(

Eg
)

= 242 cm−1 и V
(

F2g
)

= 1386 cm−1 были нами

получены в рамках микроскопической модели КП с ше-

стью параметрами, приведенными в табл. 1. Величина

расщепления основного дублета, обусловленного дефор-
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Рис. 1. Измеренная (символы) и вычисленная (линия 3)
интенсивность рассеяния нейтронов как функция энергии

переноса, T = 1.4K. Линиями 1 и 2 показаны упругий и

неупругий вклады соответственно. Экспериментальные точки

были оцифрованы по данным измерений в работе [7].
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Празеодим имеет стабильный изотоп 141Pr с ядерным

спином I = 5/2 (естественное содержание 100%). При

расчете ядерного вклада в теплоемкость в гамильтониан

(4) иона Pr3+ включался также оператор сверхтонко-

го взаимодействия HHF, явный вид которого приведен

в [12].
Мы получили оценку ширины функции распределе-

ния случайных деформаций на основе анализа экспери-

ментальных данных о неупругом рассеянии нейтронов.

Положение линии, наблюдаемой в низкоэнергетической

части спектра неупругого рассеяния нейтронов в отсут-

ствие внешнего магнитного поля, зависит от образца и

лежит в области 2−3 cm−1 [4,7,13]. Форма линии ин-

тенсивности рассеяния при низких температурах может

быть описана как сумма интенсивности упругого рас-

сеяния, аппроксимированной гауссовой форм-функцией

Ielast
(

E
)

∼ exp
(

−E2/2δ2
)

со стандартным отклонением

δ = 0.376 cm−1, и интенсивности неупругого рассеяния

I inelast
(

E
)

, усредненной по расщеплениям 1
(

e
)

основного

дублета, индуцированным случайными деформациями:

I inelast
(

E
)

∼
∫

exp

[

−
(

E − 1
(

e
))2

/2δ2
]

g
(

e
)

de. (9)

На рис. 1 представлены результаты моделирования

огибающей спектра неупругого рассеяния нейтронов

при температуре 1.4 K c учетом случайных деформаций.

Видно, что расчеты хорошо воспроизводят наблюдаемый

профиль интенсивности рассеяния нейтронов при значе-

нии варьируемого параметра ξ = 2 · 10−5. Это значение

дает оценку параметра ξ сверху, поскольку мы пренебре-

гали магнитными и квадрупольными взаимодействиями

между ионами Pr3+. Пик в профиле интенсивности

(линия 3 на рис. 1) возникает как следствие специфи-

ческой структуры многомерной функции распределения

деформаций.

Сравнение экспериментальных зависимостей тепло-

емкости кристалла Pr2Zr2O7 [1–4,9] доказывает влияние

дефектов кристаллической решетки на его термодинами-

ческие свойства. На рис. 2 и 3 представлены результаты

моделирования температурных зависимостей теплоем-

кости. Расчеты, результаты которых представлены на

рис. 2 и 3, были проведены с параметром ξ = 2 · 10−5,

определенным из анализа спектров неупругого рассея-

ния нейтронов. Теплоемкость кристалла Pr2Zr2O7 бы-

ла вычислена как сумма магнитного и решеточного

вкладов, последний полагался равным теплоемкости

немагнитного изоструктурного соединения La2Zr2O7 [2].
Магнитный вклад в теплоемкость был вычислен по

формуле

C p,mag =
NA

kBT 2

〈

Tr
[

H2
sρ

]

−
(

Tr
[

Hsρ
])2

〉

, (10)

где ρ — матрица плотности иона Pr3+ с оператором

Гамильтона Hs = H0 + HCF + Hel-def + HHF, NA — число

Авогадро, kB — постоянная Больцмана. Видно, что

применение теории случайных деформаций позволяет

качественно описать аномалию Шоттки, наблюдаемую

вблизи 2K.

На рис. 3 показана теплоемкость Pr2Zr2O7 в низко-

температурной области (T ∼ 0.1K). Расчеты теплоем-
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Рис. 2. Измеренная (символы) и вычисленная (кривая 1 —

совершенная кристаллическая решетка, 2 — решетка со

случайными дефектами) теплоемкость как функция темпе-

ратуры. Экспериментальные данные взяты из [2] (квадраты)
и [4] (кружки).
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Рис. 3. Измеренная (символы) температурная зависимость

теплоемкости и вычисленная сумма магнитного и ядерного

вкладов в теплоемкость (кривая 1 — совершенная кристал-

лическая решетка, 2 — решетка с дефектами). Эксперимен-
тальные данные взяты из [1].

кости для совершенного кристалла (линия 1 на рис. 3)
предсказывают в этой области аномалию Шоттки, обу-

словленную сверхтонкой структурой основного некра-

мерсовского дублета, с максимумом при температуре,

значительно превышающей температуру этого максиму-

ма по данным измерений (символы на рис. 3). Взаи-

модействие ионов Pr3+ со случайными деформациями

подавляет сверхтонкое взаимодействие и существенно

смещает соответствующую аномалию Шоттки в область

сверхнизких температур (линия 2 на рис. 3).

Таким образом, использование теории случайных де-

формаций позволило нам качественно воспроизвести

низкоэнергетический профиль спектра неупругого рассе-

яния нейтронов и особенности в температурных зависи-

мостях теплоемкости цирконата празеодима при низких

температурах.

Для того чтобы оценить концентрацию точеч-

ных дефектов, которая соответствует полученно-

му значению ширины функции распределения де-

формаций, можно воспользоваться моделью
”
stuffed

pyrochlore“(Pr2+xZr2−xO7−x/2) и рентгеноструктурны-

ми данными. В рамках данной модели получа-

ем |�0|Cd =
(

3|x |/a
)

da/dx , где a = 10.677�A [10],
da/dx = 0.37�A [9], тогда ξ ≈ 7 · 10−4 · |x |. Подставив

значение ширины функции распределения ξ = 2 · 10−5,

которое было определено нами из сравнения резуль-

татов расчетов и экспериментальных данных, получим

оценку |x | ≈ 0.03, что соответствует концентрации де-

фектов порядка 1.5%. В литературе отмечается, что для

РЗ пирохлоров достаточно качественными считаются

образцы с отклонением от стехиометричности меньше

2%. Таким образом, применение теории случайных де-

формаций позволило нам косвенно оценить качество

образцов посредством определения ширины функции

распределения деформаций из моделирования доступ-

ных экспериментальных данных.

Выводы

Выполненные нами расчеты показывают важность

учета случайных деформаций, обусловленных дефекта-

ми кристаллической решетки, при исследовании свойств

пирохлоров с некрамерсовскими ионами при низких

температурах. Требуют дополнительного изучения эф-

фекты, обусловленные влиянием смещений подреше-

ток кислорода, соответствующих колебаниям решетки

симметрии F2g , активным в спектре комбинационного

рассеяния света, на параметры связи электронной под-

системы с макроскопическими деформациями. Кроме

того, дополнительно могут быть существенными эффек-

ты, обусловленные мультипольными взаимодействиями

между РЗ ионами через поле фононов и двухчастичны-

ми слагаемыми в электрон-деформационном взаимодей-

ствии. С точки зрения экспериментального исследования

представляют интерес измерения скорости звука и вы-

нужденной магнитострикции при низких температурах и

в слабых магнитных полях для пирохлоров, содержащих

некрамерсовские ионы Pr3+ и Tb3+ . Анализ данных

этих измерений позволит скорректировать набор пара-

метров электрон-деформационного взаимодействия для

дальнейшего изучения влияния дефектов на свойства

пирохлоров, содержащих некрамерсовские РЗ ионы.
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