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В рамках модели Хаббарда в приближении среднего поля получен энергетический спектр молекулы
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Введение

Фуллерен С70, изображенный на рис. 1 [1], был

открыт в 1985 г. одновременно с фуллереном С60 [2].
Исследования фуллерена С70, проведенные при помощи

ядерного магнитного резонанса (ЯМР) [3], показали,

что 13С ЯМР-спектр этого фуллерена состоит из пяти

пиков, наличие которых указывает на существование

пяти групп неэквивалентных друг другу атомов. При

этом интенсивности пиков в ЯМР-спектре находятся

в соотношении 10 : 20 : 10 : 20 : 10, которое указывая на

количество атомов углерода в каждой группе. Таким

образом, эти исследования показали, что молекула

фуллерена С70 обладает симметрией D5h. Из диаграммы

Шлегеля, которая изображена на рис. 2 [1], видно,

что фуллерен С70 с группой симметрии D5h имеет

восемь неэквивалентных связей, обозначенных буквами

a , b, c , d, e, f , g , h, и пять групп неэквивалентных

атомов углерода: G1 = {1, 2, 3, 4, 5, 62, 63, 66, 67, 70},
G2 = {6, 9, 12, 15, 18, 61, 64, 65, 68, 69}, G3 = {7, 8, 10,
11, 13, 14, 16, 17, 19, 20, 43, 44, 47, 48, 51, 52, 55, 56,

59, 60}, G4={21, 22, 25, 26, 29, 30, 33, 34, 37, 38, 41, 42,
45, 46, 49, 50, 53, 54, 57, 58}, G5 = {23, 24, 27, 28, 31,
32, 35, 36, 39, 40}.
К множеству G1 принадлежат атомы, которые нахо-

дятся в вершинах сочленения двух гексагонов и одного

пентагона, и, кроме того, каждый из них имеет двух

ближайших соседей из этого же множества G1. К мно-

жеству G2 принадлежат атомы, которые находятся в

вершинах сочленения двух гексагонов и одного пента-

гона, и каждый из них не имеет ближайших соседей из

этого же множества G2. К множеству G3 принадлежат

атомы, которые находятся в вершинах сочленения двух

гексагонов и одного пентагона, и каждый из них имеет

одного ближайшего соседа из этого же множества G3.

При этом ребро, которому принадлежат оба атома, яв-

ляется границей между двумя гексагонами. К множеству

G4 принадлежат атомы, которые находятся в вершинах

сочленения двух гексагонов и одного пентагона, и каж-

дый из них имеет одного ближайшего соседа из этого

же множества G4, причем ребро, которому принадлежат

оба атома, является границей между гексагоном и пен-

тагоном. К множеству G5 принадлежат атомы, которые

находятся в вершинах сочленения трех гексагонов, и

каждый из них имеет одного ближайшего соседа из этого

же множества G5.

Практически сразу, как только научились синтезиро-

вать фуллерены С60 и С70 в макроскопических количе-

ствах, начались интенсивные исследования их химиче-

ских свойств. Одними из первых химических соединений

этих фуллеренов были соединения с галогенами [4,5].
В частности, довольно много исследований было по-

священо исследованию свойств фторидов, хлоридов и

бромидов фуллерена С70 [6–8]. Повышенный интерес к

галогенидам фуллеренов связан с тем, что они обладают

целым рядом ценных для практических целей свойств.

Например, C50Cl10 является перспективным материа-

лом для нелинейной оптики, так как это соединение

обладает довольно высокой статической поляризуемо-

стью и второй гиперполяризуемостью [9]. Отметим

также, что галогенированные фуллерены перспективны

как полифункциональные присадки к нефтепродуктам,

которые могут одновременно улучшать их антиокисли-

тельные и противоизносные эксплуатационные характе-

ристики [10]. Кроме того, галогениды фуллеренов яв-

ляются важными соединениями, которые используются

для получения самых разнообразных материалов. Для

проектирования новых материалов на основе галоге-

нидов фуллеренов необходимо знание химических и

физических свойств этих соединений.
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Рис. 1. Молекула С70Br10 с группой симметрии Cs с указанием

атомов углерода, а также атомов углерода, с которыми связаны

атомы брома [1].
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Рис. 2. Диаграмма Шлегеля фуллерена C70 с указанием поло-

жения атомов углерода и связей между атомами углерода[1].

Следует отметить, что из галогенидов фуллерена С70

наиболее просто получаются бромиды этого фуллере-

на. Например, при взаимодействии фуллерена С70 с

жидким бромом, которое происходит при комнатной

температуре, образуется моносольватированный бромид

C70Br10*Br2, нагревание которого до 70◦С приводит к

образованию бромида фуллерена C70Br10, выход которо-

го составляет примерно 91% [11].
Проведенные исследования [12] показали, что моле-

кула C70Br10 обладает симметрией Cs, а атомы брома

связаны с атомами углерода, которые находятся в эк-

ваториальной области фуллерена C70, как показано на

рис. 1. Из диаграммы Шлегеля для молекулы C70Br10,

изображенной на рис. 3 [1], видно, что атомы брома

связаны с атомами углерода, которые принадлежат мно-

жеству G4, причем в каждом гексагоне, который состоит

из четырех атомов, принадлежащих множеству G4, и

двух атомов, принадлежащих множеству G5, содержится

по два атома углерода, связанных с атомами брома.

Для описания электронных свойств наносистем, со-

стоящих из атомов углерода, широко используется мо-

дель Хаббарда [13]. В рамках данной модели в приближе-

нии среднего поля ранее были получены энергетические

спектры и спектры оптического поглощения фуллерена

С80 с группой симметрии Ih [14], фуллерена С70 [15],
фуллерена С60 [16], фуллерена С50 и хлорида фуллерена

C50Cl10 с группой симметрии D5h [17], фуллерена С36 с

группой симметрии D6h [18], фуллерена С28 с группой

симметрии Td [19], фуллерена С26 с группой симметрии

D3h [20], фуллерена С24 с группами симметрии Oh, D6 и

D6d [21] и фуллерена С20 с группами симметрии Ih, D5d и

D3d [22], а в работе [23] были исследованы электронные

свойства углеродных нанотрубок. Полученные в рабо-

тах [15–17] результаты достаточно хорошо согласуются

с экспериментальными данными.

Целью данной работы является исследование энерге-

тического спектра бромида фуллерена С70Br10 в рамках

модели Хаббарда в приближении среднего поля.

Энергетический спектр бромида
фуллерена С70Br10

Как известно, электронные свойства фуллеренов и

нанотрубок, состоящих из атомов углерода, зависят в ос-

новном от поведения π-электронов в этих наносистемах.

Для описания поведения π-электронов в бромиде фул-

лерена С70Br10 воспользуемся моделью Хаббарда [13],
гамильтониан которой имеет следующий вид:

H =
∑

σ,i

εi niσ +
∑

σ,i 6= j

ti j c
+
iσ c jσ +

1

2

∑

σ,i

Ui niσ ni σ̄ , (1)

где c+
iσ , c iσ — операторы рождения и уничтожения

электронов со спином σ на узле i ; niσ — оператор

числа частиц со спином σ на узле i ; εi — энергия

одно-электронного атомного состояния на узле i ; ti j —

интеграл переноса, описывающий перескоки электронов

с узла i на узел j ; Ui — энергия кулоновского отталкива-

ния двух электронов, находящихся на i-м узле; σ̄ = −σ .

Как известно, точное решение для модели Хаббарда

получено для ограниченного числа систем, например

для одномерной модели [24], для димера [25], для димера
в расширенной модели Хаббарда [26]. При исследовании

электронных свойств различных физических систем в

рамках модели Хаббарда применяются разнообразные

приближенные методы [27]. Среди приближенных мето-

дов, применяемых при исследовании физических систем
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в рамках модели Хаббарда, широко используется при-

ближение среднего поля. В рамках этого приближения,

как известно [27], в гамильтониане (1) следует сделать

следующую замену:

niσni σ̄ → niσ 〈ni σ̄ 〉 + ni σ̄ 〈niσ 〉, (2)

где 〈niσ 〉 — среднее число электронов со спином σ ,

находящихся на узле i .
Подставляя (2) в гамильтониан (1), получим гамиль-

тониан модели Хаббарда в приближении среднего поля:

H =
∑

σ,i

ε′iσ niσ +
∑

σ,i 6= j

ti j c
+
iσ c jσ , (3)

где

ε′iσ = εi + U〈nσ̄ 〉. (4)

Для того, чтобы найти энергетический спектр бро-

мида фуллерена С70Br10, воспользуемся методом ан-

тикоммутаторных функций Грина [28], которые имеют

следующий вид:

G f σ (τ ) = 〈〈c+
f σ |c f σ 〉〉 = θ(τ )〈[c+

f σ (τ ), c f σ (0)]+〉. (5)

Как известно, энергетический спектр квантовой систе-

мы определяется фурье-образами антикоммутаторных

функций Грина, которые в приближении среднего поля

имеют следующий вид [15,16]:

〈〈c+
f σ |c f σ 〉〉E =

i
2π

p
∑

m=1

Q j,m

E − Em + ih
, Em = ε′ + em,

(6)
где p — число энергетических состояний квантовой

системы, Em — энергия m-го состояния квантовой си-

стемы, em — энергия m-го состояния квантовой системы

относительно ε′, Q j,m — спектральная плотность m-

го энергетического состояния, зная которую можно

найти степень вырождения каждого энергетического

уровня [15,16]:

g i =

N
∑

j=1

Q j,i , (7)

где g i — степень вырождения i-го энергетического

уровня, N — число узлов наносистемы.

Найдем операторы рождения c+
f σ (τ ), входящие в

функции Грина (5). Для этого для всех операторов

рождения c+
f σ (τ ), которые заданы в представлении Гей-

зенберга, запишем уравнения движения:

dc+
f σ (τ )

dτ
= [H, c+

f σ (τ )], (8)

где f = 1, . . . , N; τ = it; t — время; i — мнимая

единица.

Подставив в уравнения движения (8) гамильтони-

ан (3) и используя диаграмму Шлегеля на рис. 3, полу-

чим замкнутую систему дифференциальных уравнений:










dc+
1σ

dτ = ε′σ c+
1σ + tc c+

2σ + tg(c+
6σ + c+

9σ ),

. . .
dc+

70σ

dτ = ε′σ c+
70σ + t j c

+
65σ + ti c

+
62σ + tbc+

69σ ).

(9)

Прежде чем решать систему уравнений (9), найдем

численные значения всех параметров, которые в нее

входят. Для того, чтобы найти численные значения

интегралов переноса, которые входят в (9) и соот-

ветствуют молекуле С70Br10, воспользуемся следующим

соотношением [14,15]:

ts = −8957.33 exp(−6.0207x s ). (10)

Проведенные ренгеноструктурные исследования пока-

зали [12], что у бромида фуллерена С70Br10 расстояния

между атомами углерода имеют следующие значения:

xa = 1.37(2)�A, xb = 1.38(2)�A, x c = 1.39(2)�A,

xd = 1.40(2)�A, x f = 1.41(2)�A,

xg = 1.42(2)�A, xh = 1.43(2)�A, x i = 1.44(2)�A,

x j = 1.45(2)�A, x k = 1.46(2)�A,

xm = 1.48(2)�A, xn = 1.49(2)�A, xo = 1.50(2)�A,

x p = 1.51(2)�A, x r = 1.52(2)�A,

x s = 1.53(2)�A, x t = 1.54(2)�A, x x = 1.59(2)�A, (11)

Таким образом, из соотношений (10) и (11) следует,

что для бромида фуллерена С70Br10 с группой симмет-

рии Cs интегралы переноса имеют следующие значения:

ta = −2.20714 eV, tb = −2.07817 eV, tc = −1.95675 eV,

td = −1.84241 eV, t f = −1.73476 eV,

tg = −1.63340 eV, th = −1.53796 eV, ti = −1.44810 eV,

t j = −1.36348 eV, tk = −1.28381 eV,

tm = −1.13817 eV, tn = −1.07167 eV, to = −1.00905 eV,

tp = −0.95009 eV, tr = −0.89458 eV,

ts = −0.84231 eV, tt = −0.79309 eV, tx = −0.58693 eV.

(12)
Для того чтобы найти численное значение энергии ε′,

заметим, что процесс образования этой молекулы можно

описать следующим образом. При образовании моле-

кулы С70Br10 десять валентных электронов фуллерена

С70 и по одному валентному электрону у атомов брома

спариваются и образуют прочные связи между атомами

углерода и брома. Тогда, как следует из соотношения (4),
энергия ε′ определяется следующим образом:

ε′ =

{

ε′Cn
, для Cn,

ε′Cn
− qU/n, для C+q

n X
(−q)
k ,

(13)

где ε′Cn
— это ε′ соответствует фуллерену Cn; q — число

электронов, перешедших с фуллерена Cn на k атомов Х.

Из соотношения (13) следует, что

ε′C70Br10
= ε′C70

− qU
n

= −4.979− 10 · 5.662
70

= −6.111 eV,

(14)

Оптика и спектроскопия, 2023, том 131, вып. 4
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Рис. 3. Диаграмма Шлегеля бромида фуллерена C70Br10 с

указанием положения атомов углерода, связей между атомами

углерода и атомов углерода, с которыми связаны атомы

брома [1].

где U = 5.662 eV [29], ε′ = −4.979 eV [15].

Подставив численные значения для интегралов пе-

реноса (12) и энергии ε′ (14) в систему дифферен-

циальных уравнений (9) и решив полученную систему

уравнений, получим выражения для операторов рож-

дения c+
f σ (τ ). Поскольку выражения для операторов

рождения являются довольно громоздкими (каждый опе-

ратор рождения содержит 70× 70 = 4900 слагаемых),
то мы здесь их не приводим. Как видно из рис. 1,

структурными элементами рассматриваемого фуллерена

являются пятиугольники (пентагоны) и шестиугольни-

ки (гексагоны). В приложении приведено подробное

решение для пентагона. Теперь, используя выражения

для операторов рождения и соотношения (5)−(7), по-
лучим для молекулы С70Br10 ее энергетический спектр.

Результаты вычислений приведены в табл. 1, а также

на рис. 4. Как видно из соотношения (6) и рис.4,

энергетические уровни бромида фуллерена С70Br10 с

группой симметрии Cs сосредоточены вблизи энергии

ε′ = ε′C70Br10
.

Энергетические состояния бромида фуллерена

С70Br10 с группой симметрии Cs можно классифициро-

вать в соответствии с неприводимыми представлениями

данной группы, которая имеет следующие неприводимые

представления a ′, a ′′ [30]. В табл. 1 и на рис. 4 показано,

с какими неприводимыми представлениями группы Cs

связаны энергетические состояния бромида фуллерена

С70Br10. Отметим, что на рис. 4 индекс ′ соответствует

неприводимому представлению a ′, а индекс ′′

соответствует неприводимому представлению a ′′.

Таким образом, результаты данных вычислений по-

казали, что энергетический спектр бромида фуллерена
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Рис. 4. Энергетический спектр молекулы С70Br10.

С70Br10 с группой симметрии Cs состоит из 70 невы-

рожденных энергетических состояний. В работе [15]
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Таблица 1. Энергетический спектр молекулы С70Br10 с группой симметрии Cs : значения энергии уровней, кратность их

вырождения и неприводимые представления группы Cs , к которым они относятся

№ e j , eV E j , eV g j E(Ŵ j ) № e j , eV E j , eV g j E(Ŵ j)

1 −4.535 −9.514 1 E1(a ′) 36 −0.100 −5.080 1 E36(a ′′)
2 −4.425 −9.405 1 E2(a ′) 37 0.254 −4.725 1 E37(a ′′)
3 −4.097 −9.077 1 E3(a ′′) 38 0.381 −4.599 1 E38(a ′)
4 −4.072 −9.052 1 E4(a ′) 39 0.670 −4.309 1 E39(a ′)
5 −3.837 −8.816 1 E5(a ′′) 40 0.810 −4.169 1 E40(a ′′)
6 −3.797 −8.776 1 E6(a ′) 41 1.008 −3.972 1 E41(a ′)
7 −3.529 −8.508 1 E7(a ′) 42 1.183 −3.797 1 E42(a ′′)
8 −3.407 −8.386 1 E8(a ′) 43 1.289 −3.690 1 E43(a ′)
9 −3.298 −8.277 1 E9(a ′′) 44 1.580 −3.399 1 E44(a ′′)
10 −2.956 −7.936 1 E10(a ′′) 45 1.642 −3.337 1 E45(a ′′)
11 −2.915 −7.895 1 E11(a ′) 46 1.662 −3.317 1 E46(a ′)
12 −2.802 −7.781 1 E12(a ′) 47 1.736 −3.243 1 E47(a ′)
13 −2.744 −7.723 1 E13(a ′) 48 1.837 −3.143 1 E48(a ′′)
14 −2.743 −7.722 1 E14(a ′′) 49 1.923 −3.057 1 E49(a ′)
15 −2.563 −7.543 1 E15(a ′′) 50 1.948 −3.032 1 E50(a ′′)
16 −2.433 −7.412 1 E16(a ′) 51 2.124 2.855 1 E51(a ′)
17 −2.134 −7.114 1 E17(a ′) 52 2.163 −2.817 1 E52(a ′)
18 −2.100 −7.080 1 E18(a ′′) 53 2.281 −2.699 1 E53(a ′′)
19 −2.020 −6.999 1 E19(a ′) 54 2.405 −2.574 1 E54(a ′′)
20 −1.940 −6.920 1 E20(a ′′) 55 2.426 −2.553 1 E55(a ′)
21 −1.874 −6.853 1 E21(a ′) 56 2.552 −2.427 1 E56(a)
22 −1.826 −6.805 1 E22(a ′′) 57 2.584 −2.396 1 E57(a ′′)
23 −1.771 −6.750 1 E23(a ′) 58 2.714 −2.266 1 E58(a ′′)
24 −1.603 −6.583 1 E24(a ′′) 59 2.840 −2.139 1 E59(a ′′)
25 −1.573 −6.552 1 E25(a ′) 60 2.888 −2.091 1 E60(a ′)
26 −1.459 −6.438 1 E26(a ′′) 61 3.047 −1.932 1 E61(a ′′)
27 −1.401 −6.381 1 E27(a ′′) 62 3.308 −1.671 1 E62(a ′′)
28 −1.297 −6.277 1 E28(a ′) 63 3.351 −1.628 1 E63(a ′)
29 −1.210 −6.190 1 E29(a ′′) 64 3.683 −1.297 1 E64(a ′′)
30 −1.202 −6.181 1 E30(a ′) 65 3.789 −1.190 1 E65(a ′)
31 −0.827 −5.807 1 E31(a ′) 66 3.810 −1.169 1 E66(a ′′)
32 −0.773 −5.753 1 E32(a ′′) 67 4.132 −0.8472 1 E67(a ′)
33 −0.632 −5.612 1 E33(a ′′) 68 4.192 −0.788 1 E68(a ′)
34 −0.544 −5.523 1 E34(a ′) 69 4.217 −0.763 1 E69(a ′′)
35 −0.289 −5.269 1 E35(a ′) 70 4.300 −0.680 1 E70(a ′′)

был получен энергетический спектр фуллерена С70 с

группой симметрии D5h, который представлен на рис. 5.

Сравнивая энергетические спектры бромида фуллерена

С70Br10 с группой симметрии Cs и фуллерена С70

с группой симметрии D5h, которые представлены на

рис. 4 и 5, видим, что понижение симметрии, вызванное

присоединением атомов брома к фуллерену С70, привело

к расщеплению дважды вырожденных энергетических

состояний.

Спектр оптического поглощения является важной ха-

рактеристикой любой молекулы. Используя полученный

выше энергетический спектр бромида фуллерена С70Br10
с группой симметрии Cs , можно с помощью теории

групп найти переходы, которые обусловливают опти-

ческий спектр этой молекулы. Можно показать, что в

энергетическом спектре молекулы с группой симметрии

Cs разрешены все переходы [30].

Таблица 2. Экспериментальные и теоретические значения

длин волн и энергий, которые соответствуют полосам погло-

щения в оптическом спектре молекулы С70Br10

Полосы поглощения [31] λ, nm [31] E, eV Расчет E, eV

a 380 3.269 3.270

b 470 2.643 2.643

c 505 2.460 2.463

d 535 2.322 2.324

f 565 2.199 2.200

g 635 1.956 1.954

В работе [31] были проведены экспериментальные ис-

следования, посвященные изучению спектра оптическо-

го поглощения бромида фуллерена С70Br10 в бензоле, в

1,2-дихлорбензоле и в 1,2-диметилбензоле. Проведенные
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Рис. 5. Энергетический спектр молекулы С70 [15].

исследования показали, что в оптическом спектре по-

глощения бромида фуллерена С70Br10 можно выделить,

как это видно из рис. 6 [1,31], шесть полос погло-

щения: a, b, c, d, f , g , которые представлены в табл. 2.

Зная энергетический спектр молекулы С70Br10, можно

дать следующую интерпретацию ее экспериментально

наблюдаемого спектра оптического поглощения. Полосы

спектра оптического поглощения, которые соответству-

ют экспериментально наблюдаемым энергиям Ea , Eb, Ec ,

l, nm
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Рис. 6. Спектр поглощения бромида фуллерена

С70Br10 в бензоле (1), в 1,2-дихлорбензоле (2), в 1,2-

диметилбензоле (3) [1,31].

Ed , E f , Eg , представленным в табл. 2, можно интер-

претировать как полосы, формирующиеся переходами,

представленными в табл. 3. Данные переходы представ-

лены также на рис. 4. Как видно из табл. 4, энергии этих

переходов близки к экспериментальным значениям [31].

Заключение

Проведенные исследования показали, что спектр оп-

тического поглощения молекулы С70Br10, который на-

блюдается экспериментально [31], достаточно хорошо

согласуется со спектром оптического поглощения этой

молекулы, который получен в рамках модели Хаббарда

в приближении среднего поля.

Отметим также, что исследования оптических свойств

фуллеренов C60 и С70, а также эндофуллерена Y3N@С80

и хлорида фуллерена С50Cl10, выполненные в рам-

ках модели Хаббарда в приближении среднего по-

ля [20,19,18,14], показали хорошее соответствие между

экспериментальными данными и теоретическими резуль-

татами. Это позволяет считать, что модель Хаббарда в

приближении среднего поля достаточно хорошо описы-

вает электронные свойства углеродных наносистем.

Приложение

Найдем в рамках модели Хаббарда в приближении

среднего поля энергетические спектры пентагона и гек-

сагона, которые изображены на рис. 7. Для этого прежде

всего найдем операторы рождения c+
f σ (τ ), входящие в

функцию Грина (5). Подставив в уравнения движения (8)
гамильтониан (3) и используя рис. 7, в случае пентагона

получим замкнутую систему дифференциальных уравне-

ний

dc+
1σ (τ )

dτ
= ε′c+

1σ (τ ) + ta(c
+
2σ (τ ) + c+

5σ (τ )),
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Рис. 7. Пентагон и гексагон — структурные элементы фуллерена.

Таблица 3. Переходы, формирующие полосы поглощения

a, b, c, d, f , g

1E 1E, eV 1E 1E, eV 1E 1E, eV

a c f
E46−E24 3.2653 E35−E14 2.4542 E32−E10 2.1832

E31−E3 3.2699 E35−E13 2.4546 E37−E20 2.1947

E42−E18 3.2829 E36−E15 2.4629 E34−E14 2.2000

b E41−E26 2.4667 E34−E13 2.2004

E32−E8 2.6337 E31−E9 2.4703 E38−E22 2.2066

E40−E22 2.6361 d E41−E30 2.2095

E42−E26 2.6417 E41−E28 2.3052 g
E36−E14 2.6431 E38−E20 2.3209 E33−E15 1.9311

E36−E13 2.6435 E33−E10 2.3241 E38−E25 1.9536

E33−E9 2.6653 E36−E16 2.3326 E39−E28 1.9675

E35−E10 2.6670 E32−E14 1.9704

E32−E13 1.9708

dc+
2σ (τ )

dτ
= ε′c+

2σ (τ ) + ta(c
+
1σ (τ ) + c+

3σ (τ )),

dc+
3σ (τ )

dτ
= ε′c+

3σ (τ ) + ta (c+
2σ (τ ) + c+

4σ (τ )), (П1)

dc+
4σ (τ )

dτ
= ε′c+

4σ (τ ) + ta(c
+
3σ (τ ) + c+

5σ (τ )),

dc+
5σ (τ )

dτ
= ε′c+

5σ (τ ) + ta(c
+
1σ (τ ) + c+

4σ (τ )).

Используя методы операционного исчисления [32,33],
решим систему дифференциальных уравнений (П1). Для
этого в системе уравнений (П1) сделаем следующую

замену:
d

dτ
→ p,

x(τ ) → x(p), (П2)

y(τ ) → y(p),

где p — параметр.

Подставляя (П2) в (П1), получим систему алгебраи-

ческих уравнений:

pc+
1σ (p) − c+

1σ (0) = ε′c+
1σ (p) + ta (c+

2σ (p) + c+
5σ (p)),

pc+
2σ (p) − c+

2σ (0) = ε′c+
2σ (p) + ta (c+

1σ (p) + c+
3σ (p)),

pc+
3σ (p) − c+

3σ (0) = ε′c+
3σ (p) + ta (c+

2σ (p) + c+
4σ (p)),

pc+
4σ (p) − c+

4σ (0) = ε′c+
4σ (p) + ta (c+

3τ (p) + c+
5σ (p)),

pc+
5σ (p) − c+

5σ (0) = ε′c+
5σ (p) + ta (c+

1τ (p) + c+
4σ (p)).

(П3)
Используя метод Крамера [34], найдем решение систе-

мы уравнений (П3), которая представляет собой систему

алгебраических уравнений относительно неизвестных

c+
1σ (p), c+

2σ (p), c+
3σ (p), c+

4σ (p), c+
5σ (p):

c+
1σ (p) = [((p − ε′)2 + ta(ε

′ − ta − p))c1σ (p)

+ ta(p − ta − ε′)(c+
2σ (p) + c+

5σ (p))

+ t2a(c
′
3σ (p) + c+

4σ (p))] : [(p − 2ta − ε′)

× ((p − ε′)2 + ta(p − ε′ − ta))]. (П4)

Делая в уравнении (П4) циклическую перестановку

индексов 1 → 2 → 3 → 4 → 5 → 1, получим оставшиеся

операторы c+
2σ (p), c+

3σ (p), c+
4σ (p), c+

5σ (p). Зная эти опера-

торы и используя обратное преобразование Лапласа [35],
получим выражения для операторов рождения:

c+
1σ (τ ) =

1

5
(c+

1σ (0) + c+
2σ (0) + c+

3σ (0) + c+
5σ (0))

× exp(E1τ ) +
1

10
(4c+

1σ (0) + (
√
5− 1)(c+

2τ (0) + c+
5σ (0))

− (
√
5 + 1)(c+

3σ (0) + c+
4σ (0))) exp(E2τ )

+
1

10
(4c+

1σ (0) + (
√
5 + 1)(c+

3τ (0) + c+
5σ (0))

+ (
√
5− 1)(c+

2σ (0) + c+
4σ (0))) exp(E3τ ),

(П5)
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где

E1 = ε + 2ta , E2 = ε + ta(
√
5− 1)/2,

E3 = ε − tc(1 +
√
5)/2. (П6)

Делая в уравнении (П5) циклическую перестановку

индексов 1 → 2 → 3 → 4 → 5 → 1, получим оставшиеся

операторы рождения c+
2σ (τ ), c+

3σ (τ ), c+
4σ (τ ), c+

5σ (τ ).
Подставив в формулу (5) оператор рождения (П5) и

выполнив фурье-преобразование, получим фурье-образ

антикоммутаторной функции Грина:

〈〈c+
jσ |c jσ 〉〉E =

i
2π

1

5

{

1

E − E1 + ih
+

2

E − E2 + ih

+
2

E − E3 + ih

}

, j = 1 . . . 5, (П7)

где выражения (П6) представляют собой энергетический

спектр пентагона, энергетические состояния которого

согласно соотношениям (7), (6) и (П7) имеют следу-

ющие степени вырождения:

g1 = 1, g2 = g3 = 2. (П8)

Аналогичным образом можно получить фурье-образ

антикоммутаторной функции Грина и энергетический

спектр для гексагона:

〈〈c+
jσ |c jσ 〉〉E =

i
2π

1

6

{

1

E − E1 + ih
+

2

E − E2 + ih

+
2

E − E3 + ih
+

1

E − E4 + ih

}

, (П9)

E1 = ε + 2ta , E2 = ε + ta ,

E3 = ε − ta , E4 = ε − 2ta , (П10)

g1 = g4 = 1. g2 = g3 = 2. (П11)

Отметим, что из (П5) видно, что в случае пента-

гона каждый оператор рождения содержит 5× 3 = 15

слагаемых. Аналогично можно показать, что операторы

рождения для бромида фуллерена С70Br10 с группой

симметрии Cs содержат по 70× 70 = 4900 слагаемых.
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