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Методом Монте-Карло проведено исследование термодинамических свойств и фазовых переходов в

двумерной ферромагнитной часовой модели с числом состояний спина q = 5 на треугольной решетке.

Рассмотрены системы с линейными размерами L × L = N, L = 24÷ 120. На температурной зависимости

теплоемкости обнаружены два максимума, которые свидетельствуют о наличии в исследуемой модели двух
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1. Введение

В последние годы исследование фазовых переходов
(ФП), критических и термодинамических свойств в маг-
нитных системах успешно проводится с использованием
методов Монте-Карло (МК) [1–3]. Это связано с тем, что

эти методы позволяют изучать реалистичные модели,
в которых учитываются факторы, присутствующие в
реальных материалах. Увеличение вычислительных воз-
можностей современных компьютеров, появление новых
алгоритмов, специально разработанных для решения

широкого круга задач привело к тому, что метод МК
зарекомендовал себя как мощный инструмент для ис-
следования ФП и термодинамических свойств моделей
магнитных систем [4–6].
Одной из моделей применяемых для описания ре-

альных физических систем, является часовая модель с

числом состояний спина q. Многие физические свойства
этой модели зависят от значения q. В случае, когда
q = 2, 3, 4 эта модель имеет точное решение. Часо-
вая модель сводится к модели Изинга и Z3 модели
Поттса при q = 2 и 3, соответственно. Эта модель

при q = 4 эквивалентна двум копиям модели Изинга.
Установлено, что для этих трех случаев в системе
наблюдается ФП второго рода из высокотемператур-
ной парамагнитной фазы в низкотемпературную ферро-
магнитную упорядоченную фазу. Когда q → ∞ данная
модель сводится к стандартной XY модели. В этом

случае спонтанного нарушения симметрии не наблюда-
ется, но происходит ФП из низкотемпературной фазы
Березинского−Костерлица−Таулеса (БКТ) в высокотем-
пературную парамагнитную фазу. Для часовой модели
с числом состояний спина q = 5 имеется очень мало

точно установленных фактов. К настоящему моменту
времени остается открытым вопрос о роде ФП при
значении q = 5.

Для получения ответа на этот вопрос, в данной ра-

боте нами проводится исследование двумерной часовой

модели на треугольной решетке с q = 5. Исследование

этой модели на треугольной решетке в литературе прак-

тически не встречается. В связи с этим в данной работе

нами предпринята попытка провести исследование ФП и

термодинамических свойств этой модели на треугольной

решетке.

2. Модель и метод исследования

Гамильтониан для часовой модели с q-состояниями,
которая представляет собой дискретизированную спино-

вую XY модель, можно записать в следующем виде:

H = −J
∑

〈i, j〉

cos(θi − θ j), (1)

где спиновые состояния q в узле i обозначены плоским

углом θi = 2πk i/q, k i = 1, . . . , q, J — параметр ферро-

магнитного обменного взаимодействия.

В последние десятилетия часовая модель с q-состоя-
нием широко исследовалась как аналитически [7–13], так
и численно [14–25]. Тем не менее, до сих пор неясна

природа ФП для малых q, таких как q = 5 и 6. При

значении q = 2 эта модель сводится к классической

модели Изинга со спиновой симметрией вверх-вниз, а в

предельном случае, при q → ∞ — XY модели, где ори-

ентации спинов непрерывны внутри плоскости. В слу-

чае двумерной XY — модели (q → ∞) не существует

дальнеупорядоченной фазы при конечных температурах,

как утверждает теорема Мермина−Вагнера [26]. Вместо
этого система претерпевает БКТ переход бесконечного

порядка из парамагнитной фазы в БКТ-фазу.
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Рис. 1. Схематическое представление часовой модели с q = 5.

В данном исследовании нами рассматривается случай

с q = 5 на треугольной решетке. Схематическое опи-
сание этой модели представлено на рис. 1. На вставке
приведены направления для каждого из 5 состояний

спина. Как видно на рисунке, у каждого спина есть шесть
ближайших соседа.
Решеточные магнитные системы на основе микроско-

пических гамильтонианов успешно изучаются на основе
метода МК [27–32]. В последнее время разработано
много новых вариантов алгоритмов для исследования

подобных систем. Одним из наиболее эффективных
для исследования подобных систем является алгоритм

Ванга–Ландау [33], особенно в низкотемпературной об-
ласти.
Алгоритм Ванга−Ландау является реализацией ме-

тода энтропийного моделирования и позволяет вычис-
лить функцию плотности состояний системы. Данный
алгоритм основан на том, что, совершая случайное

блуждание в пространстве энергий с вероятностями,
обратно пропорциональными плотности состояний g(E),
мы получаем равномерное распределение по энергиям.

Подобрав вероятности перехода такими, что посещение
всех энергетических состояний стало бы равномерным,
можно получить изначально неизвестную плотность со-

стояний g(E), зная которую, можно вычислить значения
необходимых термодинамических параметров при лю-
бой температуре. В частности, внутреннюю энергию U ,

свободную энергию F , удельную теплоемкость C и
энтропию S. Так как плотность состояний g(E) очень
быстро растет с увеличением размеров исследуемых

систем, для удобства хранения и обработки больших
чисел пользуются величиной ln g(E).
Расчеты проводились для систем с периодически-

ми граничными условиями и линейными размерами
L × L = N, L = 24÷ 120, где L — линейный размер

решетки, N — количество спинов в системе.

3. Результаты моделирования

Алгоритм Ванга−Ландау является эффективным ме-

тодом для расчета плотности состояния энергии. Пре-
имущество алгоритма заключается в том, что плотность

состояний g(E) в системе не зависит от температуры.

Зная плотность состояний системы, можно рассчитать

температурную зависимость любого интересующего нас

термодинамического параметра. На рис. 2 приведены

плотности состояний g(E) для разных линейных разме-

ров системы (здесь и далее на графиках статистическая

погрешность не превышает размеров символов, исполь-

зованных для построения зависимостей). Плотность со-

стояний имеет куполообразную форму. С увеличением

линейных размеров системы, плотность состояний g(E)
значительно возрастает, что обусловлено вырождением

основного состояния.

На рис. 3 представлены характерные зависимости теп-

лоемкости C от температуры для систем с различными

линейными размерами L.
Отметим, что на зависимостях теплоемкости C от

температуры для всех систем вблизи критической тем-

пературы наблюдаются два хорошо выраженныех макси-

мумыа, которые в пределах погрешности приходятся на

E N/
0–3 –1 1

600

3000

1200

1800

2400

3600

0

ln
(

)
g

E

–2

L = 24
L = 30
L = 36
L = 42
L = 48

Рис. 2. Плотность состояний g(E) при различных линейных

размерах L.
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Рис. 3. Зависимость теплоемкости C/kB от температуры

kBT/|J| для разных L.
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одну и ту же температуру даже для систем с наимень-

шим значением L. Это свидетельствует, во-первых, о

высокой эффективности использованного способа добав-

ления периодических граничных условий, а во-вторых, о

достижении насыщения по N для исследуемых нами па-

раметров. Наличие двух максимумов на температурной

зависимости теплоемкости позволяет говорить о двух

последовательных ФП в данной модели. Аналогичный

результат был получен в работах [23,34], где была иссле-
дована часовая модель с q = 5 на квадратной решетке.

На рис. 4 приведена температурная зависимость пол-

ной энергии спиновой системы E для разных линейных

размеров решетки. На рисунке видно, что вблизи кри-

тической температуры энергия изменяется непрерывно.

Такое поведение энергии характерно для ФП второго

рода.

На рис. 5 приведены температурные зависимости эн-

тропии S для систем с различными линейными размера-

ми L. На рисунке видно, что с увеличением температуры
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Рис. 4. Зависимость энергии E от температуры для разных L.
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Рис. 5. Температурные зависимости энтропии S.
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Рис. 6. Гистограмма распределения энергии E .

энтропия для всех систем стремится к теоретически

предсказанному значению ln 5. При низких температу-

рах, близких к абсолютному нулю, энтропия стремится

к нулевому значению для всех значений L. Нулевая

остаточная энтропия свидетельствует об отсутствии вы-

рождения основного состояния.

Для анализа рода фазового перехода мы дополнитель-

но использовали гистограммы распределения энергии.

В случае фазового перехода первого рода на гистограм-

ме распределения энергии при температуре перехода бу-

дет иметь два максимума расположенных симметрично

относительно равновесного значения энергии.

На рис. 6 представлены гистограммы распределения

энергии для системы L = 120. На графике зависимости

вероятности P от энергии системы E наблюдается один

хорошо выраженный максимум. Исходя и этого можно

сделать вывод, что в системе не наблюдается поведение

характерное фазовому переходу первого рода.

4. Заключение

Проведено исследование термодинамических свойств

двумерной часовой ферромагнитной модели Поттса

на треугольной решетке с числом состояний спина

q = 5 с использованием алгоритма Ванга−Ландау ме-

тода Монте-Карло. Анализ полученных результатов по-

казывает, что на температурной зависимости теплоем-

кости наблюдаются два максимума. Установлено, что

в основном состоянии система не имеет вырождения.

Обнаружено, что в системе происходят два фазовых

перехода типа Березинского−Костерлица−Таулеса.
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