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1. Введение

Топологические изоляторы (ТИ) составляют особый

класс материалов, характеризующихся наличием запре-

щенной зоны для объемных состояний и хорошо про-

водящими краевыми состояниями, топологически защи-

щенными от рассеяния на немагнитных примесях сим-

метрией обращения времени [1–3]. Исследование топо-

логически защищенных одномерных состояний в случае

двухмерного ТИ или поверхностных состояний для трех-

мерного ТИ представляет большой интерес, связанный с

поиском методов управления такими состояниями и их

локализацией, в том числе для реализации на их основе

схем хранения и обработки информации. Известно, что

невозможно осуществить локализацию таких состояний

с помощью чисто электростатических барьеров за счет

клейновского туннелирования безмассовых фермио-

нов [4], поэтому для создания связанных состояний мож-

но применять магнитные барьеры [5–7], которые частич-

но разрушают защиту краевых состояний от рассеяния.

За последние пять лет опубликовано значительное

число работ, посвященных взаимодействию геликоидаль-

ных краевых состояний в ТИ с различными барьерами

и дефектами, в том числе магнитными моментами раз-

личного происхождения и локализации. Так, были рас-

смотрены эффекты от ядерных спинов на транспортные

свойства краевых состояний [8], воздействие магнитного
иона марганца на состояния квантовой точки в ТИ на ос-

нове HgTe [9], моделирование майорановских фермионов
в сверхпроводнике на основе модели о магнитных барье-

рах на крае ТИ [10]. Были выполнены исследования фаз

с высоким значением чисел Черна в структурах с ТИ и

магнитными слоями [11], а также исследования влияния

точечных [12] и случайных распределений дефектов на

рассеивание краевых состояний в ТИ [13]. Упомянутые
работы, составляющие лишь незначительную долю от

опубликованных, свидетельствуют о достаточно высокой

актуальности тематики, связанной со взаимодействием

краевых состояний в ТИ с магнитными барьерами и

анализом возникающих здесь локализованных состоя-

ний. Несмотря на достаточно широкий охват задач,

до сих пор, по нашему мнению, не выработаны еди-

ные взгляды на свойства и потенциальное применение

локализованных состояний в системах вида квантовая

точка, созданных на базе ТИ с помощью магнитных

барьеров, что обусловливает наш интерес к данной

проблеме, в частности к модели двойной квантовой

точки, создаваемой тремя магнитными барьерами.

На протяжении ряда лет нами разрабатывается модель

локализованных состояний в квантовых точках (КТ),
сформированных на крае двумерного ТИ на основе кван-

товой ямы HgTe/CdTe, с помощью макроскопических

магнитных барьеров конечной проницаемости. В част-

ности, на базе известной модели взаимодействия крае-

вого состояния с одиночной магнитной примесью [14]
недавно наша модель была микроскопически обоснована

на случай взаимодействия краевых состояний в ТИ

с макроскопическим магнитным доменом (барьером),
расположенным вблизи края ТИ [15]. Была показана

возможность формирования конечного числа энергети-

ческих уровней в одномерной КТ, в том числе единствен-

ной пары уровней.

В данной работе мы продолжаем исследование свя-

занных состояний, но уже в двойной КТ, сформирован-

ной тремя магнитными барьерами на крае двумерного

ТИ на основе квантовой ямы HgTe/CdTe. Основной
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мотивацией для исследования такой системы является

возможность переключения между состояниями с ло-

кализацией волновой функции в левой и правой КТ

путем изменения только поляризации намагниченности

одного (центрального) барьера. В режиме антипарал-

лельной ориентации векторов намагниченности край-

них барьеров обнаружены точки антикроссинга, когда

расстояние между уровнями минимально, а волновые

функции локализованы с равной вероятностью в левой

и правой КТ. Вне области антикроссинга наблюдается

чередование локализации в правой и левой КТ при

изменении ориентации намагниченности центрального

барьера. Такое управляемое переключение между четко

разграниченными в пространстве состояниями позволя-

ет надеяться на использование исследуемой системы для

хранения и обработки информации.

2. Модель

Рассматривается модель квантовых состояний в двой-

ной КТ, сформированной магнитными барьерами на крае

двумерного ТИ на основе квантовой ямы HgTe/CdTe.

Двойная КТ образуется двумя крайними очень широки-

ми магнитными барьерами с высотой (в энергетических

единицах) M1 и M2, а также центральным барьером

высоты Mb и ширины Lb . В результате формируется

левая КТ с шириной L1 и правая КТ с шириной L2. Со-

стояния в двойной КТ можно описать гамильтонианом,

являющимся обобщением гамильтониана из работы [15]
для рассматриваемого в данной работе случая трех

магнитных барьеров:

H = Akyσz − M1S(−L1 − y)(σx cos θ1 + σy sin θ1)

− Mb
(

S(y) − S(y − Lb)
)

(σx cos θb + σy sin θb)

− M2S(y − L2 − Lb)(σx cos θ2 + σy sin θ2). (1)

Первое слагаемое в (1) соответствует эффективному

гамильтониану для одномерных геликоидальных крае-

вых состояний с постоянной величиной A = 360 мэВ·нм,
связанной со скоростью распространения состояний

вдоль края ТИ на базе HgTe/CdTe [1–3]. Остальные

слагаемые описывают влияние на краевые состояния

со стороны магнитных барьеров, профиль каждого из

которых аппроксимируется ступенчатой функцией S(y).
Подобные барьеры могут быть изготовлены из магнит-

ных диэлектрических материалов (magnetic insulators),
не создающих спиновой инжекции и не приводящих к

гибридизации состояний магнетика и ТИ. В качестве

примеров можно назвать соединения MnSe или EuS,

применение которых в структурах с ТИ обсуждалось,

например, в [16,17]. Линейные параметры L1, Lb, L2

задают границы барьеров и ширину каждой КТ. Угловые

параметры θ1, θb , θ2 определяют ориентации векторов

намагниченности в плоскости (x , y) для каждого из

барьеров, а энергетические параметры M1, Mb, M2 пред-

ставляют собой амплитуды обменного взаимодействия

краевых состояний с магнитными моментами барье-

ров [15]. Для гамильтониана (1) собственные функции

имеют вид двухкомпонентных спиноров, определяемых

в каждой области пространства выражениями
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Воспользовавшись условиями сшивки волновой функ-

ции на границах барьеров y = −L1, y = 0, y = Lb и

y = Lb + L2, мы получим систему линейных уравне-

ний относительно коэффициентов B , C1,2, D1,2, H1,2, J .
Существование нетривиального решения системы (2)
имеет место при условии равенства нулю ее определите-

ля, что приводит к характеристическому уравнению на

энергию E дискретных уровней в двойной КТ. Далее мы

опишем решения системы (2) для таких значений па-

раметров, при которых возможно управление областью

локализации волновых функций.

3. Зависимость локализации волновой
функции от поляризации барьеров

После нахождения коэффициентов для волновой

функции (2) область ее локализации можно описать

через сумму коэффициентов |C1|2 + |C2|2 для левой КТ

и через сумму |H1|2 + |H2|2 для правой КТ. Введем

отношение этих вероятностей

P ≡ |C1|2 + |C2|2
|H1|2 + |H2|2

, (3)

которое будет характеризовать локализацию соответ-

ствующей волновой функции: при P ≫ 1 волновая

функция локализована в левой КТ, а при P ≪ 1 —

в правой КТ. Возникает вопрос — каким образом

меняется отношение (3) для данного энергетического

уровня при изменении параметров системы. Рассмотрим

режим антипараллельной ориентации намагниченности
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Рис. 1. Энергетический спектр как функция угла намагниченности центрального барьера θb при θ1 = 0, θ2 = π, L1,2,b = 100 нм,

M1,2,b = 20мэВ. Синим цветом показаны состояния с локализацией в правой КТ, когда отношение (4) P ≪ 1, оранжевым —

состояния с локализацией в левой КТ при P ≫ 1. На вставке справа показана область антикроссинга для выделенной пунктиром

зоны, когда волновые функции уровней (b, e) локализованы одновременно в двух КТ. (Цветной вариант рисунка представлен в

электронной версии статьи).
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Рис. 2. Распределения вдоль структуры с двойной квантовой точкой для плотности вероятности |ψ|2 (черная сплошная линия) и

спиновых плотностей Sx (сиреневая пунктирная линия), Sy (оранжевая сплошная линия) для уровней энергии (а, b, c), отмеченных
на рис. 2. (Цветной вариант рисунка представлен в электронной версии статьи).

крайних барьеров θ1 = 0, θ2 = π. На рис. 1 показана
структура уровней системы в зависимости от ориента-
ции намагниченности центрального барьера θb . Осталь-
ные параметры системы L1,2,b = 100 нм, M1,2,b = 20мэВ.
На каждой линии цветом показано отношение (3).
В оранжевой и желтой областях волновая функция
практически полностью локализована в левой КТ, а
в синей и голубой области — в правой КТ. Для
точек спектра (а−с) плотность вероятности и спино-
вая плотность показана далее на рис. 2. На вставке
справа на рис. 1 показана область сближения уровней
(антикроссинг) для выделенной слева пунктиром зоны,
когда волновые функции уровней (b, e) локализованы

одновременно в двух квантовых точках. Из рис. 1 можно
сделать вывод, что в спектре присутствует антикроссинг
при ориентации намагниченности центрального барье-
ра θb = π

2
и θb = 3π

2
, при этом сближение уровней

определяется проницаемостью центрального барьера.
Раскладывая дисперсионное уравнение вблизи точки
антикроссинга, можно получить оценку для величины
щели на рис. 1 в виде 1 ∼ (AM/L)1/2 exp(−LM/A). Для
параметров на рис. 1 мы получим, что 1 = 0.033 мэВ,

что является хорошим приближением для результатов
представленного на рис. 1 численного расчета. Отметим,
что щель 1 имеет максимум при небольшой высоте
барьера M0 = A/2L = 1.8 мэВ, равный 1m ∼ 1.5мэВ, и
далее с ростом M спадает. Однако для приложений
при создании кубитов такие низкие барьеры и широкие
щели в спектре являются мало пригодными. Точка анти-
кроссинга является точкой смены области локализации
волновой функции для данного уровня, как это видно
из рис. 1. Этот эффект представляется устойчивым к
малым вариациям параметров системы, так как уровни
одного дублета вдали от точек антикроссинга отделены
значительной щелью от остальных дублетов, как это

видно на рис. 1.
Локализация волновой функции для конкретных со-

стояний может быть наглядно показана при визуали-
зации плотности вероятности и плотности проекций
спина. На рис. 2 в относительных единицах показа-
ны плотность вероятности |ψ|2 и спиновые плотности
Sx ,y = ψ+σx ,yψ для точек (а, b, c) в спектре на рис. 1.
Абсолютная вероятность нахождения электрона в левой
или правой КТ может быть получена интегрированием

Физика и техника полупроводников, 2023, том 57, вып. 7
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|ψ|2 по данной КТ и представляет собой величину,

близкую к единице для рис. 2, а, с и к 1/2 в каждой точке

для рис. 2, b, если пренебрегать вкладом от барьерной

области. Третья проекция спина Sz для состояний (2)
в нашей модели тождественно равна нулю [15]. Видно,
как при переходе угла θb через точку антикроссинга

происходит смена области локализации волновой функ-

ции: она идет последовательно от (а) локализации в

левой КТ, (b) локализации в обеих КТ в точке анти-

кроссинга и (c) локализации в правой КТ. Аналогичный

процесс наблюдается и для уровней (d−f) на рис. 1 с

обратной последовательностью областей локализации.

Как видно из рис. 1, интервал изменения θb около

точки антикроссинга для смены области локализации

может быть относительно небольшим, ∼ 20−30◦, что

должно способствовать реализации данного механизма

управления локализацией состояний.

4. Заключение

Построена модель связанных состояний в двойной

квантовой точке на крае топологического изолятора

на основе квантовой ямы HgTe/CdTe, сформированной

тремя магнитными барьерами. Рассмотрены особенно-

сти энергетического спектра, плотности вероятности

и спиновой плотности в зависимости от параметров

магнитных барьеров. Обнаружены точки антикроссинга

в зависимости от поляризации центрального барьера,

слева и справа от которых наблюдается локализация

волновых функций в разных квантовых точках. Рассмот-

ренные способы управления локализацией волновых

функций на крае топологического изолятора говорят

о перспективности использования таких структур для

создания новых схем кубитов.
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Formation of bound states and control
of their localization in a double quantum
dot at the edge of the two-dimensional
topological insulator with magnetic
barriers
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Abstract The model of the bound states in a double quantum

dot formed by three magnetic barriers at the edge of two-

dimensional topological insulator based on HgTe/CdTe quantum

well is developed. The peculiarities of the energy spectrum, the

probability density and the spin density of the quantum states are

studied as a function of the orientation of the magnetization vector

for the magnetic barriers. The wavefunction localization at the left

and at the right of the anticrossing point in the spectrum is studied

and the conclusion is made on the possibility of switching between

the states with the localization area in different quantum dots by

varying the polarization of the middle barrier.
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