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Предложен метод расчета индуктивных и силовых параметров сложных коаксиальных осесимметричных

токовых систем, базирующийся на модели цилиндра. Показано, что средний по объему размагничивающий

фактор цилиндра эквивалентен коэффициенту Нагаока для индуктивности катушек конечной длины. Из

анализа корреляции плотностей энергии цилиндра и энергии размагничивания определен критерий
”
короткой

катушки“. Установлено соответствие результатов, полученных по модели цилиндра, расчетам по токовым

моделям. Представлен метод расчета межслойных механических напряжений, взаимных радиальных и

аксиальных сил и напряжений в системе коаксиальных катушек (цилиндров). Приведен пример применения

модели цилиндра для расчета индуктивности катушки прямоугольного сечения.
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Введение

Индуктивные и силовые (пондеромоторные) харак-

теристики являются важнейшими параметрами магнит-

ных систем. Термином
”
соленоид“ принято называть

разновидность катушки, длина которой много больше

диаметра. Силовые взаимодействия в осесимметричных

магнитных системах обычно вычисляются для токовых

систем: катушек и соленоидов. Расчеты пондеромотор-

ных сил необходимы при создании импульсных маг-

нитных полей высокой интенсивности [1–6]. Указанная
литература посвящена технической реализации постав-

ленных задач с акцентом на прочностные характери-

стики изделий. В расчетах используются приближенные

формулы магнитных полей, полученные для токовых

систем. Сложность расчетов полей катушек приводит к

необходимости упрощения задач и представлению ре-

зультатов с использованием рядов, аппроксимирующих

формул, либо графоаналитических методов [4,5]. Раз-

ница значений параметров, рассчитываемых по разным

методикам, может составлять несколько процентов, что

считается вполне приемлемым. Расширенную инфор-

мацию по методам расчета катушек можно найти в

Интернете на сайтах [7], где приведены также ссылки

на первоисточники.

Однослойная катушка играет особую роль в проек-

тировании магнитных систем. На ее основе рассчиты-

ваются сложные многокомпонентные системы. Мето-

ды расчета индуктивности однослойных катушек через

эллиптические интегралы впервые были разработаны

Дж.К. Максвеллом для обмоток из проводов круглого

сечения [8] и Л. Лоренцем для катушек из ленточных

проводников [9]. Эти результаты для электро- и радио-

инженеров имеют такое же значение, как и уравне-

ния электромагнитного поля Максвелла для физиков.

Нагаока переопределил формулы Максвелла-Лоренца,

введя понятие геометрического фактора формы кату-

шек [10]. Теперь эллиптические интегралы содержали

вместо параметров:
”
длина катушки h — диаметр 2a“,

их отношение h/2a.
С введением коэффициента Нагаока индуктивность од-

нослойной катушки записывается следующим образом:

L =

(

µ0
w2

h
π(2a)2

4

)

kL, (0 ≤ kL ≤ 1), (1)

где µ0 — магнитная постоянная, w — число витков

катушки, kL — коэффициент Нагаока. Выражение в

скобках определяет индуктивность Lh участка соленоида

длиной h.
Энергия, аккумулированная в катушке, есть

Ecoil = I 2L/2, (2)

где I — ток в витке катушки.

Коэффициент Нагаока вводит поправку на конечность

длины катушки и в форме Лоренца имеет вид

kL =
8a
3πh

(

2k − 1

k3
Ec(k) +

1− k2

k3
Ka(k) − 1

)

, (3)

где Ka(k) и Ec(k) — полные эллиптические интегралы

1-го и 2-го рода:

Kc(k) =

π/2
∫

0

1
√

1− k2 sin2 θ
dθ,
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Рис. 1. a — схема определения индукции B; b — схема расчета поля цилиндра Hp. Штрихованные координаты q(r ′, z′) связаны

с точкой источника поля. Символом a(r, z) обозначена точка наблюдения.

Ec(k) =

π/2
∫

0

√

1− k2 sin2 θ dθ,

с модулем k = 2a(4a2 + h2)−1/2.

Неоднородность индукции коротких катушек суще-

ственно усложняет вычисления. Многочисленные при-

меры расчетов практических систем рассмотрены в

справочной книге [11]. Прямые численные методы рас-

четов индуктивных параметров катушек без преобразо-

вания исходных интегральных выражений в алгебраиче-

ские приведены в [12].

Поля для внутренних областей осесимметричных маг-

нитных систем получены в [13,14]. Формулы и програм-

мы расчета размагничивающих и 3D-полей цилиндров

при азимутальном намагничивании (или индукции эк-

вивалентных им катушек) во всем пространстве, выра-

женные через эллиптические интегралы, опубликованы

в [15]. Аналитические выражения 3D-полей цилиндра

при произвольной ориентации намагниченности опубли-

кованы в [16,17].

Прямой расчет индуктивностей и взаимных индуктив-

ностей катушек прямоугольного сечения как токовых

систем сложен и приводит к чрезвычайно громоздким

формулам, что затрудняет их использование для практи-

ческих расчетов [18–21].

В настоящей работе рассмотрены методы расчета

индуктивности катушек, взаимной индуктивности и пон-

деромоторных сил системы катушек с плотной намот-

кой альтернативным методом через 3D-поля аксиально

намагниченного цилиндра. Критерий плотности намотки

приведен в [22]. Метод основан на равенстве внутренних

энергий катушек и эквивалентных им аксиально намаг-

ниченных цилиндров. По сути, для расчетов основных

параметров катушек нет необходимости привлекать тру-

доемкие методы теоретической электротехники и магни-

тостатики для токовых систем, если только установлено

равенство плотностей поверхностных токов катушек и

цилиндров. При использовании модели цилиндра вы-

числение ряда основных параметров осесимметричных

магнитных и токовых систем значительно упрощаются.

1. Расчетная модель

1.1. Базовые соотношения величин модели

Катушка, аксиально намагниченный в z-направлении
цилиндр, и связанные с ними системы координат, пока-

заны на рис. 1.

Намагниченность цилиндра Mz, плотность по-

верхностного тока цилиндра js и поверхностные

”
магнитные заряды“ связаны соотношениями [23]
js = RotMz, σ = −DivMz . При однородной намагни-
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ченности (Mz = const) Js = [Mzn] (рис. 1, a), σ = Mzn

(рис. 1, b); n — внешняя нормаль к поверхности цилин-

дра. В скалярной записи имеем

Mz = j s, σ = Mz. (4)

При заданных параметрах катушки — длине h, диа-
метре 2a, числе витков w и токе в витке I , плотность
тока обмотки j = wI/h. В предположении j s = j экви-

валентная намагниченность равноразмерного цилиндра

равна Mz = j (рис. 1, a), что обеспечивает равенство

индукций катушки Bcoil и цилиндра Bcyl во всем про-

странстве.

Поля в объемах катушки и цилиндра радикально

различаются. Согласно дипольной (
”
зарядовой“) модели

намагниченности, на торцах однородно намагниченного

цилиндра возникают поверхностные
”
магнитные заря-

ды“ ±σ (рис. 1, b).
”
Заряды“ создают размагничивающее

поле Hp в объеме цилиндра, направленное противопо-

ложно Mz, и поле рассеяния вне его, обозначаемое

также символом Hp.

Размагничивающее поле Hp играет важнейшую роль

при расчетах магнитных систем. Hp определяется через

размагничивающий фактор образца Np(r).

1.2. Размагничивающий фактор и 3D-поля
аксиально намагниченного цилиндра

Поля Hp(r) внутри и вне ферромагнетика произволь-

ной формы при известном распределении намагничен-

ности M(r′) вычисляются через градиент магнитоста-

тического потенциала ϕ(r) в точке наблюдения a(r, z)
(рис. 1, b):

Hp(r) = −∇ϕ(r) = −∇
∫

V′

M(r′)∇′
1

|r − r′| d3r′,

где r′ — радиус-вектор точки источника q(r ′, z′),
r — радиус-вектор точки наблюдения a(r, z). Штри-

хованный и нештрихованный операторы означают

дифференцирование по q(r ′, z′) и по a(r, z) со-

ответственно; d3r′ означает элемент объема. При

расчетах потенциала ϕ(r) используются равенства

∇′(1/|r − r′|) = (r− r′/|r− r′|3) = −∇(1/|r− r′|).
При однородно намагниченном ферромагнетике

M(r′) = M = const, Hp(r) записывается в виде [24]:

Hp(r) = V(M∇)

∫

V

dr ′

|r − r′| = −N̂(r)M, (5)

где 0 ≤ N̂(r) ≤ 1 — тензор размагничивающих коэффи-

циентов (факторов) с компонентами

Ni j (r) = − ∂2

∂xi ∂x j

∫

V

dr′

|r− r′| .

Переменные xi , xJ определяются используемой систе-

мой координат; N̂(r) — безразмерная величина, опреде-

ляемая формой образца, устанавливает пропорциональ-

ность между Hp(r) и M. Потенциал ϕ(r) во внутренней

и внешней областях цилиндра определяется по-разному.

Вне цилиндра размагничивающий фактор N̂(r) по опре-

делению равен нулю, но представляет собой коэффици-

ент, определяющий поле рассеяния. Размагничивающее

поле Hp(r
′) неоднородно в объеме образца и зависит от

его формы и намагниченности, т. е. является функцией

координат r′.

При однородной намагниченности цилиндра вдоль

оси Z Mz = const:

Hp(r) = −Mz

[

∇
∫

V′

αz ∇′
1

|r− r′| dV′

]

= −MzN̂(r), (6)

где αz — единичный вектор направления намагничен-

ности. Отсюда следуют компоненты размагничивающего

поля

Hpi = −NizMz, i = r, z.

Последующие расчеты выполнены в цилиндрической

системе координат. Для удобства вычислений вводится

вспомогательный
”
магнитостатический потенциал“ двух

дисков, имеющий размерность длины [14]:

ψ1(r) =

∫

V′

∇′
1

|r− r′| dV′ =

a
∫

0

r ′dr ′
2π
∫

0

dθ′

×









1
√

r 2 + r ′2 + (h− z)2 − 2rr ′ cos(θ − θ′)

− 1
√

r 2 + r ′2 + z2 − 2rr ′ cos(θ − θ′)









,

0 ≤ z ≤ h∧ |r | ≤ a.

Применяя к (9) интеграл Липшица и теорему сло-

жения для бесселевых функций, получаем суммарный

потенциал разноименно заряженных торцевых поверх-

ностей цилиндра [25,26]:

ψ1(r, z) = 2πa

∞
∫

0

J0(tr )J1(ta)[e−tz + e−(h−z)]
dt
t
,

(0 ≤ z ≤ h) ∧ |r | ≤ a,

где J0(tr ) и J1(ta) — функции Бесселя нулевого и

первого порядков от действительного аргумента. Окон-

чательно получаем формулы для размагничивающих

факторов внутренней области цилиндра:

Nz z(r, z) = − ∂

∂z
ψ1(r, z) =

1

2
a

∞
∫

0

J0(tr )J1(ta)

× [e−tz + e−(h−z)]dt, 0 ≤ z ≤ h∧ |r | ≤ a, (7)
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Nrz(r, z) = − ∂

∂r
ψ1(r, z) = −1

2
a

∞
∫

0

J1(tr )J1(ta)

× [e−tz − e−t(h−z)]dt, |r | ≤ a. (8)

Формулы для расчета 3D-коэффициентов Nz z(r, z) и

Nrz(r, z) во всем пространстве имеют вид

Nz z(r, z) =
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1

2
a

∞
∫

0

J0(tr )J1(ta)[e−tz + e−t(h−z)]dt, if (0 ≤ z ≤ h),

1

2
a

∞
∫

0

J0(tr )J1(ta)[e−tz − et(h−z)]dt, if (z > h),

1

2
a

∞
∫

0

J0(tr )J1(ta)[e−t(h−z) − etz]dt, if (z < 0),

− 1

2

[ h− z
√

(h−z)2
+

z√
z2+a2

− h− z
|h−z| −

z
|z|

]

everywhere,

(9)

Nrz(r, z) =
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1

2
a

∞
∫

0

J1(tr )J1(ta)[e−tz − e−t(h−z)]dt, if (0 ≤ z ≤ h),

1

2
a

∞
∫

0

J1(tr )J1(ta)[e−tz − et(h−z)]dt, if (z > h),

1

2
a

∞
∫

0

J1(tr )J1(ta)[etz − e−t(h−z)]dt, if (z < 0).

(10)
Индукция цилиндра

Bz(r, z) = µ0(Hp + Mz) = µ0Mz(1− Nz z).

С учетом (6) z- и r -компоненты поля и индукции

цилиндра

Hz(r, z) = −Mz Nz z(r, z), (11)

Hr (r, z) = −Mz nrz(r, z). (12)

Bz(r, z) =
∣

∣

∣

∣

∣

µ0Mz(1− Nz z)if (0 ≤ z ≤ h) ∧ (0 ≤ |r | ≤ a),

µ0Hz(r, z) everywhere,
(13)

Br (r, z) = µ0Hr (r, z). (14)

Расчеты по формулам (9), (10) непосредственно вбли-

зи поверхности образца приводят к осциллирующим

решениям [27]. В [28,29] Nz z и Nrz были переопределены

через эллиптические интегралы. Расчет полей рассеяния

через эллиптические интегралы обеспечивает получение

стабильных численных результатов при любых парамет-

рах магнитной системы. Эти формулы, записанные для

характерных областей внутри и вне цилиндра, приведе-

ны в Приложении [30].
На рис. 2 представлены графики векторных полей

индукции Bcyl и поля цилиндра Hp в нормализованном

к модулю векторов виде. Затемненной областью обозна-

чено осевое сечение цилиндра. Графики построены для

цилиндра размером h = 50 cm, 2a = 10 cm.

На рис. 3 изображены графики изменения размаг-

ничивающего поля Hp и индукции Bz вдоль оси Z
для следующих параметров: h = 50 cm, 2a = 10 cm,

Mz = 5 · 103 A/m.

Поля и индукция в плоскости X−Y (рис. 1) рассчиты-

ваются следующим образом:

Hz(x, y) = Hr (r, z)q(x, z), Hy(x, y) = Hr (r, z)g(x, z),

Hz(x, y) = Hz(r, z),

Bz(x, y) = Br (r, z)q(x, z), By(x, y) = Br (r, z)g(x, z),

Bz(x, y) = Bz(r, z),

где

r (x, y) =
√

x2 + y2, q(x, y) =
x

√

x2 + y2
,

g(x, y) =
y

√

x2 + y2
.

2. Энергия цилиндра. Средний по
объему размагничивающий фактор
как коэффициент Нагаока

Энергия цилиндра определяется формулой

Ecyl(a, h) = 2π

h
∫

0

a
∫

0

MzBz(r, z)

2
rdr dz

= 2π

h
∫

0

a
∫

0

µ0M2
z[1− Nz z(r, z)]

2
rdr dz. (15)

Компонента индукции Br (r, z) перпендикулярна Mz и

не вносит вклада в энергию. С введением среднего по

объему размагничивающего фактора цилиндра

N̄z(a, h) =
2π

πa2h

h
∫

0

a
∫

0

Nz z(r, z)dr dz, (16)

Ecyl(a, h) может быть представлена в эквивалентном

виде

Ecyl(a, h) = 2π

h
∫

0

a
∫

0

µ0M2
z[1− N̄z(r, z)]

2
rdr dz

= E0(a, h) − Ep(a, h), (17)
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Рис. 2. a — векторное поле индукции B. Линии индукции непрерывны; b — векторное поле Hp. Поле Hp терпит разрыв на торцах

цилиндра. Размагничивающее поле Hp в объеме цилиндра направлено противоположно намагниченности Mz . Вне цилиндра линии

поля и индукции совпадают.
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Рис. 3. 1 — размагничивающее поле Hp; 2 — индукция Bz,

r = 0.1 cm, z = −25−75 cm.

где E0 — энергия участка длиной h бесконечного

длинного цилиндра, Ep — энергия размагничивающего

поля.

Равенство энергий Ecoil (2) и Ecyl(a, h) (17) устанавли-
вает связь коэффициента Нагаока kL (3) и коэффициента

k1L, определяемого (16):

k1L = 1− N̄z(a, h). (18)

Термин
”
индуктивность цилиндра“ не имеет

физического смысла. Однако, учитывая равенство

энергий цилиндра и катушки Ecyl(a, h) = Ecoil(a, h), из
энергии Ecyl(a, h) с учетом (4) можно вычислить из (2)
индуктивность эквивалентной катушки L = 2Ecyl/I 2. Для
параметров цилиндра и катушки: h = 50 cm, a = 5 cm,

0.001 0.01 0.1 1
0
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0.6

1.0

h, m

k L

0.8

0.4

0

0.2

0.6

1.0

0.8

0.4

k1
L

0.5

0
.9

2

Рис. 4. Сплошная линия kL — коэффициент Нагаока в

форме Лоренца. Символьная линия — k1L, определяемый

размагничивающим фактором цилиндра, h = 0−100 cm.

I = 5A, w = 500, j = 5 · 103 A/m, Mz = 5 · 103 A/m
получаем Ecyl(a, h) = 0.057 J, Ep(a, h) = 4.929 · 10−3 J,

E0(a, h) = 0.062 J, N̄z(a, h) = 0.08, kL = k1L = 0.92,

L = 4.64 · 10−3 H.

На рис. 4 приведены графики зависимости коэффици-

ентов kL и k1L от длин катушки и цилиндра в диапазоне

h = 0−100 cm.

3. Критерий
”
короткой катушки“ [31]

В настоящее время нет общепринятого определения

катушек по критерию отношения h/a. Диапазон опре-

делений варьируется от
”
длинных“ h> 2a до

”
весь-

Журнал технической физики, 2024, том 94, вып. 2



176 А.К. Андреев

0 0.20.1 0.5
0

5

15

20

h, m

10

0

0.2

0.6

1.0

0.8

0.4

0.5

E
, 
J/

m
3

N
z

0.3 0.4

1

3

2

Рис. 5. Изменение объемных плотностей энергий и среднего

по объему цилиндра размагничивающего фактора в диапазоне

изменения длины цилиндра, z = 0−50 cm, 1 — энергия ци-

линдра Ēcyl; 2 — энергия размагничивающего поля Ēp; 3 —

средний по объему цилиндра размагничивающий фактор N̄z,

N̄z = 0.5 при h = 4.5 cm.

ма коротких“ 2a ≪ h. Ниже предлагается определе-

ние
”
короткой катушки“, основанное на соотношениях

объемных плотностей энергий Ēsyl = Esyl/hπa2 [J/m3]
эквивалентного цилиндра (17).
На рис. 5 приведены графики зависимостей от h

объемных плотностей энергий Ēcyl(a, h), Ēp(a, h) и

размагничивающего фактора N̄z(a, h).
Из графиков следует, что энергия

”
длинного“ цилин-

дра (h ≫ 2a) Ēcyl(a, h) — кривая 1 — доминирует. Од-

нако при уменьшении h, начиная с некоторого значения

hkr , в данном случае h ≤ 4.5 cm, преобладает энергия

размагничивания Ēp(a, h) — кривая 2. Этот эффект

имеет место при N̄z ≤ 0.5 (n ≤ 4.5 cm) — кривая 3.

Значение hk зависит от отношения 2a/h, но вместе с

тем значение N̄z(a, h) = 0.5 не изменяется и его можно

предложить в качестве критерия
”
короткой катушки“.

Такой результат не следует из токовой модели.

4. Пондеромоторные силы
в осесимметричных системах

4.1. Поверхностные радиальные и аксиальные
силы. Силовая функция Тиля

Учитывая равенство внутренних энергий цилиндра и

катушки, далее, если это не оговорено особо, термины

”
цилиндр“ и

”
катушка“ будем считать эквивалентными.

Радиальная Fr и аксиальная Fz силы определяются из

производных энергии Ecyl(a, h) (17) по координатам r
и z

Fr (a, h) = − d
da

Ecyl(a, h), Fz(a, h) = − d
dh

Ecyl(a, h).

Для параметров h = 50 cm, 2a = 10 cm,

Mz = 5 · 103 A/m имеем Fr (a, h) = −2.178N,

Fz(a, h) = −0.123N, что совпадает с расчетами сил для

катушки (w = 500, I = 5 ·A).
Радиальные силы стремятся увеличить диаметр маг-

нитной системы, а аксиальные приводят к сжатию

системы с торцов. Для катушек возникновение таких

сил вытекает из закона Ампера [32]. Эти эффекты как

для катушки, так и для цилиндра следуют из закона

сохранения энергии. Плотность усредненной по объему

энергии системы Ē = E/hπa2, где E определена (17),
уменьшается с ростом 2a, что приводит к возникно-

вению сил, стремящихся увеличить диаметр цилиндра.

С увеличением же h Ē возрастает, что является при-

чиной возникновения сжимающих аксиальных торцевых

напряжений.

Математическое выражение для радиальной силы

Fr (a, h) равносильно уравнению для F , выраженное

через силовую функцию Тиля F(r, h), введенную в тео-

рии устойчивости цилиндрических магнитных доменов

(ЦМД) [33]:

F(r, h) =
2

π

(

2r
h

)2[
1

r (r, h)
Ec(r, h) − 1

]

,

Ec(r, h)

π/2
∫

0

√

1− k(r, h)2 sin2 θdθ, k(r, h) =

√

4r 2

4r 2 + h2

и Fr (r, h) = µ0/2πh2M2
zF(r, h), где r — радиус ЦМД,

h — толщина бесконечной пластины содержащей домен,

Mz — намагниченность изолированного ЦМД (без учета
намагниченности пластины). В [34] для быстрой оценки

Fr (r, h) предложено простое интерполяционное выраже-

ние Fr (r, h) = 4r /(2h + 3r ). В диапазоне (0 ≤ 2r /h ≤ 10)
формула справедлива с точностью в несколько процен-

тов.

4.2. Радиальные и аксиальные напряжения
в многослойных системах

Схема расчета пондеромоторных сил для систе-

мы трех коаксиальных цилиндров n = 3 приведена на

рис. 6 [35]. Далее в формулах для длин цилиндров

введено обозначение Ln, а начало координат перенесено

в центр магнитной системы путем замены z′ = z + Ln/2,

что обеспечивает симметрию графиков относительно

начала координат.

Далее в расчетных формулах введены следующие

обозначения: M — число слоев катушек (цилиндров),
n — порядковый номер слоя (n = 1 . . .M), wn — число

витков n-го слоя катушки, 2a1 — диаметр 1-го слоя,

2an — диаметр n-го слоя, 2aM — диаметр внешнего

слоя.

Для демонстрации модели в расчетах приняты равные

намагниченности и длины концентрических цилиндров

при числе слоев M = 3. Для задания расстояния

между слоями по r выбрана степенная функция:

Funck(aM, a1, n, k) = [(n− 1/M − 1)k](aM − a1),
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Рис. 6. Расчетная схема пондеромоторных сил для системы

трех цилиндров (катушек) n = 3. Mz(n) — намагниченность

n-го слоя цилиндра. z0 — сдвиг n-го цилиндра относительно

начала координат, j (n) — плотность поверхностного тока n-го
цилиндра (катушки).

где k — показатель степени; k = 1соответствует

равным расстояниям между слоями. Радиус n-го слоя

определяется как

an =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a1, if n = 1 ∨ M = 1,

no value if n > M,

a1 + Funck(aM, a1, n, k) everywhere.

Ниже приведены результаты расчетов для следующих

параметров системы:

an =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

10 cm, n = 1,

15 cm, n = 2, Ln = 20 cm, wn = 100,

Mz n = 21.5 · 103 A/m, I n = 5A/turn (n = 1, 2, 3),

20 cm, n = 3.

Энергия выделенного цилиндра в полях двух других

при z0 = 0 равна сумме взаимных энергий. Так, энергия

n-го концентрического цилиндра в полях i -го и j -го
записывается в виде

Eni j (Ln, an) = 2π

×
Ln/2
∫

−Ln/2

an
∫

0

Mz n[Bz i(M i , Li , ai ) + Bz j(M j , L j , a j )]

2
rdr dz

= Eni + En j, n, i , j = 1, 2, 3, (19)

где Eni + En j — взаимные энергии цилиндров.

Радиальные и аксиальные силы рассчитываются

из (19) по формулам

Frni j =
d

dan
[Eni(Li , ai ) + En j(L j , a j )], (20)

Fz ni j =
d

dLn
[Eni(Li , ai ) + En j(L j , a j )]. (21)

Суммарные нормированные к площадям поверхностей

радиальные 〈σrni j 〉 и аксиальные 〈σz ni j〉 механические

напряжения (N/m2) n-го цилиндра в полях i -го и j -го
определяются как

〈σrni j 〉 =
d

dan

[

Eni(Li , ai )+En j(L j , a j )

Ln2πan

]

= 〈σrni 〉+〈σrn j 〉,
(22)

〈σz ni j〉 =
d

dLn

[

Eni(Li , ai )+En j(L j , a j )

πa2
n

]

= 〈σz ni〉+〈σz n j〉.
(23)

Взаимные энергии цилиндров попарно равны. Равен-

ство взаимных энергий не означает равенства взаимных

поверхностных напряжений, что объясняется различной

площадью поверхностей цилиндров вследствие различия

их диаметров.

При (n = i = j ) получаем внутреннюю энергию n-го
цилиндра (15). Радиальная 〈σrn〉 и аксиальная 〈σz n〉 плот-
ности сил по цилиндрической и торцевой поверхностям

n-го цилиндра в собственном поле Bz n равны

〈σrn〉 =
d

dan
En(Ln, an)/Ln2πan,

〈σz n〉 =
d

dLn
En(Ln, an)/πa2

n. (24)

Для изолированного цилиндра при Ln → ∞ имеем

равенство 〈σz〉 = 〈σz〉 [31,32].
На рис. 7 показаны взаимные радиальные механи-

ческие напряжения по образующим трех цилиндров

попарно.

Длины стрелок изображены в масштабе. Результи-

рующие радиальные напряжения, действующие на от-

дельный цилиндр, получаются (с учетом знака) сумми-

рованием напряжений по приведенной схеме рисунка.

Так, 〈σr 132〉 = 〈σr 13〉 + 〈σr 12〉 = 4.06, что соответствует

расчетам по формуле (22).
Энергия системы коаксиальных цилиндров при сме-

щении n-го цилиндра на расстояние z0 в Z-направлении

ás ñr 1

ás ñr12 ás ñr21

ás ñr13

ás ñr 2

ás ñr23

ás ñr 3

ás ñr32

ás ñr31

a1 a2 a3

Z

r

Рис. 7. Поверхностные радиальные напряжения цилиндров.

〈σ, 1〉, 〈σ, 2〉, 〈σ, 3〉 — напряжения, действующие на

цилиндрические поверхности отдельных цилиндров в

собственных полях (N/m2). 〈σ, 1〉 = 2.275, 〈σ, 2〉 = 1.867,

〈σ, 3〉 = 1.588. Взаимные напряжения: 〈σr12〉 = 2.275,

〈σr21〉 = 1.43, 〈σr23〉 = 2.078, 〈σr32〉 = 1.767, 〈σr13〉 = 1.801,

〈σr31〉 = 0.818 [35].
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в полях i -го и j -го равна

Eni j (Ln, an, z0) = 2π

×
Ln/2
∫

−Ln/2

an
∫

0

Mz n[Bz i(z − z0)Bz j(z − z0)]
2

rdr dz

= Eni + En j . (25)

Продольные (аксиальные) силы Fz ni j(Z0) и механиче-

ские напряжения 〈σrni j 〉 при смещении n-го цилиндра в

Z-направлении (рис. 6) в полях i -го и j -го цилиндров

вычисляются по формулам

Fz ni j(z0) = dEni j (Ln, an, z0)/dan,

〈σz ni j〉 = Fz ni j(z0)/πa2
n. (26)

Аналогично определяются радиальные силы и напря-

жения

Frni j (z0) = dEni j (Ln, an, z0)/dLn,

〈σrni j 〉 = Fz ni j(z0)/Ln2πan. (27)

Для системы цилиндров результирующие сила и

напряжения получаются простым суммированием. Не

включенные в настоящую работу результаты расчета

напряжений приведены в [31,35].

5. Взаимная индуктивность
коаксиальных катушек [30]

Ниже приведена схема расчета взаимной индуктив-

ности в системе трех коаксиальных катушек (n = 3)
(рис. 1). Расчеты выполнены для входных параметров,

введенных в разд. 4.2.

Суть метода заключается в расчете взаимной энер-

гии между парами цилиндров. Вычисление энергии и

взаимной энергии цилиндров есть важнейший проме-

жуточный этап при расчете взаимной индуктивности

катушек. Энергия n-го цилиндра радиусом an в поле

i -го радиусом ai определяется (19). Собственные (n = i )
и взаимные индуктивности катушек вычисляются из

энергий и взаимных энергий цилиндров [36]:

Mni =
2Ecyl(n, i )

I nI i
. (28)

С учетом равенства взаимных энергий цилиндров

расчеты Mni достаточно производить только для одной

пары системы. Энергия n-го цилиндра и собственная

индуктивность n-ой катушки L вычисляются по форму-

лам (2), (19), (30), если положить в последних n = i .
Попарные взаимные индуктивности, индуктивности N
связанных контуров, определяемые из энергий, рассчи-

тываются по известным формулам [37].
Приведенный общий метод расчета энергий был при-

менен в [27,30,31] для расчета продольных пондеромо-

торных сил, взаимной индуктивности системы катушек
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Рис. 8. Силы Fz и взаимные индуктивности M . 1 —

Fz 213(n = 2), 2 — Fz 123(n = 1), 3 — M213(n = 2), 4 —

M123(n = 1).
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Рис. 9. Поверхностные радиальные 〈σr 〉 и аксиальные на-

пряжения 〈σz〉. 1 — σr 213(n = 2), 2 — σr 123(n = 1), 3 —

σz 213(n = 2), 4 — σz 123(n = 1). z = −0.5−0.5m.

и поверхностных механических напряжений. Все расчет-

ные значения соответствуют данным работы [11].

Результаты расчетов параметров магнитных систем

при n = 3 суммированы в таблице. Запись 〈σr ni j 〉 озна-

чает радиальные напряжения, действующие на n-й слой

цилиндра (катушки) в полях i -го и j -го слоев.

На рис. 8 построены графики аксиальных сил Fz,

действующих на n-й цилиндр в полях i -го и j -го при

его смещении в Z-направлении относительно начала ко-

ординат на расстояние z0 и соответствующих взаимных

индуктивностей M эквивалентных катушек (рис. 6).
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Параметры магнитной системы n = 3 (z0 = 0) [35]

Радиус Энергия Радиальные Аксиальные Взаимные Взаимные Индуктивность Взаимная

и номер цилиндра напряжения напряжения энергии радиальные катушек, индуктивность

цилиндра En, J цилиндра, цилиндра, цилиндров напряжения, Ln, 10
3 H катушек,

an, cm 〈σr 〉, N/m2 〈σz〉, N/m2 Eni , J 〈σrni j 〉, N/m2 Mni , 10
3 H

a1 = 10 0.017 −2.276 −3.406 E12 = 0.013 〈σ, 312〉 = −2.585 L1 = 1.359 M12 = 1.058

a2 = 15 0.033 −1.867 −3.013 E13 = 0.011 〈σ, 213〉 = −3.509 L2 = 2.643 M13 = 0.86

a3 = 20 0.052 −1.588 −2.714 E23 = 0.026 〈σ, 123〉 = −4.06 L3 = 4.149 M23 = 2.075

Рис. 9 иллюстрирует изменение поверхностных ради-

альных 〈σrni j 〉 и аксиальных механических 〈σz ni j〉 напря-
жений при смещении n-го цилиндра в Z-направлении
(рис. 6) в полях i -го и j -го цилиндров.

6. Индуктивность катушки
прямоугольного сечения

Индуктивность вычисляется из энергии прямого поло-

го аксиально намагниченного цилиндра (тора) толщиной

обмотки t . Энергия равна разности энергий цилиндров

с радиусами a + t/2 и a − t/2, определяемых (17).
Цилиндры имеют противоположные направления намаг-

ниченности Mz . Согласно (18), эта энергия есть энергия

эквивалентной катушки:

Et(a, t, L) = 2π

L/2
∫

−L/2

a+t/2
∫

a−t/2

MzBz(a, t, L)

2
rdr dz. (29)

Для катушки с радиусом по среднему витку

a = 5 cm, длиной L = 20 cm, w = 500 толщиной обмотки

t = 2 cm и током в витке I = 5A (Mz = 1.25 · 104 A/m)
энергия Et(a, t, L) = 0.108 J. Индуктивность катушки

Lt = 2Et/I 2 = 8.621 · 10−3 H. Индуктивность катушки по

среднему витку Lmid = 10.095 · 10−3 H. (Поправка на

толщину обмотки 1L = 1.472 · 10−3 H) Результаты со-

гласуются с данным, приведенными в примере 6−7 [11].

Заключение

В работе показаны преимущества представленного

метода расчета многокомпонентных аксиальных осесим-

метричных систем в плане простоты и универсальности.

В части расчетов пондеромоторных сил метод применим

как к токовым осесимметричным катушкам, так и к

магнитным цилиндрам. Приведенные численные резуль-

таты соответствуют значениям параметров, приведен-

ных в [11], откуда заимствованы входные параметры

ряда тестовых расчетов. Установлено соответствие с

моделями других авторов. Возможны расчеты систем

с параллельными и несовпадающими осями. Эти рас-

четы концептуально не вносят новизны и в работе

не приводятся. В любом случае вычисляется энергия

выделенного цилиндра или его части (тор) в полях

других элементов системы. В модели не накладываются

какие-либо ограничения на взаимное расположение эле-

ментов рассчитываемой системы, на их геометрические

и магнитные параметры.

Радиальные и аксиальные силы (напряжения), дей-

ствующие на поверхность цилиндра (катушки), рассчи-
тываются из энергии, запасенной в магнитном поле

цилиндра, минуя стадию расчета индуктивности. Незави-

симость размагничивающих коэффициентов от внешних

полей позволяет использовать
”
энергетический подход“

для расчета сложных систем, составленных из отдель-

ных элементов, например из цилиндров, катушек и/или

прямоугольных призм.

Конфликт интересов

Автор заявляет, что у него нет конфликта интересов.

Приложение

Размагничивающие факторы и 3D-поля
цилиндра, выраженные через
эллиптические интегралы [30]

Размагничивающие коэффициенты (9), (10) могут

быть записаны через эллиптические интегралы

Nz(r, z) = 4π

[

1− zk1Kc(k1)

4π
√

ar
− 30(α1, β1)

4

− (L − z)k2Kc(k2)

4π
√

ar
− 30(α2, β2)

4
, (П1)

Nrz(r, z) = 4π

(

1

π

)
√

a
r

{(

1

k1

)[(

1− k2
1

2

)

Kc(k1)

− Ec(k1)

]

−
(

1

k2

)[(

1− k2
2

2

)

Kc(k2) − Ec(k2)

]}

,

(П2)
где 30(α, β) — лямбда-функция Хеймана — пол-

ный эллиптический интеграл третьего рода; 30(α, β)
выражается через полные Kc(k), Ec(k), и неполные

F(β, k), E(β, k) эллиптические интегралы 1-го и 2-го
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рода [37]

30(α1, β1) =
( 2

π

)[

Ec(k1)F
(

β1,

√

1− k2
1

)

+ Kc(k1)E
(

β1,

√

1− k2
1

)

− Kc(k1)F
(

β1,

√

1− k2
1

)

]

,

30(α2, β2) =
( 2

π

)[

Ec(k2)F
(

β2,

√

1− k2
2

)

+ Kc(k2)E
(

β2,

√

1− k2
2

)

− Kc(k2)F
(

β2,

√

1− k2
2

)

]

,

интегралы

Kc(k) =

π/2
∫

0

(1− k2 sin2 θ)1/2dθ

и

Ec(k) =

π/2
∫

0

√

1− k2 sin2 θdθ.

Модули Kc(k), Ec(k) равны

k2
1 = 4ar [z2+(a + r )2]−1, k2

2 = 4ar [(h−z)2+(a + r )2]−1.

Неполные интегралы F(β, k), E(β, k) с дополнитель-

ными модулями mи амплитудами β записываются в виде

F(β,m) =

β
∫

0

1
√

1− m2 sin2 θ
dθ,

E(β,m) =

β
∫

0

√

1− m2 sin2 θdθ, m1 =
√

1− k2
1,

m2 =
√

1− k2
2, α1 = arcsin k1, α2 = arcsin k2,

β1 = arcsin
z

√

z2 + (a − r )2
,

β2 = arcsin
h− z

√

(h− z)2 + (a − r )2
,

где α1, α2, β1, β2 — главные значения arcsin.

Формулы (П1), (П2) определяют размагничивающие

факторы Nz z и Nrz в объеме цилиндра. При расче-

тах полей вне цилиндрической области необходимо

переопределение расчетных формул. Ниже приведены

соотношения для коэффициентов Nz z и Nrz , позволя-

ющие вычислять поля и индукцию цилиндра во всем

пространстве. Формулы записаны раздельно для харак-

терных областей внутри и вне цилиндра, определяемых

диапазонами изменения z и r [30]:

Nzz(r, z) =
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

if (0 ≤ z ≤ h) ∧ (|r | ≤ a)
[

1− zk1Kc(k1)

4π
√

ar
−30(α1, β1)

4
− (h−z)k2Kc(k2)

4π
√

ar
−30(α2, β2)

4

]

0 if (0 ≤ z ≤ h) ∧ (r = 0)

− zk1Kc(k1)

4π
√

ar
+
30(α1, β1)

4
− (h−z)k2Kc(k2)

4π
√

ar
−30(α2, β2)

4

if (z < 0) ∧ (0 < |r |) < a

− zk1Kc(k1)

4π
√

ar
−30(α1, β1)

4
− (h−z)k2Kc(k2)

4π
√

ar
+
30(α2, β2)

4

if (z > h) ∧ (0 < |r |) < a

− zk1Kc(k1)

4π
√

ar
+
30(α1, β1)

4
− (h−z)k2Kc(k2)

4π
√

ar
+
30(α2, β2)

4

if (0 < z < h) ∧ (|r | > a)

− zk1Kc(k1)

4π
√

ar
−30(α1, β1)

4
− (h−z)k2Kc(k2)

4π
√

ar
+
30(α2, β2)

4

if (z < 0) ∧ (|r | ≥ a)

− z1k1Kc(k1)

4π
√

ar
+
30(α1, β1)

4
− (h−z)k2Kc(k2)

4π
√

ar
−30(α2, β2)

4

if (z > h) ∧ (|r | ≥ a)

− 1

2

[ h− z
√

(h− z)2+a2
+

z√
z2+a2

− h− z
|h− z| −

z
|z|

]

if r = 0

0 everywhere,

(П3)

Nrz(r, z) =
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

( 1

π

)(

√

a
r

)

{

( 1

k1

)

[

(

1− k2
1

2

)

Kc(k1) − Ec(k1)

]

−
( 1

k2

)

[

(

1− k2
2

2

)

Kc(k2) − Ec(k2)
]

}

if r > 0

−
( 1

π

)(

√

a
r

)

{

( 1

k1

)

[

(

1− k2
1

2

)

Kc(k1) − Ec(k1)

]

−
( 1

k2

)

[

(

1− k2
2

2

)

Kc(k2) − Ec(k2)

]}

if r < 0

0 everywhere.

(П4)

Последняя формула (строка) в (П3) записана для

размагничивающего фактора на оси.

Конфликт интересов

Автор заявляет, что у него нет конфликта интересов.
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