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Исследование нелинейной упругости твердых тел важно как для физики твердого тела, так и для других

разделов науки. В настоящей работе свободная энергия Гиббса изотропного твердого тела при давлении

P и температуре T разлагается по инвариантам тензора конечных деформаций Лагранжа, включая вклад

четвертого порядка по компонентам деформации. На этой основе дано определение упругих модулей

четвертого порядка поликристалла (коэффициентов Ламе четвертого порядка) при произвольном давлении

(соответствующие коэффициенты второго и третьего порядка хорошо известны). Используя линейные инва-

рианты тензора упругих постоянных четвертого порядка, мы получили соотношения, которые определяют

коэффициенты Ламе четвертого порядка через упругие постоянные того же порядка монокристаллических

зерен с гексагональной симметрией, образующих поликристалл. Значения коэффициентов Ламе второго,

третьего и четвертого порядка найдены для магния и эрбия, у которых известны все упругие постоянные

соответствующих порядков монокристаллов.
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1. Введение

Упругие постоянные высшего порядка играют важную

роль в физике твердого тела. С атомной точки зрения, на

языке динамики решетки, упругие постоянные высшего

порядка представляют ангармонические эффекты. Они

могут быть использованы для расчета производных ча-

стот фононов по деформации (параметров Грюнайзена)
и сечений рассеяния этих фононов. Прежде всего это

касается упругих постоянных третьего и четвертого

порядка (TOEC и FOEC соответственно).

С другой стороны, TOEC и FOEC определяют нели-

нейный отклик твердого тела на конечную деформацию,

зависимость скорости звука от приложенной нагруз-

ки [1,2], искажение формы ультразвуковой волны конеч-

ной амплитуды при распространении ее в твердом теле

и амплитуды второй и третьей гармоник [3–6], позволя-

ют также оценить идеальную прочность и пластичность

металлов [7]. Они важны для понимания закономерно-

стей распространения волн в материалах, находящихся

под очень высоким давлением, когда давление стано-

вится сравнимым с упругими постоянными. Примером

служат термоупругие свойства недр Земли [8,9].

Поликристаллические материалы важны с практиче-

ской точки зрения. Наиболее удобным способом описа-

ния упругих свойств этих материалов является исполь-

зование модели изотропных сред. Упругие модули поли-

кристалла (коэффициенты Ламе) можно получить путем

усреднения упругих постоянных различного порядка мо-

нокристалла по всем ориентациям монокристаллических

зерен [10–13]. Соотношения между коэффициентами

Ламе второго порядка (SOLC), коэффициентами Ламе

третьего порядка (TOLC) и упругими постоянными

монокристалла при нормальном давлении приведены

в работах [11–15]. Обобщение этих соотношений для по-

ликристалла при произвольном гидростатическом давле-

нии P дано в [16]. Соотношения между коэффициентами

Ламе четвертого порядка (FOLC) и FOEC монокристал-

ла с кубической решеткой при произвольном давлении

получены в [17].
Эти соотношения позволяют моделировать нелиней-

ные упругие свойства поликристаллов ab initio, по-

скольку теория функционала плотности (DFT) позво-

ляет рассчитать упругие постоянные высшего поряд-

ка монокристалла при произвольном давлении [18–20].
Используя соотношения между коэффициентами Ламе

и упругими постоянными высшего порядка, мы можем

определить нелинейные модули упругости поликристал-

ла при данном P , которые важны для понимания струк-

турного поведения и физических свойств материалов

под нагрузкой.

В настоящей работе мы рассматриваем случай, когда

монокристаллические зерна, образующие поликристалл,

имеют гексагональную структуру, поскольку эта струк-

тура, вместе с кубической, характерна для металлов.

Приведены соотношения между FOLC и FOEC гекса-

гонального кристалла, которые важны для технических
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приложений. В качестве примера рассчитаны коэффи-

циенты Ламе второго, третьего и четвертого порядка

поликристаллических магния и эрбия.

2. Основные определения
и соотношения

Рассмотрим предварительно нагруженный монокри-

сталл. В качестве исходного состояния выбираем со-

стояние равновесия при температуре T и давлении P .
При заданных P и T состояние системы описывается

свободной энергией Гиббса G. Пусть монокристалл под-

вергается малой, но конечной деформации, описываемой

тензором Лагранжа с компонентами ηi j . Изотермические

эффективные упругие постоянные второго и более вы-

сокого порядка предварительно нагруженного кристалла

определяются соотношением [18]:

C i jkl... =
1

V0

(

∂nG
∂ηi j∂ηkl...

)

T

, n ≥ 2, (1)

где V0 — объем в исходном состоянии. Упругие постоян-

ные (1) непосредственно входят в соотношения, связыва-

ющие тензор напряжений Коши (истинные напряжения)
с компонентами ηi j [21]. При P = 0 соотношение (1)
совпадает со стандартным определением упругих посто-

янных n-го порядка ненагруженного кристалла [22].
Величина G для деформированного изотропного тела

при заданных P и T инвариантна относительно вра-

щений и смещений тела как целого, и не зависит от

выбора системы координат. Следовательно, свободная

энергия Гиббса должна быть функцией инвариантов

тензора деформации. Тензор деформации имеет три

главных инварианта первой, второй и третьей степени

по компонентам ηi j [1]:

I1 = tr(η) = η11 + η22 + η33, (2a)

I2 =
1

2

[

(trη)2 − trη2
]

= (η11η22 − η212) + (η11η33 − η213)

+ (η22η33 − η223),
(2b)

I3 = det η

= η11η22η33 + 2η23η13η12 − η11η
2
23 − η22η

2
13 − η33η

2
12.

(2c)
Вместе с главными инвариантами можно использовать

их комбинации:

Ī1 = I1, Ī2 = trη2 = I21 − 2I2,

Ī3 = trη3 = 3I3 + I31 − 3I1I2. (3)

Разложим G вблизи состояния равновесия по инва-

риантам тензора деформации, включая вклады четвер-

того порядка по компонентам ηi j . Коэффициенты этого

разложения представляют собой коэффициенты Ламе

соответствующего порядка. Свободная энергия Гиббса

имеет минимум в равновесном состоянии, поэтому

∂G/∂I1|0 = 0, и разложение начинается с квадратичного

вклада по деформации. Из главных инвариантов (2)
можно создать два квадратичных скаляра (I21, I2), три

кубических (I31, I1I2, I3) и четыре — четвертого порядка

(I41, I21I2, I1I3, I22). То же самое возможно и для инвари-

антов Ī1, Ī2, Ī3.
Разложение энергии деформированного изотропного

твердого тела с учетом вкладов третьего порядка рас-

сматривалось в ряде работ [1,4,10,23–25]. Использова-

лись различные определения TOLC, что связано с раз-

ложением по инвариантам (2) или (3). Приведем три

наиболее известных определения: Мурнагана (l, m, n —

разложение по инвариантам (2)); Тоупина и Бернштейна

(ν1, ν2 и ν3 — разложение по инвариантам (3)); Ландау
и Лифшица (A, B и C — разложение по инвариан-

там (3)). Определение TOLC Тоупина и Бернштейна

более удобное (νi совпадают с независимыми упругими

постоянными изотропного твердого тела), поэтому мы

дадим соотношения, связывающие их с другими опреде-

лениям TOLC [24,25]:

ν1 = 2(l − m) + n = 2C

ν2 = m − 1/2 n = B

ν3 = n/4 = A/4



















. (4)

Выражение для свободной энергии Гиббса при задан-

ных P и T на единицу объема V0 в исходном состоянии

с учетом вклада четвертого порядка по ηi j представим

в виде

1G
V0

=
λ + 2µ

2
I21 − 2µI2 +

ν1 + 6ν2 + 8ν3

6
I31

− 2(ν2 + 2ν3)I1I2 + 4ν3I3 +
1

24
ξ1I41

−

(

ξ1−ξ2

8
+
ξ4

3

)

I21I2+

(

ξ1−ξ2

8
+

ξ4

3
−ξ3

)

I1I3+
2

3
ξ4I22,

(5)
где 1G = G(P, T, η) − G(P, T, 0), λ и µ — SOLC, νi —

TOLC, ξi — FOLC.

При таком определении коэффициентов Ламе они сов-

падают с упругими постоянными изотропного твердого

тела. Для второго и третьего порядка [11,24]

λ = C∗

12, µ = C∗

44, ν1 = C∗

123, ν2 = C∗

144, ν3 = C∗

456. (6)

Для четвертого порядка [17]

ξ1 = C∗

1111, ξ2 = C∗

1122, ξ3 = C∗

1144, ξ4 = C∗

4444. (7)

Здесь упругие постоянные изотропного твердого тела

даны в обозначениях Фогта (11 — 1, 22 — 2, 33 — 3,

23 — 4, 13 — 5, 12 — 6).
Разложение энергии упругой деформации, включая

вклад четвертого порядка (η4), приведено в рабо-

тах [6,26,27], где рассматривалось распространение зву-

ка в нелинейных изотропных твердых телах, и в ра-

ботах [28,29] для оценки модулей сдвига четвертого
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порядка в металлических стеклах. При этом исполь-

зовались инварианты, определяемые уравнениями (3).

В первом случае FOLC обозначались как E, F, G, H , во

втором — как γ1, γ2, γ3, γ4. Приведем соотношения,

связывающие эти FOLC с параметрами ξ1, ξ2, ξ3, ξ4,

которые используются в настоящей работе

H =
1

24
γ1 =

1

6

(ξ2

4
− ξ3 +

ξ4

3

)

F =
1

2
γ2 =

1

2

(

ξ3 −
2

3
ξ4

)

E =
4

3
γ3 =

1

3

( ξ1 − ξ2

8
− ξ3 +

ξ4

3

)

G =
1

2
γ4 =

1

6
ξ4























































. (8)

Видно, что определенные в этих работах коэффициенты

Ламе выражаются через комбинации упругих постоян-

ных изотропного тела, что не удобно для практического

применения.

Поликристалл можно рассматривать как изотропный

агрегат монокристаллических зерен. Зерна произволь-

но ориентированы, их размеры бесконечно малы по

сравнению с размерами образца, но достаточно велики,

чтобы обладать объемно-упругими свойствами. Метод

усреднения Фогта [12,13] используется для расчета упру-

гих констант изотропного материала (коэффициентов

Ламе). Следуя Фогту, мы считаем, что все монокри-

сталлические зерна в поликристалле находятся в одном

и том же деформированном состоянии, поэтому упругие

константы такого материала равны тензору упругих

постоянных, усредненному по всем направлениям

CV
i jkl... = (C i jkl...)Av . (9)

Обычно эту процедуру называют
”
гомогенизацией“.

3. Методика и детали расчета

Для расчета
”
гомогенезированных“ значений (9) удоб-

но использовать метод линейных инвариантов тензора

упругих постоянных, использованный в [12,14,30,31] при

вычислении средних по Фогту для TOEC. Для случайной

ориентации зерен соотношения между ξi и FOEC можно

получить из условия равенства линейных инвариантов

двух тензоров, представляющих монокристалл и поли-

кристалл.

В Приложении дан вывод линейных инвариантов

FOEC для гексагонального кристалла. Выражения для

линейных инвариантов изотропного тела приведены

в [17] (формулы (19))

Lis
1 = 3(3ξ1 + 24ξ2 − 24ξ3 − 16ξ4)

Lis
2 = 6ξ1 + 3ξ2 + 12ξ3 + 28ξ4

Lis
3 = (33ξ1 − 21ξ2 − 24ξ3 + 64ξ4)/4

Lis
4 = 3(57ξ1 − 9ξ2 + 24ξ3 − 104ξ4)/16



































. (10)

Приравняв соответствующие инварианты (10)
и (А3a)−(А3d) из Приложения, из полученной

системы уравнений найдем соотношения, определяющие

коэффициенты Ламе четвертого порядка через FOEC

гексагонального кристалла

ξ1 =
1

315

(

64C1111 + 64C2222 + 35C3333 + 128C4444

+ 32C1113 + 48C1133 + 192C1155 + 40C1333

+ 384C1355 + 32C2223 + 192C2244 + 240C3344

)

,

(11a)

ξ2 =
1

105

(

C1111 + C2222 + C3333 +
64

3
C4444 −

8

3
C6666

+ 22C1122 + 16C1113 + 24C1123 + 40C1133 + 48C1144

+ 8C1333 + 16C1344 − 48C1355 − 8C2223 − 16C2244

− 8C3366 + 32C4466

)

, (11b)

ξ3 =
1

315

(

0.5C1111 + 0.5C2222 + C3333 + 32C4444

+ 16C6666 + 15C1122 − 14C1113 − 39C1123 + 9C1133

+ 2C1333 + 132C1144 + 72C1155 − 72C1355 + 72C1344

+ 25C2223 − 84C2244 + 6C3344 + 69C3366 − 24C4466

)

,

(11c)

ξ4 =
1

105

(7

8
C1111 +

7

8
C2222 + C3333 + 24C4444 + 23C6666

− 0.75C1122 + 6C1133 − 2C1113 + 6C1144 − 24C1155

+ 3C1123 − 4C1333 − 12C1344 − 12C1355 − 5C2223

+ 30C2244 + 12C3344 + 6C3366 + 60C4466

)

. (11d)

4. Результаты расчета
и их обсуждение

Выбор материалов с гексагональной структурой, для

которых известен полный набор FOEC, очень огра-

ничен. Мы анализируем гомогенизированные модули

второго, третьего и четвертого порядка (коэффициенты
Ламе) магния и эрбия со случайной ориентацией зе-

рен, имеющих гексагональную структуру, для которых

Физика твердого тела, 2024, том 66, вып. 4
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Таблица 1. Результаты расчетов коэффициентов Ламе

Metal λ µ ν1 ν2 ν3 ξ1 ξ2 ξ3 ξ4

Mg 23.7 17.4 −35.2 −20.2 −61 7665 861 311 659

Er 25.8 28.3 368 −253 102 6480 742 271 556

Пр име ч а н и е . Все значения даны в GPa (P = 0, T = 300K).

Таблица 2. Значения C∗

11,C∗

111 и C∗

1111 (GPa)

Metal C∗

11 = λ + 2µ C∗

111 = ν1 + 6ν2 + 8ν3 C∗

1111 = ξ1

Mg 58.5 −644 7665

Er 82.4 −334 6480

известны необходимые упругие постоянные. Данные

по упругим постоянным второго–четвертого порядка

Mg и Er приведены в [34]. Значения SOEC и TOEC

определены экспериментально (нормальное давление,

комнатная температура). Полный набор FOEC полу-

чен из анализа данных по упругим постоянным вто-

рого и третьего порядка. Значения упругих постоян-

ных C2222,C2244,C3366,C4466,C6666, которые отсутствуют

в [34], найдены из соотношений между FOEC гексаго-

нального кристалла (см. [33]). Соотношения для расчета

коэффициентов Ламе второго и третьего порядка приве-

дены в [16] (формулы (24)−(28)), четвертого порядка —

формулы (11a)−(11d).
Результаты наших расчетов с использованием данных

по упругим постоянным Mg и Er приведены в табл. 1.

Коэффициенты Ламе третьего порядка имеют в ос-

новном отрицательные значения, четвертого порядка —

положительные.

Для анализа изменений упругих постоянных второго–
четвертого порядка изотропного твердого тела в табл. 2

приведены значения C∗

11,C∗

111 и C∗

1111.

Видно, что при переходе от второго к четвертому

порядку упругие постоянные увеличиваются по модулю

примерно на порядок при каждом переходе.

5. Заключение

Дано определение модулей упругости четвертого по-

рядка поликристаллов (коэффициентов Ламе четвертого

порядка) при произвольных давлении и температуре

путем разложения свободной энергии Гиббса по инва-

риантам тензора конечных деформаций Лагранжа. Рас-

смотрен случай поликристалла с произвольно ориенти-

рованными зернами гексагональной симметрии. Полу-

чены соотношения, определяющие коэффициенты Ламе

четвертого порядка такого поликристалла через упругие

постоянные четвертого порядка монокристаллических

зерен. Коэффициенты Ламе второго, третьего и чет-

вертого порядка поликристаллических магния и эрбия

рассчитаны с использованием имеющихся данных по

упругим постоянным монокристаллов этих материалов.
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Приложение

Линейные инварианты тензора FOEC гексагонального

кристалла.

При переходе от одного ортонормированного базиса

к другому компоненты тензора восьмого ранга преобра-

зуются по закону [32]:

C′

i jklmnop = a iqa jraks a ltamuanvaowa pxCqrstuvwx , (A1)

где a iq,... — направляющие косинусы между коорди-

натными осями. Тензор FOEC имеет четыре линейных

инварианта, которые не изменяются при любом ортого-

нальном преобразовании векторного базиса. Чтобы по-

лучить эти инварианты, матрицы вращения в уравнении

(A1) следует взять парами и изменить их индексы таким

образом, чтобы произведение каждой из этих пар стало

δ-функцией Кронекера (δi j = 1, если i = j , и 0, если

i 6= j) [32].
Например, если выбрать i = j , k = l, m = n и o = p

получим, что

L1 = C′

iikkmmpp

= (a iqa ir)(aks akt)(amuamv)(a pwa px )Cqrstuvwx

= δqrδstδuvδwxCqrstuvwx . (A2a)

Взяв i = m, j = n, k = o и l = p получаем второй инва-

риант:

L2 = C′

i jkli jkl = δquδrvδswδtxCqrstuvwx . (A2b)

Затем, положив i = k, j = m, l = o, n = p находим

L3 = C′

i jil jnln = δqsδruδtwδvxCqrstuvwx , (A2c)

и при i = l, j = n, k = m, o = p

L4 = C′

i jkik joo = δqtδrvδsuδwxCqrstuvwx . (A2d)

Как обычно, по повторяющимся индексам идет сумми-

рование от 1 до 3.

Для случая гексагональной симметрии (Лауэ груп-

па HI : точечные группы 6̄2m, 6mm, 622, 6
m

2
m

2
m ,

19 независимых FOEC [33]) выражения для линейных

инвариантов (уравнения (A2))имеют вид

LH
1 = 2(C1111 + C2222) + C3333 + 12C1122 + 16C1113

+ 24C1133+24C1123+8C1333−8C2223−24C3366−16C6666,

(A3a)
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LH
2 = 1.5(C1111 + C2222) + C3333 +

32

3
C4444 +

20

3
C6666

+ C1122 + 4C1133 + 8C1144 + 8C2244

+ 4C3366 + 8C3344 + 16C4466, (A3b)

LH
3 =

7

4
(C1111 + C2222) + C3333 +

16

3
C4444 +

10

3
C6666

− 1.5C1122 − 4C1144 + 12C2244 − 4C1344

+ 12C1355 + 8C3344 + 8C4466, (A3c)

LH
4 = 2(C1111 + C2222) + C3333 − 4C6666 + C1113

− 1.5C1123 + 2C1333 + 12C1155 + 3C1344

+ 15C1355 + 2.5C2223 + 6C3344 − 12C4466. (A3d)

Здесь Cαβγδ — изотермические упругие постоянные

четвертого порядка при заданных P и T в обозначениях

Фогта.
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