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Введение

В настоящей работе рассматриваются вопросы, пред-

ставляющие интерес для астрономии и лазерной ло-

кации удаленных объектов. Для астрономии актуальна

задача о наблюдении космических объектов, находящих-

ся как на очень большом (звезды), так и на конечном

расстоянии от телескопа. Задача о лазерной локации

космического объекта, движущегося по околоземной

орбите, вызывает особый интерес в связи с проблемами

космической лазерной связи [1], а также с загрязнени-

ем околоземного пространства космическим мусором,

значительная часть которого не каталогизирована [2].
В обоих случаях на качество изображения космического

объекта существенное влияние оказывает турбулент-

ность атмосферы.

В современных наземных астрономических обсервато-

риях для компенсации негативного влияния атмосфер-

ной турбулентности используются адаптивные оптиче-

ские системы (АОС) [3–6]. Суть работы АОС состоит

в измерении оптических искажений на пути следования

света в атмосфере до телескопа и внесении требуемых

фазовых искажений, компенсирующих влияние турбу-

лентности, с помощью адаптивного зеркала. Для этой

цели может быть использовано как излучение от самого

наблюдаемого объекта, так и излучение от
”
зажигае-

мого“ в его направлении искусственного источника —

лазерной опорной звезды (ЛОЗ) [7]. Последний случай

актуален, если объект имеет малый блеск или рядом

отсутствует достаточно яркий естественный астрономи-

ческий источник. При этом интересующий объект и ЛОЗ

должны находиться в пределах изопланарной области,

т. е. угловое расстояние между ними должно быть до-

статочно малым, чтобы свет от объекта и ЛОЗ про-

ходил через одни и те же оптические неоднородности.

В реальных АОС эффективность применения рэлеевской

ЛОЗ ограничена высотой 10−20 km над поверхностью

Земли из-за убывания эффективности рэлеевского рас-

сеяния с увеличением высоты. Формирование ЛОЗ в

натриевом слое на высоте 90−100 km является более

предпочтительным, так как в этом случае компенсируют-

ся оптические неоднородности всего значимого столба

атмосферы.

Применение техники ЛОЗ сопряжено с проблемой

определения глобального наклона волнового фронта [8].
Лазерный пучок, создающий ЛОЗ, и излучение от ЛОЗ,

перехваченное телескопом, проходят через один и

тот же атмосферный оптический
”
клин“, что делает

невозможным определение величины наклона волнового

фронта опорного излучения. Изучаются различные под-

ходы к решению этой проблемы [9–12], в которых зна-

чительную роль играет расчетное моделирование [13,14].
Сопоставление результатов аналитических оценок и чис-

ленного моделирования распространения излучения че-
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рез турбулентную атмосферу позволяет верифицировать

численную модель и глубже понять влияние различных

эффектов на качество изображения астрономического

объекта, сформированного с помощью адаптивной оп-

тики.

В настоящее время при создании систем лазерной

космической связи [1] одной из ключевых является

проблема точного позиционирования передаваемого сиг-

нала на удаленном приемнике [15–17]. Весьма полез-

ными здесь оказываются экспериментальные данные о

взаимной корреляции наклонов волнового фронта от

двойных звезд [18,19]. Например, в работе [19] такие

данные приведены для трех пар звезд при различном

угловом расстоянии между ними, а также для одной

двойной звезды при различных значениях угла места.

Естественно, экспериментальные данные получены при

определенных условиях оптической погоды. Численные

оценки предоставляют бо́льшую гибкость в варьирова-

нии как параметров исходящего лазерного излучения,

так и турбулентной трассы, по которой оно распро-

страняется [20,21]. Однако при проведении расчетных

оценок важно учитывать конечность внешнего масштаба

турбулентности как параметра, определяющего крупно-

масштабные оптические аберрации.

Целью настоящей работы является расчетное иссле-

дование возможности формирования дифракционного

изображения естественной звезды и точности определе-

ния ее угловой координаты с помощью адаптивной оп-

тики и совместного использования опорного излучения

двух видов — от ЛОЗ, зажигаемой в ее направлении,

и второй звезды, находящейся на угловом расстоянии,

существенно превышающем классический угол изопла-

натизма. Результаты, полученные в трехмерных расче-

тах при различном внешнем масштабе турбулентности,

сравниваются с имеющимися в литературе аналитиче-

скими оценками.

1. Постановка задачи

Схема задачи представлена на рис. 1. Две есте-

ственные звезды наблюдаются через телескоп, распо-

ложенный на Земле. Угловое расстояние между ними

α = 10 arcsec = 48.5µrad — по 5 arcsec влево и вправо

(по оси x) от вертикального направления z . Для наблю-

дателя на Земле звезды являются практически точечны-

ми источниками света. В связи с тем, что они удалены

на огромное расстояние, кривизна волнового фронта их

излучения, дошедшего до Земли, является пренебрежи-

мо малой величиной. Считаем, что на верхней границе

атмосферы излучение от каждой звезды имеет плос-

кий волновой фронт, который при прохождении через

атмосферу приобретает фазовые искажения. Излучение

от звезд после телескопа с круглой входной апертурой

либо непосредственно, либо после прохода через АОС

фокусируется линзой для построения изображения звезд.

Space

10"

30 km

Turbulent
atmosphere

3 m

Entrance pupil

Star 1 Star 2

Рис. 1. Схема задачи по исследованию углового анизоплана-

тизма.

Для расчетов используется высотная модель струк-

турной характеристики показателя преломления воздуха

C2
n(h) [22]. В приземном слое C2

n = 2 · 10−15 cm−2/3, что

отвечает ночным наблюдениям на равнинной местно-

сти. Известно, что основными пространственными па-

раметрами, характеризующими влияние турбулентности

атмосферы на световое излучение, являются параметр

Фрида r0, угол изопланатизма θ0 и изокинетический

угол θT . Параметр θ0 характеризует область изопла-

натизма с учетом всех оптических аберраций, а пара-

метр θT — с учетом только наклонов волнового фронта

по осям x и y .
В случае колмогоровского спектра флуктуаций по-

казателя преломления воздуха параметры r0, θ0 и θT

определяются как [4]:

r0 =

(

0.423k2(sec ζ )

hmax
∫

h0

C2
n(ξ)dξ

)−3/5

, (1)

θ0 =

(

2.914k2(sec ζ )8/3
hmax
∫

h0

C2
n(ξ)ξ

5/3dξ

)−3/5

, (2)

θT =

(

0.668k2D−1/3(sec ζ )3
hmax
∫

h0

C2
n(ξ)ξ

2dξ

)−1/2

, (3)

где λ и k = 2π/λ — длина волны и волновое число

излучения, ζ — зенитный угол, D — диаметр приемной

апертуры телескопа, h0 — высота приемной апертуры

телескопа над поверхностью Земли, hmax — высота
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верхней границы атмосферы. Для заданных в расче-

тах параметров λ = 0.55µm, ζ = 0◦, D = 1m, h0 = 3m,

hmax = 30 km получаем, что r0 = 5.9 cm, θ0 = 0.6 arcsec,

θT = 2.13 arcsec. Важно отметить, что θT < α и θ0 ≪ α.

Аналитические выражения для r0, θ0, θT (1)−(3) явля-

ются предельными (оценкой снизу), так как в колмо-

горовской модели турбулентности внутренний масштаб

искажений l0 = 0, а внешний масштаб L0 = ∞. В реаль-

ности параметры l0, L0 принимают конечные значения.

2. Расчетная модель

Расчет распространения излучения в турбулентной

атмосфере проводился в рамках интегрирования парабо-

лического уравнения для комплексной амплитуды поля

излучения [23]:

2ik
∂E
∂z

+
∂2E
∂x2

+
∂2E
∂y2

+ k2εE = 0, (4)

где E(x , y, z ) — комплексная амплитуда напряженности

электрического поля излучения, ε(x , y, z ) — функция,

описывающая флуктуации диэлектрической проницаемо-

сти среды. Уравнение (4) решалось численно с исполь-

зованием разностной схемы Ладагина [24], обладающей

нулевой амплитудной ошибкой и фазовой погрешностью

четвертого порядка при интегрировании дифракционно-

го оператора. Сплошная случайно-неоднородная среда

заменялась эквивалентной цепочкой фазовых экранов.

В расчетах использовалась модель пространственного

спектра флуктуаций показателя преломления фон Кар-

мана [25]:

8n(κ⊥, κz ) = 0.033C2
n(κ

2
⊥

+ κ2z + κ20)
−11/6, (5)

где κ2 = κ2
⊥

+ κ2z = κ2x + κ2y + κ2z , κ — пространственная

частота, κ0 = 2π/L0 — наименьшая пространственная

частота, L0 — внешний масштаб турбулентности. Наи-

большая пространственная частота κm = 2π/l0 соответ-

ствует внутреннему масштабу турбулентности l0. Вклад
в
”
энергию“ турбулентности от самых малых масштабов

незначителен, поэтому для спектра (5) l0 = 0. В инерци-

онном интервале 2πL−1
0 ≤ κ ≤ 2πl−1

0 спектр фон Карма-

на соответствует теории Колмогорова−Обухова [26,27].
Для спектра фон Кармана известно аналитическое

выражение для вычисления корреляционной функции

фазы на тонком фазовом экране [28]:

Bϕ(r) = σ 2
ϕ

21/6

Ŵ(5/6)
(κ0r)5/6K5/6(κ0r), (6)

σ 2
ϕ = 2.4π2k2κ

−5/3
0 (0.033C2

n1z ), (7)

где r — расстояние между двумя точками экрана,

Ŵ(−) — гамма-функция, K(−) — функция Макдональда,

σ 2
ϕ — дисперсия флуктуаций фазы на экране, 1z —

толщина турбулентного слоя, заменяемого фазовым

экраном, C2
n = const. Для вертикальной трассы, модели-

руемой совокупностью фазовых экранов, используем в

выражении (7)
hmax
∫

h0

C2
n(ξ)dξ вместо C2

n1z . Структурная

функция фазы вычислялась по формуле

Dϕ(r) = 2
(

Bϕ(0) − Bϕ(r)
)

. (8)

В расчетной модели турбулентная трасса заменялась

цепочкой из M фазовых экранов, δ-коррелированных

вдоль направления z [29,30]. Структурная функция фазы

для цепочки экранов вычислялась как сумма структур-

ных функций отдельных экранов т. е.

Dnum
ϕ (r) =

M
∑

i=1

Dnum
i (r).

Поскольку используемая модель соответствует условиям

локально однородной и изотропной турбулентности,

вычисление Dnum
i (r) на сетке проводилось вдоль одного

выделенного направления на i-м фазовом экране c

использованием корреляционной функции, вычисленной

в узлах сетки:

Bnum
i (l) =

1

(N − l)

N−l
∑

m=1

ϕ̃i (m, N/2)ϕ̃∗

i (m + l, N/2), (9)

где ϕ̃i(m, n) — случайная реализация комплексного

фазового поля [28], N — четное число узлов расчетной

сетки, l = 0, . . . , N−1.

В спектральном методе [29] случайное фазовое поле

формируется с помощью фильтрации гауссова псевдо-

случайного поля, а передаточная функция фильтра опре-

деляется пространственным спектром фазовых флук-

туаций. Этот метод позволяет сформировать фазовые

экраны с L0 ≤ A/2, где A — поперечный размер счетной

области. В расчетах A = 5.12m, что позволяет коррект-

но моделировать фазовые искажения с L0 до 2.56m. Ми-

нимальный размер искажений l0 ≈ 2s [29] равен 5mm,

где s — шаг расчетной сетки.

Для моделирования крупномасштабных искажений

при L0 > A/2 и сохранения размера счетной области

дополнительно применялся метод субгармоник [28,31].
Суть этого метода состоит в последовательном добавле-

нии в спектр флуктуаций фазы пространственных гармо-

ник, период которых больше размера счетной области.

Эта процедура осуществляется путем последователь-

ного (итерационного) сгущения узлов расчетной сетки

в спектральной плоскости (1κx , 1κy) в окрестности

нулевой гармоники. В соответствии с [31] на каждой j-й
итерации в спектр фазы добавляются дополнительные

32 гармоники с шагом 1κx/3
j и 1κy/3

j , которые рас-

считываются в прямоугольной области спектрального

пространства, ограниченной точками с координатами

(±1κx/3
j−1,±1κy/3

j−1), j = 1, 2, . . . , J . Таким обра-

зом, точность воспроизведения низкочастотной части

спектра фазы возрастает за счет увеличения числа

Журнал технической физики, 2024, том 94, вып. 6



830 В.А. Богачев, А.В. Немцева, Ф.А. Стариков

итераций J . Результирующее фазовое поле находится

в виде суммы ее высокочастотной части, получаемой

спектральным методом, и низкочастотной части, генери-

руемой с субгармониками. Структурная функция фазы

на j-й итерации представляет собой сумму структурных

функций высокочастотной части фазы и ее низкочастот-

ной части до j-й итерации включительно.

На рис. 2 даны структурные функции фазы, вычис-

ленные при разных значениях L0. При увеличении L0

абсолютные значения функции Dϕ(r) увеличиваются.

Как следует из рис. 2, a, структурная функция фазы на

дискретной сетке действительно близка к аналитической

при L0 = A/2 = 2.56m. При использовании только спек-

трального метода ошибка моделируемой структурной

функции фазы возрастает при увеличении L0 — на при-

емной апертуре она достигает 2, 37, 44 и 56% при L0,

равном 2.56, 20, 40 и 1000m соответственно. С увеличе-

нием числа уровней субгармоник расчетная структурная

функция практически совпадает с аналитической, что

говорит об адекватном моделировании турбулентного

поля флуктуаций показателя преломления. Стоит также

отметить, что необходимость в учете конечности L0 воз-

растает при увеличении приемной апертуры телескопа.

Таким образом, фазовые экраны, сформированные с

помощью комбинации спектрального метода с методом

субгармоник, позволяют построить численную модель

турбулентности, учитывающую влияние крупномасштаб-

ных пространственных неоднородностей, превышающих

размер счетной области, на характер распространения

пучка в атмосфере. Ниже эта модель была использована

для представления вертикальной турбулентной трассы

цепочкой фазовых экранов, которые генерировались вы-

шеописанным методом.

3. Результаты численного
моделирования

На рис. 3 представлены расчетные распределения

интенсивности излучения INF(x/D, y/D) от звезд 1 и 2

в ближней зоне на приемной круглой апертуре в одной

реализации турбулентной атмосферы при L0 = 20m.

На рис. 4 показаны изображения звезд, т. е. распре-

деления интенсивности их излучения в дальней зоне

IFF(θx , θy ), смещенные на угол +5 arcsec и −5 arcsec

от оси по направлению x . Значения интенсивности INF

и IFF нормированы на соответствующие им максималь-

ные значения IvacNF и IvacFF в случае прохождения пучка в ва-

кууме. Распределения INF(x/D, y/D) и IFF(θx , θy ) име-

ют ярко выраженную неоднородную структуру, причем

она различна для двух трасс. Это уже свидетельствует об

анизопланатичности трасс, по крайней мере, по высшим

аберрациям.

Качество изображения в дальней зоне характери-

зует влияние турбулентности на излучение, размер

пятна существенно превышает дифракционный размер

θdif = 0.28 arcsec, где θdif = 2.44λ/D. В колмогоровской

модели турбулентности угловая ширина на полувысоте

изображения звезды θFWHM при длительной экспозиции

связана с радиусом Фрида как θFWHM = 0.98λ/r0 [32].
Используя это выражение, выполним оценку радиуса

когерентности атмосферы ρ0 (аналог параметра r0 при

конечном L0) в случае кармановской модели. Дли-

тельная экспозиция моделировалась за счет усреднения

100 изображений звезды, соответствующих различным

реализациям турбулентной трассы. В расчетах получено,

что ρ0 = 7.4 cm при L0 = 20m, т. е. конечность внешнего

масштаба турбулентности увеличивает радиус когерент-

ности (напомним, что ρ0 = r0 = 5.9 cm при L0 = ∞).
Зависимость ρ0(L0) будет представлена ниже.

На рис. 5 показано распределение фазы излучения

в ближней зоне от каждой звезды и их разности в

данной реализации атмосферы (наклоны оптических

осей от вертикали на ±5 arcsec не учитываем). При

развертывании (unwrapping) фазы устранялись ее скачки

на 2π [33]. При существенно неоднородной картине

интенсивности на рис. 3 распределение фазы регулярное

(в некоторых областях фазовой поверхности остались

малые артефакты, которые не затрудняют восприятие

картины в целом).
Для фазовой поверхности излучения звезд 1 и 2

параметр PV (peak-to-valley), т. е. максимальный перепад

фазы на апертуре, равен PV = 33.9 и 24.2 rad соответ-

ственно, а для разности фаз — PV = 21.6 rad. Хотя

фазовые поверхности излучения от обеих звезд в целом

напоминают друг друга, их разность дает сравнимое

значение PV . Это уже указывает на некоторую степень

изопланатичности по низшим аберрациям и ее отсут-

ствие по всей совокупности аберраций, что по влиянию

на качество изображения аналогично случаю неполного

фазового сопряжения [34,35].
Теперь представим себе, что звезда 2, четкое изоб-

ражение которой нам нужно получить, имеет такую

малую звездную величину, что измерить волновой фронт

ее излучения не представляется возможным — хоро-

шо известная в астрономии проблема слабого сигнала

(малый размер космического мусора или малый блеск

звезды). Тогда построим изображение звезды 2 в дальней

зоне при фазовой коррекции ее излучения, внося с

помощью воображаемого адаптивного зеркала фазовый

экран, сопряженный фазе излучения от яркой звезды 1.

В этом случае после прохождения адаптивного зерка-

ла излучение звезды 2 приобретет разностный фазо-

вый фронт (рис. 5, c). Изображение звезды 2 показано

на рис. 6, a. Его полный угловой размер по уровню 95%

энергии после усреднения равен 6 arcsec, что примерно

совпадает со случаем без коррекции (рис. 4, b). В этом и

выражается анизопланатизм по всем аберрациям, т. е. ис-

пользование звезды 1 в качестве опорного источника

для коррекции фазовых искажений от звезды 2 является

абсолютно неэффективным.

Поскольку восстановить волновой фронт излучения

звезды 2 невозможно из-за ее малого блеска, можно

”
зажечь“ натриевую ЛОЗ в ее направлении. Но ЛОЗ

Журнал технической физики, 2024, том 94, вып. 6



Формирование изображения звезды при влиянии углового анизопланатизма в турбулентной атмосфере 831

0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5

D
j
, 
ra

d
2

0

50

100

1 05

r, m

1

2

a

0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5

D
j
, 
ra

d
2

0

500

1000

1 050

r, m

1

2

b

3

4

0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5

D
j
, 
ra

d
2

0

500

1000

1 050

r, m

1

2

c

0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5

D
j
, 
ra

d
2

0

1000

2000

3000

r, m

1

2

d

3

4

5

4

3

Рис. 2. Аналитическая (1) и расчетные структурные функции фазы, полученные спектральным методом (2) и с дополнительным

использованием метода субгармоник при J = 1 (3), 2 (4), 4 (5) для L0, равного 2.56 (а), 20 (b), 40 (c), 1000m (d).

– .60 –0.3 0 0.3 0.6
–0.6

0

0.3

x D/

a

–0.3

0.6

y
D/

10.2

8.5

6.8

5.1

3.4

1.7

0
– .60 –0.3 0 0.3 0.6

–0.6

0

0.3

x D/

b

–0.3

0.6

y
D/

8.0

6.7

5.4

4.0

2.7

1.3

0

Рис. 3. Мгновенное распределение нормированной интенсивности излучения звезды 1 (a) и 2 (b) в ближней зоне.

Журнал технической физики, 2024, том 94, вып. 6



832 В.А. Богачев, А.В. Немцева, Ф.А. Стариков

420 6 8

–4

0

2

qx, arcsec

a

–2

4

0.025

0.021

0.017

0.013

0.008

0.004

0

q
y
, 
a
rc

se
c

–4–6 0–2–8

–4

0

2

qx, arcsec

b

–2

4

0.044

0.037

0.029

0.022

0.015

0.007

0

q
y
, 
a
rc

se
c

Рис. 4. Мгновенное распределение нормированной интенсивности излучения звезды 1 (a) и 2 (b) в дальней зоне.

– .60 – .60 – .60–0.3 –0.3 –0.30 0 00.3 0.3 0.30.6 0.6 0.6
–0.6 –0.6 –0.6

0 0 0

0.3 0.3 0.3

x D/ x D/ x D/

a b c

–0.3 –0.3 –0.3

0.6 0.6 0.6

y
D/

y
D/

y
D/

15.3 3.1 13.9

9.7 –0.9 10.3

4.0 –5.0 6.7

–7.3 –13.0 –0.5

–13.0 –17.1 –4.1

–18.6 –21.1 –7.7

–1.6 –9.0 3.1

Рис. 5. Распределение фазы излучения (в rad) от звезды 1 (a) и 2 (b) и их разности (c).

0–2–4 2 4

–4

0

2

qx, arcsec

a

–2

4

0.038

0.032

0.026

0.019

0.013

0.006

0

q
y
, 
a
rc

se
c

–4

0

2

qx, arcsec

b

–2

4

0.9

0.8

0.6

0.5

0.3

0.2

0

q
y
, 
a
rc

se
c

0–2–4 2 4

Рис. 6. Распределение нормированной интенсивности звезды 2 при фазовой коррекции по волновому фронту от звезды 1 (a), при
фазовой коррекции по ее высшим аберрациям и наклонам волнового фронта от звезды 1 (b).

формируется с помощью расположенного на Земле

лазера, поэтому возникает проблема неопределенности

угловой координаты ЛОЗ (т. е. глобального наклона

волнового фронта) [9–11]. В связи с этим для управ-

ления адаптивным зеркалом используем высшие (кроме
наклона волнового фронта) аберрации от излучения
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Рис. 7. Координаты G-наклона (квадраты) и Z-наклона (круги) волнового фронта излучения от звезды 1 и их разность

(треугольники).

ЛОЗ, а наклон — от излучения яркой соседней звезды 1,

помня о наличии некоторой степени изопланатичности

трасс по низшим аберрациям. На рис. 6, b показа-

но изображение звезды 2 при фазовой коррекции по

высшим аберрациям ЛОЗ (в пренебрежении эффектом

конуса [4]) и наклонам волнового фронта от звезды 1.

Здесь изображение идеальное, но оно отклонено от

оси на разность двух наклонов. Далее найдем погреш-

ность определения угловой координаты звезды 2 таким

способом.

Наклон волнового фронта звезды можно определять

двумя способами: по центру масс изображения в дальней

зоне и из разложения фазы в ближней зоне по поли-

номам Цернике [36,37]. На рис. 7 показаны значения

Gradient- и Zernike-наклона (G- и Z-наклона) волнового

фронта излучения звезды 1 по оси x и y и их разность

для 100 случайных реализаций турбулентности атмосфе-

ры. Координаты G-наклона — это угловые координаты

(Gx , Gy ) центра масс изображения звезды, координаты

Z-наклона (Zx , Zy ) — это угловые координаты двух

наклонов при разложении волнового фронта излучения

по базису полиномов Цернике. Видно, что значения

наклонов двух типов близки друг к другу, а амплитуда

их разности, соответственно, существенно меньше ам-

плитуды наклона. В расчетах получено, что RMS (root-
mean-square, среднеквадратичное отклонение) полного

(по осям x и y) G-наклона в 1.08 раза меньше, чем RMS
Z-наклона — 0.4 arcsec против 0.43 arcsec (для колмо-

горовской модели турбулентности с бесконечным L0

отличие в значениях RMS составляет 1.07 раза [38]).

Угловые координаты G-наклона волнового фронта

от двух звезд для 100 случайных реализаций турбу-

лентности атмосферы показаны на рис. 8, a, b. Здесь и

далее индексы 1 и 2 указывают отношение параметра

к звезде 1 и 2 соответственно. Штрихом обозначен

уровень, соответствующий половинному дифракционно-

му углу 0.5θdif = 0.14 arcsec. Видна достаточно высокая

корреляция наклонов волнового фронта от двух звезд

как по направлению x , так и по y . В целом амплитуда

флуктуаций наклонов не превышает 2θdif. Из рис. 8, с, d

видно, что амплитуда флуктуаций разности наклонов

не превышает θdif по направлению x и 0.5θdif по y ,
что служит ориентировочным уровнем угловой ошибки

определения координаты звезды 2.

На рис. 9, a показаны RMS наклонов волнового фрон-

та σx1, σx2 и σy1, σy2 по осям x и y для двух звезд в зави-

симости от L0. Расчетные зависимости σx1(L0), σy1(L0),
σx2(L0), σy2(L0) монотонно растут с ростом L0 и, кроме

этого, σx1 ≈ σy1, σx2 ≈ σy2 с точностью не хуже 5%

при заданном L0, что согласуется с представлениями об

изотропности турбулентности.

На рис. 9, a также показаны приближенные аналити-

ческие зависимости [38,39]. В [38] приведено аналити-

ческое выражение для оценки RMS наклона волнового

фронта при η = D/L0 ≪ 1:

T = TS ≈
[

6.08µ0

D1/3
(1− 1.42η1/3 + 3.70η2 − 4.01η7/3

+ 4.21η4 − 4.00η13/3)

]1/2

,

(10)
где

µ0 =

∞
∫

0

C2
n(ξ)dξ,

интегрирование ведется по вертикальной трассе. Выра-

жение (10) выведено в пренебрежении дифракцией и при

условии, что l0 = 0, а L0 не зависит от z .
В [39] предложена другая формула оценки RMS

углового отклонения изображения звезды в фокальной

3 Журнал технической физики, 2024, том 94, вып. 6



834 В.А. Богачев, А.В. Немцева, Ф.А. Стариков

0 20 40 60 80 100

G
G

x
x

1
2

,
,

a
rc

se
c

–1.0

–0.5

0.5

1 0.

Calculation number

a

0

0 20 40 60 80 100

G
G

y
y

1
2

,
,

a
rc

se
c

–1.0

–0.5

0.5

1 0.

Calculation number

b

0

0 20 40 60 80 100

G
G

x
x

1
2

–
a
rc

se
c

,

–1.0

–0.5

0.5

1 0.

Calculation number

c

0

0 20 40 60 80 100

G
G

y
y

1
2

–
a
rc

se
c

,

–1.0

–0.5

0.5

1 0.

Calculation number

d

0

Рис. 8. Координаты G-наклонов (a, b) звезды 1 (квадраты) и звезды 2 (круги) и их разность (c, d) для 100 случайных реализаций

турбулентной атмосферы.

плоскости телескопа:

T = TL ≈
[

3.23R−1/3r−5/3
0 k−2

(

1− 2−1/6(κ∗0 R)1/3
)

]1/2

,

r0 ≈
(

k2

∞
∫

0

C2
n(ξ)dξ

)−3/5

,

(κ∗0 )−1 =

(

∞
∫

0

C2
n(ξ)κ

1/3
0 dξ

/

∞
∫

0

C2
n(ξ)dξ

)−3

, (11)

где R — эффективный радиус гауссовой апертуры,

κ∗0 = 2π/L∗

0 , L∗

0 — эффективный внешний масштаб тур-

булентности. Выражение (11) выведено при условии

(κ∗0 R)−1 ≫ 1 для экспоненциальной модели спектраль-

ной плотности показателя преломления [39], которая

несколько отличается от широко распространенного

спектра фон Кармана:

8n(κ⊥, κz )=0.033C2
n(κ

2
⊥+κ2z )

−11/6

[

1−exp

(

κ2
⊥

+ κ2z

κ20

)]

.

В нашем случае L∗

0 = L0, R = 50 cm. В силу изотропно-

сти турбулентности, RMS наклона волнового фронта по

двум взаимно перпендикулярным направлениям равно

σS = TS/
√
2 и σL = TL/

√
2.

Учитывая, что при выводе формул (10) и (11) был

сделан ряд упрощающих допущений, можно констатиро-

вать качественное согласие расчетных и аналитических

зависимостей. Видно, что с ростом L0, как и в теории

турбулентности Колмогорова, расчетные зависимости

выходят на плато.

На рис. 9, b представлены зависимости RMS разно-

сти наклонов волнового фронта для двух звезд от L0.

Аналитическое выражение для оценки RMS разности

наклонов по осям x и y — σ1x и σ1y можно представить

следующим образом [4]:
[

σ1x

σ1y

]

=

[

σ1x0

σ1y0

]

(1− 20.6η2 + 27.4η7/3 + . . .)1/2, (12)

где σ1x0 и σ1y0 — соответствующие значения при

L0 = ∞. Математические выражения для σ1x0 и σ1y0
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турбулентности L0. Открытые маркеры: квадраты — σx1, треугольники — σy1, круги — σ1y . Сплошные маркеры: квадраты — σx2,

треугольники — σy2, круги — σ1x . 1 — σS , 2 — σL, 3 — σ1x , 4 — σ1y .
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Рис. 10. Радиус когерентности атмосферы (a) и число Штреля излучения от звезды при длительной экспозиции (b) при

различных значениях L0. Квадраты — расчетные значения, круги — аналитическая оценка, горизонтальная линия — предельное

аналитическое значение при L0 = ∞.

имеют достаточно громоздкий вид и здесь не при-

водятся, их можно найти в [4]. Их оценка да-

ет σ1x0 ≈ 0.2 arcsec и σ1y0 ≈ 0.13 arcsec. Зависимости

σ1x (L0) и σ1y (L0) монотонно возрастают до L0 = 10m

и далее не меняются (при этом зависимости σx1(L0),

σy1(L0) на рис. 9, a продолжают монотонно возрас-

тать примерно до L0 = 2000m). Ход расчетных кривых

на рис. 9, b качественно согласуется с аналитической

зависимостью (12). При L0 > 10m RMS разности на-

клонов волнового фронта в 1.8 раза больше по оси

углового разноса звезд x , чем в перпендикулярном

направлении y , что согласуется с теоретическими пред-

ставлениями [38]. Наши расчетные значения меньше

оценочных примерно на 20−30%. RMS разностного

наклона σ1 =
√

σ 2
1x + σ 2

1y примерно равно 0.2 arcsec,

что в 1.4 раза меньше полного угла дифракционной

расходимости на апертуре. Параметр σ1 — это и есть

RMS наклонов волнового фронта от звезды 2 после

их адаптивной фазовой коррекции с использованием

наклонов от звезды 1.

На рис. 10, a показана расчетная зависимость радиуса

когерентности вертикальной атмосферной трассы от

значения внешнего масштаба турбулентности. В расче-

тах использована формула ρ0 = 0.98λ/θFWHM .
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Видно, что с ростом L0 зависимость ρ0(L0) стре-

мится к значению параметра Фрида r0, вычисленному
по формуле (1) с учетом зависимости C2

n(z ) (гори-
зонтальная линия на рис. 10, a). На рис. 10, b пока-

зана расчетная и оценочная зависимость числа Штре-

ля St [40] излучения от звезды. При длительной экспози-

ции St ≈
(

1 + (D/ρ0)
2
)−1

[41]. Данные для построения

аналитической зависимости взяты из рис. 10, a. Пре-

дельное значение параметра St (горизонтальная линия

на рис. 10, b) вычислено при ρ0 = r0 .

Заключение

В работе в рамках квазиоптической расчетной модели

проведены расчеты распространения излучения от двух

естественных звезд через турбулентную атмосферу к

телескопу, расположенному на Земле, с учетом ко-

нечности внешнего масштаба турбулентности L0. От-

ношение диаметра приемной апертуры телескопа D к

параметру Фрида — около 17, что указывает на слож-

ные условия для астрономических наблюдений, если

они проводятся без использования адаптивной оптики.

Угловое расстояние между звездами равно 10 arcsec, что

существенно превышает угол изопланатизма с учетом

как всех оптических аберраций трассы (0.6 arcsec), так
и только аберраций

”
наклон“ (2.13 arcsec). Верификация

расчетной модели проведена путем сравнения расчетных

и аналитических структурных функций фазы излучения.

В расчетах проанализированы амплитудно-фазовые

характеристики излучения от двух звезд в ближней

и дальней зоне и смоделирована фазовая коррекция

излучения с учетом анизопланатизма. Продемонстриро-

вано, что использование излучения звезды 1 в качестве

опорного для коррекции фазовых искажений излучения

звезды 2 и построения ее изображения является неэф-

фективным, что указывает на необходимость
”
зажига-

ния“ ЛОЗ в направлении звезды 2 для коррекции высших

оптических аберраций. В этом случае, учитывая неопре-

деленность наклона волнового фронта излучения ЛОЗ,

можно использовать информацию о наклоне волнового

фронта излучения звезды 1 (по центру масс изображения

или из разложения по полиномам Цернике). Тогда удает-
ся получить практически дифракционного качества изоб-

ражение звезды 2, но ее угловая координата смещена на

разность наклонов от звезд 1 и 2. Найдена расчетная за-

висимость RMS как каждого из наклонов, так и их разно-

сти от внешнего масштаба турбулентности L0. Значение

RMS наклонов и их разности монотонно возрастает при

увеличении L0 и выходит на плато при L0 ≫ D, как и

предсказывает теория. Расчетные значения RMS разно-

сти наклонов меньше аналитических оценок на 20−30%.

Интересно, что зависимость RMS разности наклонов

от L0 выходит на плато гораздо раньше, чем аналогич-

ная зависимость для каждого индивидуального наклона.

В расчетах RMS разности наклонов примерно равно

0.2 arcsec при L0 > 20m, что в 1.4 раза меньше полного

угла дифракционной расходимости.

В заключение отметим, что созданная расчетная мо-

дель, прошедшая апробацию и уточняющая результа-

ты приближенных аналитических моделей, может быть

применена для определения количественного влияния

анизопланатизма при астрономических наблюдениях с

использованием техники ЛОЗ и адаптивной оптики при

различном угловом расстоянии между изучаемым объ-

ектом и различными опорными источниками в широком

диапазоне условий турбулентности, включая ее некол-

могоровские особенности.
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