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Рассматрено комбинационное рассеяние, усиленнное наконечником (TERS), на фононах в двумерных

материалах типа графена или дихалькогенидов переходных металлов. Основное внимание уделено вопросу о

том, какую именно информацию о фононах на ненулевых волновых векторах можно извлечь из зависимости

спектра комбинационного рассеяния от положения наконечника по отношению к образцу. Показано, что для

однофононного нерезонансного рассеяния измеряемой величиной является свёртка по волновому вектору от

спектральной функции фонона с интегральным ядром, которое определяется геометрией и диэлектрическими

свойствами всей структуры. Явный вид этого интегрального ядра вычислен в простейшей модели, где

наконечник представлен точечным поляризуемым диполем.
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Введение

Теоретическое изучение оптических свойств низко-

размерных структур было начато в пионерской работе

В.М. Аграновича и О.А. Дубовского [1]. Опередив своё

время на десятилетия, эта работа стала актуальной

ближе к концу XX века, когда развитие нанотехнологий

позволило выращивать структуры с наперёд заданны-

ми свойствами [2,3]. Уже в XXI веке, сильнейшим

толчком к развитию оптики низкоразмерных структур

послужило выделение двумерных монослоёв графена [4]

и дихалькогенидов переходных металлов [5,6]. Одним

из важных оптических методов изучения двумерных

материалов является спектроскопия комбинационного

рассеяния, главным образом, на фононах [7].

Для трансляционно инвариантных образцов закон со-

хранения импульса в плоскости образца накладывает

ограничение на суммарный импульс возбуждений, испу-

щенных или поглощённых в материале при комбинаци-

онном рассеянии в его стандартной версии: поскольку

импульс фотона пренебрежимо мал по сравнению с

любыми характерными масштабами в твёрдом теле,

полный импульс возбуждений материала можно считать

равным нулю. Ситуация может существенно изменить-

ся, когда рассеяние происходит в присутствии острого

металлического наконечника, усиливающего локальное

поле фотона. Если поле меняется на пространствен-

ных масштабах порядка атомных [8,9], то становится

возможным зондировать возбуждения с существенно

ненулевыми импульсами, что особенно важно в случае

рассеяния на одном оптическом фононе.

Ещё одним преимуществом комбинационного рас-

сеяния, усиленнного наконечником (TERS), является

возможность менять расстояние z T между наконечником

и образцом в рамках одного эксперимента (в то время

как в стандартной версии комбинационного рассеяния

контрольными параметрами являются только частоты и

поляризации падающего и рассеянного фотонов). Оче-
видно, что измеренная зависимость спектра от рассто-

яния z T [10] содержит информацию об испущенных

фононах в образце. В теоретических работах [11,12]
подробно изучена зависимость спектров TERS от гео-

метрии эксперимента (в частности, от расстояния z T),
но так и не выяснен вопрос, какая именно величина,

связанная с фононом, определяет спектр TERS и как

восстановить эту величину по измеренной зависимости

спектра от расстояния z T.

В настоящей работе сформулирован ответ на этот

вопрос для однофононного нерезонансного комбина-

ционного рассеяния. Формально этот ответ выражен

уравнениями (3) и (4). Искомой величиной оказывается

спектральная функция фонона, зависящая от частоты ω

и волнового вектора q, включающая в себя как диспер-

сию, так и затухание фонона. Спектр TERS определяется

свёрткой этой спектральной функции по q с неким

интегральным ядром, которое получается из уравнений

Максвелла для конкретной геометрии эксперимента и

зависит от расстояния z T . Зная измеренный спектр

как функцию частоты и расстояния z T и предположив

изотропную зависимость спектральной функции от q,

можно в принципе восстановить последнюю путём об-

ратной свёртки. Интегральное ядро сосчитано здесь в

явном виде для простейшей модельной геометрии, в ко-
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торой наконечник представлен точечным поляризуемым

диполем.

Общие соотношения для
нерезонансного однофононного
рассеяния

Рассмотрим двумерный кристалл, расположенный в

плоскости z = 0. Оптические фононы в таком кристалле

можно описывать оператором фононного поля, состо-

ящего из единственной скалярной компоненты û(r‖)
в случае скалярных A1g -фононов, или из двух компо-

нент ûx(r‖), ûy(r‖) в случае вырожденных E2g-фононов

(например, в графене). Здесь r‖ = (x , y) обозначает

координаты в плоскости кристалла. Трёхмерные фотоны

описываются оператором электрического поля Ê(r), где
r = (x , y, z ).
Основной вклад в комбинационное рассеяние на фоно-

нах даёт процесс, в котором электронные возбуждения

играют роль промежуточных состояний [13]. В случае

нерезонансного однофононного рассеяния, когда энер-

гии этих промежуточных состояний далеки от энергий

падающего и рассеянного фотонов, можно пренебречь

зависимостью фотон-фотон-фононной вершинной части

от импульсов и частот и работать с эффективным

гамильтонианом, описывающим локальное фотон-фотон-

фононное взаимодействие в длинноволновом приближе-

нии,

Ĥint =
4i jµ

2

∫

d2r‖Êi(r‖)Ê j(r‖, 0)ûµ(r‖), (1)

где i, j = x , y — декартовы индексы в плоско-

сти, а индекс µ нумерует компоненты фононо-

го поля. Форма тензора 4i jµ = 4 jiµ определяется

симметрией кристалла: 4i jµ = 4δi j для скалярных

A1g-фононов (для которых индекс µ отсутствует),
или 4xxy = −4yyy = 4xyx = 4yxx = 4 для E2g-фононов

(см. [14,15] для случая графена; здесь компонента ûx

взята с противоположным знаком). Эффективная без-

размерная константа связи 4 может иметь плавную

зависимость от частоты падающих фотонов и уровня

электронного легирования. Она может быть выражена

через наблюдаемую величину — эффективность η ком-

бинационного рассеяния в свободном пространстве, т. е.

абсолютной вероятностью для нормально падающего

фотона с заданной линейной поляризацией и частотой

ωi = ck i быть рассеянным в полный телесный угол

4π с любой поляризацией. А именно золотое правило

Ферми в нижайшем порядке теории возмущений по

гамильтониану (1) для скалярных фононов Ag даёт

η =
4π42

3

~ω2
i (ωi − ωph)

2

ρ0ωphc4
, (2)

где ρ0 обозначает плотность кристалла. Для двукратно

вырожденных E2g -фононов выражение такое же, но с

дополнительным множителем 2.

Мы будем предполагать, что кристалл возбуждается

классическим монохроматическим внешним полем с

частотой ωi > 0, что может быть предствлено сдви-

гом оператора электрического поля, Êi(r) → Ê j(r) +
+E j(r)e−iωit + E∗

j (r)e
iωit , в гамильтониане (1). Важно

заметить, что пространственный профиль возбуждаю-

щего поля E j(r) должен быть определён из решения

уравнений Максвелла в данной геометрии и в присут-

ствии наконечника. Интенсивность рассеянного сигнала

на частоте ωs > 0, измеренного в произвольной точке r0,

пропорциональна коррелятору электрического поля [16],

S(r, ωs) = lim
T→∞

T
∫

−T

dt
2T

∞
∫

−∞

dτ eiωsτ 〈Ê(r, t)Ê(r, t + τ )〉,

(3)
где операторы поля взяты в гайзенберговском представ-

лении с учётом взаимодействия с фононами и внешним

осциллирующим полем (последнее обстоятельство де-

лает формально необходимым усреднение по времени,

поскольку коррелятор может зависеть не только от раз-

ности времён). Если детектирование производится после

фокусирования объективом, то вместо поля в данной

точке должен стоять интеграл по соответствующему

телесному углу.

Разложение оператора эволюции в представлении вза-

имодействия до второго порядка по константе связи 4 и

по полю накачки даёт следующее выражение для корре-

лятора электрического поля, входящего в выражение для

сигнала [3] (взятого в разных пространственных точках

для большей общности):

lim
T→∞

T
∫

−T

dt
2T

∞
∫

−∞

dτ eiωsτ 〈Ê j1(r1, t)Ê j2(r2, t + τ )〉

= 4i jµ4i′ j′µ′

∫

d2r‖d2r′‖GR
j2 j(r2, r‖, ωs)Eir‖)

× i~D<
µµ′(r‖ − r′‖, ωs − ωi)E

∗
i′(r

′
‖)G

A
j′ j1(r

′
‖, r1, ωs), (4)

где подразумевается свёртка по всем повторяющимся

индексам. Функции Грина фотонов (G) и фононов (D)
определены ниже.

Запаздывающая функция Грина фотона GR
i j(r, r

′, ω)
определяет отклик электрического поля на внешнюю

трехмерную поляризацию Pext(r′, t′), осциллирующую на

частоте ω, без учёта взаимодействия (1), с учётом

всего диэлектрического/металлического окружения, в

том числе наконечника. В предположении, что это окру-

жение полностью задается локальной диэлектрической

функцией ε(r, ω), запаздывающая функция Грина может

быть найдена из уравнений Максвелла,

[

ε(r, ω)
ω2

c2
− ∇ × ∇×

]

E(r, ω) = −4π
ω2

c2
Pext(r, ω),

(5a)
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Ei(r, ω) = −

∫

d3r′GR
i j(r, r

′, ω) Pext
j (r′, ω), (5b)

т. е., GR
i j(r, r

′, ω) (с точностью до множителя) есть опе-

ратор, обратный дифференциальному оператору в левой

части уравнения (5a), с граничными условиями, со-

ответствующими расходящимся волнам. Опережающая

функция Грина GA
i j(r, r

′, ω) = [GR
ji(r

′, r, ω)]∗ .
Входящая в выражение (4) фононная фунция Грина

D<
µµ′ (r‖, ω) связана со спектральной функцией фоно-

на или мнимой частью опережающей функции Грина

DA
µµ′ (q, ω) в импульсном представлении,

i~D<
µµ′(r‖, ω) =

∫

d2q

(2π)2
eiqr‖

2~ImDA
µµ′ (q, ω)

e~ω/T − 1
, (6)

где T — температура кристалла. Например, для скаляр-

ных фононов с дисперсией ωq и амплитудным затухани-

ем γ опережающая функциа Грина равна

DA(q, ω) =
1/ρ0

ω2 − 2iωγ − ω2
q

. (7)

В случае вырожденных E2g-фононов продольные и по-

перечные моды имеют разную дисперсию и затухание.

Ключевой результат, содержащийся в выражении (4), со-
стоит в следующем: вся информация о фононах, которую

можно извлечь из спектра нерезонансного комбинаци-

онного рассеяния, содержится в спектральной функции

фонона ImDA
µµ′(q, ω). Распределение Бозе−Эйнштейна,

стоящее в выражении (6), свидетельствует лишь о том,

что для антистоксова рассеяния (ωs > ωi) необходима

ненулевая заселённость фононов, в то время как для

cтоксова рассеяния (ωs < ωi) D<(ω < 0) отлична от

нуля даже при нулевой температуре, что соответствует

испусканию фонона в кристалл.

Выражения (3) и (4) являются основным результатом

данной работы. Они допускают простую физическую

интерпретацию. Поле в точке r0, интенсивность кото-

рого входит в уравнение (3), создаётся поляризацией

в образце. Фотонная функция Грина GR (или GA) как

раз дает вклад в поле от поляризации в точке r‖ (или
вклад в комплексно-сопряжённое поле от поляризации в

точке r′‖). Поляризация в образце, наведённая возбужда-

ющим полем E, пропорциональна фононному смещению.

Коррелятор фононных смещений (фононная функция

Грина D<), таким образом, определяет коррелятор на-

ведённых поляризаций в разных точках.

В том, что касается фотонной части, выражения (3)
и (4) эквивалентны уравнению (6) [11] (c точностью до

множителя 4πω2/c2 в определении фотонной функции

Грина, возникающим из правой части уравнения (5a)).
Однако уравнение (6) [11] содержит феноменологически

введённый объект (коррелятор поляризуемостей), связь
которого с фононными свойствами образца не была

прослежена. Здесь этот объект в явном виде иденти-

фицирован с фононной фунцией Грина. Становится так-

же очевидным, что такая идентификация существенно

Рис. 1. Схематическое изображение двумерного образца,

острого наконечника, сфокусированного пучка возбуждающе-

го света (сплошные линии), наведённого диполя на острие

наконечника, и света, падающего с наконечника на образец

(штриховые линии).

основывается на предположении о локальности эффек-

тивного фотон-фононного взаимодействия (1). В случае

резонансного рассеяния распространение виртуальных

электронно-дырочных пар, служащих промежуточными

состояниями для комбинационного рассеяния, разруша-

ет эту локальность [14,17], приводя к более сложной свя-

зи между измеренным спектром и свойствами образца.

Исследование этого более сложного случая выходит за

рамки данной работы.

Явное вычисление в простейшей
модели наконечника

Согласно выражению (4), возможность зондирования

спектральной функции ImDA
µµ′ (q, ω) на конечных волно-

вых векторах q (что позволило бы измерять дисперсию

и затухание фононов) определяется пространственной

зависимостью возбуждающего поля и фотонных функ-

ций Грина в присутствии наконечника. Определим эту

зависимость для аксиально симметричной геометрии

эксперимента, моделируя наконечник точечным диполем

с заданной поляризуемостью, расположенным в точке

rT = (0, 0, z T) (ось z совпадает с осью симметрии,

образец расположен в плоскости z = 0). Расстояние

z T ∼ 1− 10 nm предполагается много меньшим длины

волны света λ. Для аксиально симметричного наконеч-

ника тензор поляризуемости αi j(ω) имеет только две

Оптика и спектроскопия, 2024, том 132, вып. 8
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Рис. 2. Схематическое изображение двумерного образца,

острого наконечника, света, идущего от образца прямо к

детектору (сплошные линии), и света, идущего к детектору

после рассеяния на наконечнике (штриховые линии).

независимых компоненты: αxx(ω) = αyy (ω) ≡ α‖(ω) и

αz z (ω).

При возбуждении радиально поляризованным сфоку-

сированным пучком света (как в экспериментах [10,18])
компонента электрического поля пучка в плоскости дву-

мерного кристалла равна нулю строго на оси и медленно

возрастает (на расстояниях порядка λ) при удалении

от оси. Следовательно, основная часть поляризации,

наведённой непосредственно полем сфокусированного

пучка, находится вдали от наконечника, и рассеянный

сигнал, созданный этой поляризацией, нечувствителен

к положению наконечника. В то же время перпенди-

кулярная компонента Ez поля сфокусированного пучка

не является малой вблизи оси; хотя эта компонента

не действует на образец (гамильтониан (1) содержит

только поле в плоскости), она наводит дипольный

момент в наконечнике, а этот диполь уже создаёт

поле в плоскости образца (рис. 1). Это поле наводит

поляризацию в образце в окрестности наконечника.

Таким образом, можно пренебречь полем собственно

возбуждающего пучка (S- и TS-вкладами, следуя [11]),
и предположить возбуждающее поле E j(r‖) равным

полю точечного диполя αz z (ωi)E0z , осциллирующего с

частотой ωi перпендикулярно плоскости кристалла на

расстоянии z T над кристаллом:

E j(r‖) = −αz z (ωi)E0z
3z Tx‖ j

(r2‖ + z 2
T)

5/2
. (8)

Для учёта наличия наконечника в фотонной функции

Грина нужно заметить, что поле вдали создаётся как

непосредственно поляризацией в образце (осциллиру-
ющей на частоте ωs), так и наконечником, в котором

наведены заряды ближним полем поляризации образца

(рис. 2). Поскольку детектирование рассеянного света

производится на расстояниях, как минимум, порядка

длины волны света, т. е. много больших, чем размеры

наконечника и области образца, на которую влияет

наконечник, то дальнее поле определяется полным ди-

польным моментом образца и наконечника. Таким обра-

зом, если обозначить за ḠR
i j(r, r

′, ω) фотонную функцию

Грина в отсутствие наконечника, то можно приближённо

написать

GR
j2 j(r0, r‖, ωs) = ḠR

j2 j3(r0, 0, ωs)

×
[

δ j3 j − α j3 j4
(ωs)Ḡ

R
j4 j

(rT, r‖, ωs)
]

. (9)

Если рассеянный свет фокусируется объективом в некой

точке r0 = (0, 0, z 0), где помещён детектор, то тензорная

структура первого множителя в этом выражении упро-

щается за счёт аксиальной симметрии:

ḠR
xx (r0, 0, ωs) = ḠR

yy(r0, 0, ωs) ≡ g‖,

ḠR
z z (r0, 0, ωs) ≡ gz .

В этом случае вся схема детектирования характеризует-

ся двумя константами g‖ и gz . Во втором множителе

в выражении (9) в ḠR
j4 j

(rT, r‖, ωs) можно пренебречь

запаздыванием (т. е. взять её в статическом диполь-

дипольном приближении). Тогда выражение (9) приоб-

ретает вид (где x‖ j2
, x‖ j

— компоненты r‖ в плоскости

кристалла, а z -компонента выделена отдельно):

GR
j2 j(r0, r‖, ωs) = g‖δ j2 j

[

1−
α‖(ωs)

(r2‖ + z 2
T)

3/2

]

+ 3g‖

α‖(ωs)x‖ j2x‖ j

(r2‖ + z 2
T)

5/2
, j2, j = x , y (10a)

GR
z j(r0, r‖, ωs) = −3gz

αz z (ωs)z Tx‖ j

(r2‖ + z 2
T)

5/2
. (10b)

Подставляя эти выражения в общие формулы (3) и (4),
мы получаем явный ответ для случая скалярных фоно-

нов:

S(r0, ωs) = |2παz z (ωi)E0z |
242

∫

d2q

(2π)2
i~D<(q, ωs − ωi)

×

[

|g‖|
2

∣

∣

∣

∣

qe−qz T +
3α‖(ωs)

z 3
T

2J3,1(qz T) − J1,1(qz T)

z T

∣

∣

∣

∣

2

+ |gz |
2

∣

∣

∣

∣

3αz z (ωs)

z 3
T

3J2,0(qz T)

z T

∣

∣

∣

∣

2]

.

(11)

Оптика и спектроскопия, 2024, том 132, вып. 8



862 Д.М. Баско

Здесь введены интегралы от функций Бесселя Jn(z ):

Jl,n(qz T) ≡

∞
∫

0

ξ l+1dξ
(ξ2 + 1)5

Jn(qz Tξ), (12)

некоторые из которых могут быть выражены че-

рез модифицированные функции Бесселя: Jn,n(qz T) =
= (qz T)

4K4−n(qz T)/384.

Для двукратно вырожденных E2g -фононов вычисление

можно провести в изотропном приближении, справед-

ливом для достаточно малых волновых векторов (когда,
собственно, только и применим эффективный гамильто-

ниан (1)). Тогда фононная функция Грина имеет явную

тензорную структуру, выражающуюся через продольную

(L) и поперечную (T ) компоненты:

Dµµ′ (q, ω) =
qµqµ′

q2
DL(q, ω) +

(

δµµ′ −
qµqµ′

q2

)

DT (q, ω).

(13)
В этом приближении мы получаем

S(r0, ωs) = |2παz z (ωi)E0z |
242

∫

d2q

(2π)2

× [i~D<
L (q, ωs − ωi) + i~D<

T (q, ωs − ωi)]

×

[

|g‖|
2

∣

∣

∣

∣

qe−qz T +
3α‖(ωs)

z 3
T

J3,1(qz T) − 2J1,1(qz T)

2z T

∣

∣

∣

∣

2

+ |g‖|
2

∣

∣

∣

∣

3α‖(ωs)

z 3
T

3J3,3(qz T)

2z T

∣

∣

∣

∣

2

+
|gz |

2

2

∣

∣

∣

∣

3αz z (ωs)

z 3
T

3J2,2(qz T)

z T

∣

∣

∣

∣

2]

.

(14)

Качественные выводы

Использованное приближение точечного диполя для

наконечника работает только на расстояниях z T, много

больших характерного размера наконечника RT. По-

скольку для металлического наконечника в отсутствие

резонансов поляризуемость αi j(ω) ∼ R3
T, то громоздкие

члены с интегралами Jl,n(qz T), пропорциональные α/z 3
T,

находятся за пределами сделанного приближения и

могут быть отброшены. В этом случае интегральное

ядро приобретает очень простой вид ∝ q2e−2qz T . Однако,

если частота рассеянного фотона попадает в область

плазмонного резонанса наконечника, то возможна ситу-

ация α ≫ RT; тогда все члены в выражениях (11), (14),
становятся важными.

Как правило, в эксперименте расстояние z T может

быть сделано порядка или даже меньше характерного

размера наконечника RT, так что реалистичное описание

такой ситуации требует выхода за рамки дипольного

приближения для наконечника. Однако два других при-

ближения, использованных выше (аксиально симметрич-

ная геометрия эксперимента и малость размеров нако-

нечника по сравнению с длиной волны света), остаются
вполне реалистичными. В этом случае для обобщения

приведённого выше расчёта необходимо численное ре-

шение уравнения Пуассона в заданной диэлектрической

структуре (подложка, наконечник) при каждом значе-

нии z T, результатом которого должно быть вычисление

трёх скалярных функций радиальной координаты r‖. Во-
первых, нужно найти радиальное электрическое поле,

создаваемое зарядами, наведёнными в наконечнике одно-

родным внешним полем вдоль оси z , чтобы использовать

его вместо выражения (8). Во-вторых, чтобы обобщить

выражения (10), нужно найти радиальную и аксиаль-

ную компоненты дипольного момента наконечника, на-

ведённого полем точечного заряда, который помещён

в точке (r‖, 0, 0). В результате, интегральное ядро, с

которым свёртывается фононная функция Грина, будет

определяться одномерными интегралами этих функций

и их производных по r‖ с функциями Бесселя. Такое

вычисление имеет смысл для моделирования конкрет-

ного эксперимента, выходя таким образом за рамки

настоящей работы.

Тем не менее полученные результаты позволяют

понять качественную картину. В реалистичном случае

интегральное ядро должно плавно зависеть от волнового

вектора на характерном масштабе q ∼ min{1/z T, 1/RT}.
Таким образом, измерение зависимости сигнала от z T

позволяет зондировать фононную спектральную функ-

цию на масштабах q . 1/RT . Важно отметить, что

если зависимость этой спектральной функции от q на

данной частоте имеет какую-то тонкую структуру на

масштабах меньше самого q (например, имеет узкий

пик на каком-то конечном значении q, определяемом

фононной дисперсией, с шириной, определяемой сла-

бым затуханием фонона), то восстановить эту тонкую

структуру по зависимости сигнала от z T может быть

затруднительно.

Заключение

Зависимость спектра TERS от положения наконечника

определяется двумя основными факторами: фотонным,

зависящим от конфигурации электрического поля во

всей структуре (возбуждающая волна, образец, наконеч-

ник и детектор), и фактором, описывающим возбужде-

ния в образце и их взаимодействие с полем. Фотонный

фактор определяется из решения уравнений Максвелла

в данной структуре и для двумерных материалов был

подробно разобран в литературе [11,12]. Что касается

образца, чьи возбуждения на конечных волновых векто-

рах становятся доступными для зондирования благодаря

ближнему полю наконечника, то здесь ситуация более

сложная. Очевидно, что соответствующий фактор зави-
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сит от типа возбуждений, их динамики и характера их

взаимодействия со светом.

В настоящей работе рассмотрено однофононное нере-

зонансное комбинационное рассеяние на длинноволно-

вых фононах в двумерных материалах в ситуации, когда

взаимодействие между фононом и фотонами можно счи-

тать локальным и мгновенным (другими словами, можно

пренебречь зависимостью соответствующей вершинной

части от импульсов и частот). Здесь показано, что

фактор образца, определяющий сигнал TERS на каждой

данной частоте, сводится к спектральной функции ис-

пускаемого фонона. Её свёртка по импульсу с фотонным

фактором и даёт сигнал TERS на каждой частоте. Таким

образом, зная фотонный фактор для каждого положения

наконечника, можно в принципе извлечь информацию

о спектральной функции фонона путём обратной свёрт-

ки. В случае резонансного рассеяния предположение о

локальности эффективного взаимодействия может су-

щественно нарушаться, так что этот случай требует

отдельного рассмотрения.

Далее, соответствующие факторы сосчитаны в явном

виде для простейшей модельной геометрии, где вся

структура аксиально симметрична и мала по сравнению

с длиной волны света, а наконечник представлен по-

ляризуемым точечным диполем. Выход за рамки этого

последнего приближения необходим для реалистичного

описания экспериментов (поскольку расстояние между

наконечником и образцом вполне может быть сравни-

мо с характерным размером наконечника) и требует

численного решения уравнения Пуассона в диэлектри-

ческой структуре, соответствующей каждому данному

эксперименту. Рассмотрение более общей геометрии

(разные положения детектора относительно наконечни-

ка, измерения поляризации света) тоже может быть

полезным для получения дополнительной информации

об образце (например, о тензорной структуре фотон-

фононного взаимодействия), но оно и требует более

громоздких вычислений.
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