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Численно исследованы турбулентные течения вязкой несжимаемой жидкости в сферическом слое.

Рассматриваются два способа формирования течений: последовательное и одновременное увеличение

скорости встречного вращения сферических границ из состояния покоя. Установлено, что при равных числах

Рейнольдса, но различных способах формирования течений отличаются виды пространственных когерентных

структур, уровни пульсаций скорости и их спектры.
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Вблизи порога формирования турбулентности в те-

чениях могут наблюдаться крупномасштабные коге-

рентные структуры [1–5]. Такие структуры могут яв-

ляться результатом линейной неустойчивости как ла-

минарных течений, предшествующих зарождению тур-

булентности [1,5], так и турбулентных течений [6,7].

Предполагается, что существование когерентных струк-

тур поддерживается колебаниями энергии турбулент-

ности [1], но проблема взаимодействия структур и

хаотических компонент пока не решена [4]. В насто-

ящей работе рассматривается турбулентность в сфе-

рическом течении Куэтта (СТК) — течении вязкой

несжимаемой жидкости под действием вращения коак-

сиально расположенных сфер. Интерес к турбулентно-

сти в течениях с вращением вызван необходимостью

ее подавления [8], например, в технологиях обработки

жидких металлов и расплавов [9]. Как установлено

в [10,11], возможности формирования турбулентности

в СТК и ее свойства определяются предысторией раз-

вития течений. В [11] при условии равенства чисел

Рейнольдса для внутренней и внешней сферических

границ экспериментально показано, что при различ-

ных способах формирования турбулентных течений их

свойства (вид спектра и величины корреляционной

размерности) отличаются. В других случаях вопрос о

зависимости свойств трехмерных турбулентных тече-

ний вязкой несжимаемой жидкости от их предыстории

остается открытым, что и определяет цель настоящей

работы.

Течение вязкой несжимаемой жидкости описывается

уравнениями Навье−Стокса и неразрывности

∂U

∂t
= U×rotU−grad

(

p
ρ

+
U

2

2

)

− ν rot rotU, divU = 0

с условиями прилипания и непротекания на границах в

сферической системе координат:

uϕ(r = rk) = �k(t)rk sin θ, ur(r = rk) = 0,

uθ(r = rk) = 0, k = 1, 2.

Здесь U — поле скорости, p — давление, ρ — плот-

ность, ν — кинематическая вязкость жидкости в слое,

uϕ, ur , uθ — соответственно азимутальная, радиальная

и полярная компоненты скорости, �1 и �2 — угловые

скорости вращения, а r1 и r2 — радиусы внутренней

и внешней сфер соответственно (индекс 1 относится к

внутренней сфере, 2 — к внешней).
Численный метод решения основан на консерватив-

ной конечно-разностной схеме дискретизации уравнений

Навье−Стокса по пространству и полунеявной схеме

Рунге−Кутты третьего порядка точности для интегриро-

вания по времени, алгоритм подробно исследован в [12],
а в частном случае трехмерной задачи в сферической

системе координат с использованием неравномерных

по θ и r сеток — в работе [13]. Решалась полная

система уравнений с дискретизацией по пространству

на неравномерных по r и θ сетках с общим ко-

личеством узлов 5.76 · 105 и отношением максималь-

ного размера ячейки к минимальному 4. Сходимость

результатов расчетов по мере увеличения количества

узлов подробно изучена в [13–15]. Расчеты проведены

при параметрах, соответствующих параметрам экспери-

мента [11]: ν = 5 · 10−5 m2/s, r2 = 0.15m, r1 = 0.075m

(относительная толщина слоя σ = (r2−r1)/r1 = 1). Рас-
сматриваются два способа формирования турбулентных

течений при Re2 = �2r22/ν = −900 (знаком минус пе-

ред одним из чисел Рейнольдса принято обозначать

противоположное направление вращения границ). При

первом, назовем его асинхронным, расчет начинается

с Re1 = �1r21/ν = 0. Затем Re1 изменяется при постоян-

ном Re2. При втором способе, назовем его синхронным,
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Рис. 1. Распределение азимутальной скорости uϕ [m/s] в плоскости θ−ϕ на расстоянии 0.07σ от внутренней сфе-

ры. Сверху — асинхронный способ формирования течений, снизу — синхронный. С левой стороны — Re1 = 460,

с правой — Re1 = 490. Цветной вариант рисунков представлен в электронной версии статьи.

одновременно изменяются угловые скорости вращения

обеих границ из состояния покоя до выбранных зна-

чений Re1. Значения Re1 выбирались вблизи порога

перехода к турбулентности Re1t = 450 [14]: Re1 = 460,

470 и 490. Шаг по времени постоянный 1t = 1.2 · 10−2 s,

что обеспечивало 120−128 шагов за один оборот внут-

ренней сферы. Продолжительность каждого варианта

расчета составляла 5400 s, осредненные величины вычис-

лялись по последним 2100 s.

Так же как и в [14], в качестве когерентных структур

рассматривается распределение азимутальной скоро-

сти uϕ в плоскости θ−ϕ. При асинхронном формирова-

нии турбулентности в [14] показано, что при Re1 = 450

и Re2 = −900 на расстоянии 0.2σ от внутренней сферы

можно выделить когерентную структуру в виде азиму-

тальной волны с волновым числом m = 3 ([14], рис. 1, b).
В настоящей работе установлено, что независимо от

способа формирования турбулентности в области между

внешней сферой и линией раздела циркуляций, опре-

деляемой условием uϕ = 0, доминируют такие же ко-

герентные структуры. Вблизи внутренней сферы при

различных способах формирования турбулентности ме-

няется не только вид когерентных структур, но и степень

их когерентности, понимаемая как возможность выде-

ления доминирующего волнового числа в азимутальном

направлении. Так, при Re1 = 460 (левая часть рис. 1) на

верхнем фрагменте (асинхронный способ) наблюдается

волновое число m = 2, тогда как на нижнем (синхрон-
ный способ) доминирующего числа m нет. Обратная

ситуация в правой части рис. 1 при Re1 = 490: сверху

(асинхронный способ) наблюдается комбинация m = 2

и m = 3 (такая структура не сохраняется постоянной,

Таблица 1. Нормированные значения среднеквадратичных

отклонений азимутальной компоненты кинетической энергии

течений

Re1

(

(rmsEϕ)/Eϕ

)

A

(

(rmsEϕ)/Eϕ

)

S
асинхронный способ синхронный способ

460 0.00556 0.00576

470 0.00606 0.00613

490 0.00714 0.00664

поскольку волны с m = 2 и m = 3 распространяются

с разными фазовыми скоростями [13,15]), снизу (син-
хронный способ) доминирующим является m = 3. Таким

образом, в случае Re1 = 460 степень когерентности

пространственных структур выше при асинхронном,

а в случае Re1 = 490 — при синхронном способе

формирования течений. Рассмотрим далее амплитуды

флуктуаций азимутальной составляющей кинетической

энергии течений Eϕ− rmsEϕ

Eϕ =

∫

u2
ϕ(r, θ, t), rmsEϕ =

√

√

√

√

1

I − 1

I
∑

i=1

(

Eϕ(ti ) − Eϕ0

)2
.

Величина Eϕ определяется интегрированием азиму-

тальной компоненты скорости течения по всему объе-

му сферического слоя, Eϕ(t) и Eϕ0
— соответственно

мгновенные и средние значения азимутальной компо-

ненты кинетической энергии течения. Из табл. 1 видно,

что при Re1 = 460 rms Eϕ меньше для асинхронного

способа, а при Re1 = 490 — меньше для синхрон-
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Таблица 2. Локальные области течений, в которых при различных способах формирования течений изменяется вид спектров

пульсаций скорости (2D — спектры, соответствующие двумерной турбулентности, 3D — спектры, соответствующие трехмерной

турбулентности)

Re1 θ δ
Вид спектра

R (из рис. 2)
Синхронный способ Асинхронный способ

460 21.3 0.135 3D 2D > 1

460 52.9 0.61, 0.7 2D 3D < 1

470 21.3 0.134, 0.25, 0.36 2D 3D < 1

470 52.9 0.7, 0.8 2D 3D < 1

470 89.8 0.8 2D 3D < 1

470 89.8 0.25 3D 2D > 1

490 21.3 0.8 2D 3D < 1

490 89.8 0.25 2D 3D < 1

ного способа. Сравнение рис. 1 и табл. 1 указывает

на корреляцию между степенью когерентности про-

странственных структур и величинами флуктуаций Eϕ :

чем выше степень когерентности, тем ниже амплитуда

флуктуаций Eϕ , что соответствует имеющимся пред-

ставлениям о взаимодействии когерентных структур и

флуктуаций скорости [1]. На рис. 2 представлено рас-

пределение отношения амплитуд флуктуаций скорости

течений R = rms(uϕ)S/rms(uϕ)A от безразмерного рас-

стояния δ = (r−r1)/(r2−r1), где индекс S относится к

синхронному, A — к асинхронному способу. Величи-

на R на всех широтах и при всех значениях Re1 име-

ет локальные экстремумы. Наибольшее и наименьшее

значения R наблюдаются при Re1 = 460 в плоскости

экватора и в приполярной области соответственно. При

различных способах формирования течений флуктуации

скорости отличаются не только интенсивностью, но и

d

0.8

1.0

0.2 0.60.40 0.8 1.0

R

Рис. 2. Зависимость величины R от δ . Квадраты — θ = 89.8◦

(плоскость экватора), ромбы — θ = 52.9◦ (средние широты),
треугольники — θ = 21.3◦ (приполярная область). Красный
(незакрашенные символы) — Re1=460, зеленый (закрашенные
символы) — Re1=490. Для наглядности кривые при разных

значениях θ сдвинуты по оси ординат, горизонтальные черные

линии соответствуют R = 1.
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Рис. 3. Спектры пульсаций азимутальной скорости при

Re1 = 490, θ = 21.3◦ на расстоянии 0.8σ от внутренней сферы.

Красным цветом (нижняя кривая) показан асинхронный спо-

соб, синим цветом (верхняя кривая) — синхронный способ,

прямые линии — аппроксимация наклонов спектров.

видом спектров (рис. 3). При синхронном способе спек-

тры, характерные для двумерной турбулентности (2D)
с обратным каскадом передачи энергии (зависимость
энергетического спектра E(k) от волнового числа k
в виде E(k) ∼ k−3), наблюдаются на средних широтах

(Re1 = 460, 470), вблизи оси вращения и в части эква-

ториальной плоскости (Re1 = 470, 490). При асинхрон-

ном способе в этих же областях течения получены

спектры, характерные для трехмерной турбулентности

(3D) с прямым каскадом передачи энергии (E(k) ∼ k−5/3

и E(k) ∼ k−11/5). Возможность формирования в течени-

ях с вращением областей с различными видами спектров

хорошо известна [16]. В табл. 2 приведены координаты

точек, в которых при разных способах формирования

получены различные виды спектров. Сравнение табл. 2

и рис. 2 показывает, что эти точки лежат в областях

локальных экстремумов зависимости R(δ), т. е. в об-
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ластях изменения интенсивности флуктуаций скорости

течения. В последнем столбце табл. 2 приведены зна-

чения R в соответствующих точках. Видно, что при

одних и тех же Re1 локальные максимумы флуктуаций

азимутальной скорости соответствуют трехмерной тур-

булентности, а локальные минимумы — двумерной.

В полученных результатах прослеживается общая

взаимосвязь между всеми рассмотренными выше свой-

ствами турбулентности: чем выше степень когерентно-

сти крупномасштабных пространственных структур, тем

ниже интенсивность пульсаций кинетической энергии.

В свою очередь максимальное снижение интенсивности

пульсаций скорости в локальных областях течений при-

водит к двумерной турбулентности с передачей энергии

от меньших масштабов к бо́льшим, где наблюдаются ко-

герентные структуры. Наоборот, с уменьшением степени

когерентности пространственных структур пульсации

кинетической энергии возрастают, как и флуктуации ско-

рости, и наблюдается трехмерная турбулентность. Про-

цессы обмена энергией между флуктуациями скорости

и основным течением активно изучаются в настоящее

время [17].
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