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Неупругие потери энергии ионов в мишени пропорциональны среднему пробегу ионов, который может

существенно отличаться от толщины мишени из-за многократных упругих столкновений между ионами и

атомами мишени. Отношение среднего пробега ионов L к толщине мишени D зависит от энергии ионов,

массы ионов и массы атомов мишени. Отношение L/D вычислено методом компьютерного моделирования.

Построена элементарная аналитическая теория явления.
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Введение

Традиционный способ определения тормозной спо-

собности вещества состоит в расчете потери энергии

бомбардирующей частицы на единицу длины пробега

в мишени [1,2]. В работе [3] было показано, что в

случае ионов водорода, проходящих через золотую плен-

ку, средняя длина траектории иона может в 2.5 раза

превышать толщину пленки. Значительное отклонение

длины траектории от толщины пленки авторы объяснили

эффектом многократных упругих столкновений ионов

с атомами мишени. Значения отношения L/D не мо-

гут быть получены непосредственно из компьютерных

программ [4–7]. В настоящей работе авторы исследуют

зависимость отношения L/D от энергии и массы ионов

с помощью программы PAOLA [8], а также путем

теоретических расчетов.

1. Компьютерное моделирование

Мы рассматриваем мишень, расположенную между

плоскостями x = 0 и x = D. Ионы энергии E0 и мас-

сы M1 падают перпендикулярно на поверхность x = 0,

входят в мишень и испытывают упругие столкновения с

неподвижными атомами мишени массы M2. В результате

столкновений одни ионы возвращаются к поверхно-

сти x = 0, выходят из мишени и рассматриваются как

отраженные. Другие ионы выходят через поверхность

x = D и рассматриваются как прошедшие через ми-

шень. Нашей целью является рассчитать средний пробег

прошедших ионов L, вычислить отношение L/D ≥ 1

и проанализировать зависимость отношения L/D от

энергии ионов E0 и отношения масс A = M1/M2.

Для решения задачи мы применили программу

PAOLA, использующую атомный потенциал Мен-

синг [9–12], для которого энергия взаимодействия двух

зарядов на расстоянии r равна

U(r) = U0

(τ0

r
− 1

)

при r ≤ r0, (1)

U(r) = 0 при r ≥ r0, r0 — радиус действия потенциала.

В работах [7,10] величины U0 и r0 рассматрива-

лись как подгоночные параметры. Значения параметров

определялись из условия совпадения потенциала (1) со

значениями истинного потенциала и его производной в

точке наибольшего сближения при лобовом столкнове-

нии частиц.

Выбор того или иного вида атомного потенциала

является важнейшим шагом при создании любой ком-

пьютерной программы. Так называемый ZBL-потенциал

представляет собой суперпозицию четырех экранирован-

ных кулоновских потенциалов

UZBL(r) =
Z1Z2e2

r

4
∑

k=1

ck exp
(

−dk
r
a

)

, (2)

(Z1 и Z2 — порядковые номера ионов и атомов мише-

ни, e — заряд электрона, a — длина экранирования)
и содержит восемь параметров ck и dk [7]. Недавно

предложенный DFT-потенциал отличается от (2) на-

личием притягивающего множителя [13,14], который

важен для столкновений ионов малых энергий. Потен-

циал (1) содержит только два подгоночных параметра

и не обладает точностью ZBL-потенциала. Но зато для
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потенциала (1) все характеристики упругого рассеяния

могут быть выражены в виде аналитических формул как

в классическом приближении [10,12], так и в квантово-

механическом [9,11]. Например, дифференциальное се-

чение рассеяния, выраженное через угол рассеяния в

системе центра масс ω, имеет вид

dσ =
2(1 + ǫ) sinωdω

[2 + ǫ(1 − cosω)]2
, (3)

где

ǫ = 4ε(1 + ε), ε = E/U0 (4)

— приведенная энергия.

Перед каждым упругим столкновением код генерирует

три случайных числа R1, R2, R3, расположенных между

нулем и единицей. Эти числа определяют средний про-

бег иона между двумя последовательными столкновени-

ями, а также полярный и азимутальный углы рассеяния в

данном упругом столкновении. Согласно газовой модели

парных столкновений, расстояние, пройденное ионом

между двумя столкновениями, равно

λ = λ0 ln(1/R1), (5)

где λ0 — длина свободного пробега. Угол рассеяния в

системе центра масс определяется уравнением

cosω =
(2 + ǫ)R2 − 1

1 + ǫR2

. (6)

Угол рассеяния в лабораторной системе координат �

имеет вид

cos� =
A + cosω

(1 + 2A cosω + A2)1/2
. (7)

Если обозначить через µ косинус угла между скоростью

иона и внутренней нормалью к поверхности мишени, то

после упругого столкновения значение µn преобразуется

в значение µn+1 в соответствии с уравнением

µn+1 = µn cos�− (1− µ2
n)

1/2 sin� cos(2πR3). (8)

При выходе иона из мишени пробег корректируется с

учетом соответствующего геометрического фактора.

2. Теоретическое исследование

Функция распределения ионов в мишени f (x , µ, t)
зависит от глубины проникновения иона в мишень x ,
угла θ между скоростью иона и нормалью к поверхности

мишени, µ = cos θ, и пробега иона t . В случае A = 0

(масса иона значительно меньше массы атома мишени)
и взаимодействия по закону твердых сфер уравнение

переноса имеет вид

µ
∂ f (x , µ, t)

∂x
+

∂ f (x , µ, t)
∂t

+ f (x , µ, t) =

=
1

2

1
∫

−1

f (x , µ, t)dµ. (9)

Преобразование Лапласа

F(x , µ) =

∞
∫

0

f (x , µ, t)e−stdt (10)

дает

µ
∂F(x , µ)

∂x
+ (1 + s)F(x , µ) =

1

2

1
∫

−1

F(x , µ)dµ. (11)

Уравнение (11) представляет собой задачу Чандрас-

екара [15], и коэффициент отражения ионов в случае

полубесконечной мишени может быть представлен в

аналитической форме

RN(s) = 1− H(w0)(1− w0)
1/2, w0 = 1/(1 + s), (12)

где H — функция Чандрасекара. При малых s получаем

RN(s) = 1− const
√

s, s ≪ 1, (13)

и средний пробег отраженных ионов оказывается беско-

нечным,

L = lim
s→0

RN(0) − RN(s)

sRN(s)
= ∞. (14)

Это связано с тем, что в полубесконечной мишени

отраженный ион может пересекать плоскость x = D
несколько раз. В мишени конечной толщины ион пересе-

кает плоскость x = D только однажды, в момент выхода

из мишени, и средний пробег становится конечным.

Для решения уравнения (11) в случае мишени конеч-

ной толщины мы выберем четыре дискретных значения

угловой переменной, µ = 1, 1/3,−1/3,−1, и обозначим

соответствующие значения функции распределения F1,

F2, F3, F4. Тогда уравнение (11) записывается в ви-

де системы четырех обыкновенных дифференциальных

уравнений



















F ′

1 + (1 + s)F1 = Q,

F ′

2/3 + (1 + s)F2 = Q,

−F ′

3/3 + (1 + s)F3 = Q,

−F ′

4 + (1 + s)F4 = Q,

(15)

Q =
F1 + 2F2 + 2F3 + F4

6
, (16)

где Q представляет собой формулу трапеций для при-

ближенного вычисления интеграла в правой части урав-

нения (11).
Граничные условия для системы уравнений (15):

F1(0) = 1, F2(0) = 0, (17)

F3(D) = 0, F4(D) = 0, (18)

соответствуют нормальному падению ионов на поверх-

ность x = 0, и отсутствию ионов, входящих в мишень

через поверхность x = D.
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Рис. 1. Зависимости отношения L/D от толщины мишени D
для потенциала твердых сфер и различных отношений масс:

A = 0 (кривая 1), 1 (2), 2 (3). Штриховая линия — форму-

ла (23).

Решение системы уравнений (15) имеет вид

Fk(x) =

4
∑

m=1

CmYkm exp(−λmx), k = 1, 2, 3, 4, (19)

где Ykm — собственные векторы, λm — собственные

значения, получаемые из биквадратного уравнения

3λ4 − (1 + s)(11 + 30s)λ2 + 27s(1 + s)3 = 0. (20)

Коэффициенты Cm определяются из граничных усло-

вий (17), (18). Коэффициент прохождения ионов равен

TN(D, s) =

1
∫

0

µF(D, µ)dµ = F1(D) +
2

3
F2(D), (21)

и средний пробег прошедших ионов вычисляется как

предел

L = lim
s→0

TN(0) − TN(s)

sTN(s)
. (22)

Решение задачи (15)−(18) для четырех дискретных

потоков было получено полностью в аналитическом

виде, но оно имеет довольно громоздкий вид. Прибли-

женно окончательный результат с точностью 1% можно

записать в виде формулы

L
D

= 1 +
5D(D + 1)

12D + 5
. (23)

3. Результаты

Рис. 1 изображает зависимость отношения среднего

пробега ионов к толщине мишени от отношения масс

и толщины мишени при малых энергиях ионов (взаи-
модействие по закону твердых сфер). Отношение L/D
увеличивается с толщиной мишени и при уменьшении

массы ионов. В случае тяжелых ионов (A ≫ 1) упругое

рассеяние происходит только на малые углы, и кривые

L/D стремятся к единице. Пунктиром изображена функ-

ция (23), относящаяся к случаю A = 0. Можно показать,

что при дальнейшем увеличении числа дискретных по-

токов расхождение между теоретическим результатом и

результатом компьютерного моделирования уменьшает-

ся и не превышает погрешности метода Монте-Карло.

Рис. 2 демонстрирует зависимость отношения L/D
от энергии ионов при фиксированной толщине мишени.

Отношение достигает наибольших значений при малых

энергиях. При больших энергиях рассеяние становится

близким к резерфордовскому, все ионы движутся почти
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Рис. 2. Зависимости отношения L/D от приведенной энер-

гии ε для нормированной толщины мишени D = 10 при

различных отношениях масс: A = 0 (кривая 1), 0.5 (2), 1 (3),
1.5 (4).
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Рис. 3. Зависимость отношения L/d от энергии ионов E0 для

комбинации H−Au при толщине золотой пленки d = 200A.

Сплошная линия — программа PAOLA, маркеры — результа-

ты расчетов [3].

по прямой, и их пробеги равны толщине мишени. При

этом все кривые стремятся к прямой L/D = 1.

На рис. 3 приведены результаты расчета зависимости

отношения L/d от энергии ионов водорода, бомбарди-

рующих золотую пленку толщиной d = 200�A. Средний

пробег между двумя последовательными столкновения-

ми и радиус отсечки мы выбрали равными друг другу:

λ0 = r0 = 4�A. При таком выборе нормированная тол-

щина мишени и атомная единица энергии оказываются

равными D = d/λ0 = 50 и U0 = 284 eV, что дает возмож-

ность пользоваться в компьютерном расчете формула-

ми (4) и (6). Согласие наших расчетов с расчетами [3]
можно считать удовлетворительным. Заметное различие

результатов при малых энергиях может быть связано

либо с присутствием в DFT-потенциале отрицательной

притягивающей области, либо с различными значениями

энергии сублимации.

Заключение

Методом компьютерного моделирования показано,

что средний пробег ионов, прошедших через мишень

конечной толщины, может в несколько раз превышать

толщину мишени. Эффект оказывается особенно за-

метным для малых энергий ионов и в случае, когда

масса иона значительно меньше массы атома мишени.

Результаты существенно зависят от значения средне-

го пробега иона λ0 между двумя последовательными

столкновениями. Это отличается от рассеяния ионов в

полубесконечной мишени, при котором иногда получен-

ные результаты вообще не зависят от λ0. Построена

теория явления, основанная на приближении решении

интегро-дифференциального уравнения переноса мето-

дом дискретных потоков. Отклонения величины L/D от

единицы необходимо учитывать при экспериментальном

измерении тормозной способности вещества.
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