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Рассматриваются развитые стадии неустойчивости Тонкса−Френкеля свободной заряженной поверхности

проводящей жидкости, когда из-за заострения границы масштаб задачи уменьшается до микроскопического

и определяющую роль начинают играть вязкие эффекты. В такой ситуации для изучения течения

жидкостей зачастую используется приближение Стокса. Однако, как показано, спецификой неустойчивости

Тонкса−Френкеля с характерным для нее взрывным поведением ряда физических величин является

некорректность ее анализа в рамках этого приближения. Корректное описание динамики жидкости при

формировании сингулярности требует использования полных уравнений Навье−Стокса.
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Свободная поверхность проводящей жидкости

неустойчива в достаточно сильном внешнем электри-

ческом поле [1–3]. Механизм этой неустойчивости —

неустойчивости Тонкса−Френкеля (ТФ) — следующий:

под действием поля напряженностью E на границе

жидкости индуцируется свободный поверхностный

электрический заряд плотностью σ = ε0E , где ε0 —

электрическая постоянная. Взаимодействие поля с этим

зарядом приводит к появлению силы, направленной от

жидкости наружу, действие которой удобно описать, вве-

дя электростатическое давление pE = σE/2 = ε0E2/2.

При деформации границы напряженность поля на

гребнях волн будет превышать напряженность во

впадинах. Возникает градиент давления pE , приводящий

к дальнейшей деформации границы. Если пренебречь

влиянием поля тяжести, то для неограниченной плоской

поверхности неустойчивы моды с волновыми числами

k < kc = ε0E2
0/α, где E0 — напряженность внешнего

поля (предполагается, что оно однородно и направлено

по нормали к невозмущенной — плоской — границе),
α — коэффициент поверхностного натяжения. В области

k > kc , т. е. для мелкомасштабных возмущений границы,

неустойчивость подавляется капиллярными силами.

Важнейшей особенностью неустойчивости ТФ явля-

ется ее взрывной характер. На нелинейных стадиях

происходит формально неограниченное заострение по-

верхности, приводящее за конечное время к обраще-

нию в бесконечность кривизны поверхности, локального

электрического поля и скорости жидкости [4–7]. За-

вершает гидродинамическую стадию эволюции системы

формирование конического острия. Для дальнейшего

описания уже требуется учитывать эмиссионные про-

цессы, которые будут определять поведение системы

при локальных полях ∼ 108 V/cm и выше [8]. Обратим
внимание на то, что не следует путать стационарные

конические образования (обычные конусы Тейлора [9])
и динамические конусы, возникающие на финальных

стадиях развития неустойчивости [10].
При формировании конического острия характерный

пространственный масштаб задачи (λ) радикально меня-

ется. По оценкам [7] с начала развития неустойчивости

до поздних стадий, когда инициируются эмиссионные

процессы, он уменьшается на шесть порядков (с 10−2

до 10−8 m), при этом характерное время (τ ) меняется

еще существеннее — на девять порядков (реализуется
скейлинг τ 2

∝ λ3). При настолько значимом изменении

пространственного и временно́го масштабов численные

методы становятся неэффективными, и в пределе λ → 0

и τ → 0 неустойчивость ТФ можно исследовать лишь

аналитически. Ключевыми задачами такого исследова-

ния будут определение характера поведения основных

физических величин вблизи сингулярности и нахожде-

ние предельного угла формирующегося конуса. Настоя-

щая работа посвящена анализу корректности различных

подходов к решению этих задач.

Если на начальных стадиях развития неустойчиво-

сти — в макромасштабе — жидкость можно считать иде-

альной, т. е. пренебрегать ее вязкостью, то на финальных

стадиях — в микромасштабе — вязкие эффекты неиз-

бежно начнут играть ведущую роль [5–7]. В терминах

числа Рейнольдса Re = ρλ2/(ητ ), где ρ — плотность

жидкости, η — динамическая вязкость, с учетом скей-

линга τ 2
∝ λ3 имеем Re ∝ λ1/2. Число Re уменьшается

в процессе эволюции системы, т. е. с уменьшением

масштабов λ и τ (в качестве оценки для λ можно взять

радиус кривизны вершины формирующегося острия, для
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τ — время, остающееся до момента формирования

сингулярности). Как известно, при достаточно малых

Re вязкие эффекты доминируют над динамическими.

Понятно, что ввиду чрезвычайной сложности аналити-

ческого исследования течений жидкости со свободной

границей будет ценно любое обоснованное упрощение

в описании нелинейных стадий неустойчивости ТФ.

Возникает вопрос, можно ли как-то использовать вывод

о доминировании вязких эффектов.

Естественным упрощением представляется использо-

вание приближения Стокса, т. е. переход к формальному

пределу Re = 0 (см. пример его использования для

электрогидродинамики микромасштабов в [11]). При-

менительно к неустойчивости заряженной поверхности

проводящей жидкости стоксовское приближение исполь-

зовалось в работах [12,13]. В них было продемонстри-

ровано, что на поверхности заряженных и нейтральных

капель в электрическом поле за конечное время фор-

мируются конические острия. Сделан вывод, что для

напряженности поля на вершине острия реализуется

скейлинг E ∝ τ −1/2, обусловленный балансом между

электростатическими и вязкими силами. Для скорости

жидкости u и масштаба λ справедливо u ∝ λ/τ ∝ τ χ−1,

где χ — некоторый показатель. Примечательно, что зна-

чение χ не удается однозначно определить в рамках ис-

пользованного в [12,13] стоксовского приближения. Угол

формирующегося конуса (β) также не универсален: на

него влияют начальные условия (обычно 50 6 β 6 60◦).
Отметим, что выявленные неопределенности в показа-

теле χ и угле β взаимосвязаны. В терминах масштаба λ

локальная напряженность поля удовлетворяет скейлин-

гу E ∝ λ−1/(2χ), а тогда потенциал поля — скейлингу

ϕ ∝ Eλ ∝ λ1−1/(2χ). Как следует из известного решения

для распределения потенциала поля вокруг проводяще-

го конуса [7,13], справедлива зависимость ϕ ∝ λγ , где

показатель γ связан с углом конуса β соотношением

Pγ

(

− cos(β/2)
)

= 0. Здесь Pγ — функция Лежандра

порядка γ , а при изменении угла от 0 до π показатель

растет от 0 до 1. Поскольку в обсуждаемом случае

γ = 1− 1/(2χ), неопределенность в χ обусловливает

неопределенности для γ и β .

В [5] был предложен для случая идеальной жидкости,

а в [7] обобщен на случай вязкой жидкости подход к ана-

лизу развитых стадий неустойчивости ТФ, основанный

на следующем приеме: связь между пространственным и

временны́м масштабами находится из закона дисперсии

линейных поверхностных волн, а влияние нелинейности

учитывается заменой внешнего поля E0 на локальное

поле E . Такой подход, несмотря на его простоту, поз-

воляет учесть, что рост напряженности поля на вер-

шине формирующегося острия приводит к изменению

спектра неустойчивых мод. В итоге удается описать

процесс изменения (уменьшения) масштабов λ и τ при

образовании сингулярности. Применение этого подхода

для идеальной жидкости позволило выявить упомяну-

тый выше скейлинг τ 2
∝ λ3 и установить, что угол

динамического конуса совпадет с углом статического

конуса Тейлора 98.6◦ . Эти результаты согласуются как с

результатами экспериментов [10], так и с численными

расчетами в пределе больших Re [5,6]. Для вязкой

жидкости в рамках модели Навье−Стокса обсуждае-

мый подход предсказывает втрое меньший предельный

угол β ≈ 33.1◦ при сохраняющемся скейлинге, соот-

ветствующем χ = 2/3. Это противоречит результатам,

полученным в стоксовском пределе: согласно [12,13],
величины β и χ не являются универсальными и зависят

от начальных условий. Разберемся, в чем причина такого

несоответствия и какому подходу следует доверять.

Закон дисперсии электрокапиллярных волн для вязкой

жидкости, соответствующий апериодическому режиму

движения, имеет для модели Навье−Стокса следующий

вид [7,14,15]:

ρ
(

γ + 2ηk2/ρ
)2

− ε0E2
0k2 + αk3

= 4ρ−1/2η3/2k3
√

γ + ηk2/ρ, (1)

где γ > 0 — вещественный инкремент неустойчи-

вости (для сравнения см. [16] для гравитационных

и [17] для капиллярно-гравитационных волн). Рас-

сматривая предельный случай Re = 0, можно из (1)
получить закон дисперсии для приближения Сток-

са. Поскольку Re ∝ ργ/(ηk2), это приближение ре-

ализуется в формальном пределе ρ → 0. Получим

γ =
(

ε0E2
0 − αk

)

/(2η) = α(kc − k)/(2η).
Как видно, γ > 0, т. е. поверхность неустойчива, при

k < kc (вязкость не влияет на диапазон неустойчивых

волновых чисел). Особенностью стоксовского предела

является то, что максимум инкремента неустойчивости

всегда приходится на k = 0. Он равен γSt = ε0E2
0/(2η).

Для дальнейшего анализа удобно использовать безраз-

мерные переменные κ = k/kc и Ŵ = γ/γSt. Закон диспер-

сии в приближении Стокса принимает тогда компактный

вид

Ŵ = 1− κ. (2)

Для исходной модели Навье−Стокса имеем

(

Ŵ + 2δ2κ2
)2

− 2δ2κ2(1− κ) − 4δ3κ3
√

Ŵ + δ2κ2 = 0,

(3)
где мы ввели безразмерный управляющий параметр

δ = 21/2ε
1/2
0 ρ−1/2α−1ηE0. Этот параметр можно интер-

претировать как отношение характерных инкрементов

для идеальной (γid ∝ ε
3/2
0 E3

0/(αρ
1/2), см. [5,7]) и сильно

вязкой (γSt) жидкостей, т. е. δ ∝ γid/γSt .

Рассмотрим, как меняется описываемая (3) связь ин-

кремента Ŵ и волнового числа κ с изменением параметра

δ, т. е. фактически с изменением приложенного поля

E0. При δ > 1 закон дисперсии (3), соответствующий

модели Навье−Стокса, аппроксимируется с хорошей

точностью выражением, разрешенным относительно ин-

кремента:

Ŵ ≈ 2δκ

(

√

3− 3κ + δ2κ2 − δκ

)

/3. (4)
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Зависимости (4) инкремента неустойчивости Ŵ от волно-

вого числа κ, соответствующие модели Навье−Стокса, для

δ = 2, 6, 20, 100 (цветные кривые), а также зависимость (2),
соответствующая режиму Стокса (черная прямая). Цветной

вариант рисунка представлен к электронной версии статьи.

На рисунке показаны описываемые (4) зависимости Ŵ(κ)
для δ = 2, 6, 20, 100 (цветные кривые). На рисун-

ке также приведена зависимость (2), соответствующая

приближению Стокса (черная прямая). Видно, каким

образом реализуется предельный переход от модели

Навье−Стокса к стоксовскому приближению: с ростом

δ в области 0 < κ 6 1 зависимости (4) асимптотически

приближаются к линейной зависимости (2).

На первый взгляд иллюстрируемая рисунком транс-

формация зависимости Ŵ(κ) при вариации параметра δ

свидетельствует в пользу корректности использования

приближения Стокса для описания развитых стадий

неустойчивости ТФ. Однако это не так. Предельного

перехода не происходит в точке κ = 0. В ней для

приближения Стокса справедливо Ŵ = 1, а для модели

Навье−Стокса при любых δ имеем Ŵ = 0. Обсудим,

как проявится такое несоответствие при формировании

сингулярности.

Определяющую роль в развитии неустойчивости ТФ

играет так называемая доминантная мода, которая об-

ладает наибольшим инкрементом, т. е. соответствует

условию экстремума δŴ/∂κ = 0 (обозначим соответству-

ющие инкремент и волновое число как Ŵd и κd или

γd ≡ ŴdγSt и kd ≡ κdkc в размерном виде). Как след-

ствие, уже на линейных стадиях неустойчивости в итоге

конкуренции различных мод из диапазона 0 < κ < 1

”
победит“, т. е. разовьется до большей амплитуды, мода

κd . Именно она будет определять характерный масштаб.

Рост острия приводит к увеличению напряженности

поля на его вершине. Понятно, что на нелинейных

стадиях неустойчивости поведение жидкости вблизи

вершины будет определяться уже не внешним полем

E0, а значительно превышающим его локальным полем

E . Фактически это приведет к тому, что управляющий

параметр δ задачи не будет константой. Если положить,

что он определяется локальным полем E , то его вели-

чина будет расти в процессе развития неустойчивости,

а это приведет к трансформации закона дисперсии.

Тогда рисунок можно интерпретировать как эволюцию

закона дисперсии с ростом локального поля на вершине

выступа. Принципиально важно, что будет меняться

положение максимума зависимости Ŵ(κ), т. е. параметры
доминантной моды неустойчивости.

Находим из (4) при больших δ в основном порядке:

κd ≈ (3/2)1/3δ−2/3, Ŵd ≈ 1− (3/2)4/3δ−2/3, т. е., как это

видно и из рисунка, κd → 0 и Ŵd → 1 при δ → ∞. Может

сложиться неверное впечатление, что происходит пере-

ход к режиму Стокса, для которого доминантной модой

является κ = 0, а для нее Ŵ = 1. В действительности

в исходных размерных переменных получим (здесь мы

заменили внешнее поле E0 локальным полем E)

kd ≈

(

3ρε20E4

4αη2

)1/3

, γd ≈

ε0E2

2η
−

34/3ε
2/3
0 E4/3ρ1/3α2/3

28/3η5/3
.

(5)

Таким образом, kd ∝ E4/3, и с ростом поля величина

kd будет расти. Как следствие, положение максимума в

модели Навье−Стокса удаляется от такового (k = 0) для
режима Стокса.

Из (5) вытекает связь E ∝ λ−3/4 между масштабом

задачи λ ∝ 1/kd и локальным полем. Она в силу скей-

линга E ∝ λ−3/4 соответствует χ = 2/3. Таким образом,

показатель χ при использовании модели Навье−Стокса

определяется однозначно. В недавней работе [7] было

показано, что такое значение χ соответствует предель-

ному углу конуса β ≈ 33.1◦ : для него выполняется

условие Pγ

(

− cos(β/2)
)

= 0 при γ = 1− 1/(2χ) = 1/4.

Отметим, что заострение вершины выступа можно

интерпретировать как уменьшение пространственного

масштаба λ ∝ 1/kd вследствие увеличения волнового

числа доминантной моды. В рамках модели Стокса

такая интерпретация не имеет смысла, поскольку сдвига

максимума в законе дисперсии не происходит; максимум

всегда приходится на k = 0.

Подведем итоги нашего анализа. На финальных ста-

диях развития неустойчивости ТФ, когда характерный

пространственный масштаб неограниченно уменьшается

за счет заострения поверхности, существенную роль

начинают играть вязкие эффекты. Их влияние приводит

к тому, что инкремент неустойчивости в основном по-

рядке растет как γd ≈ ε0E2/(2η), т. е. как в стоксовском

режиме [12,13]. В это выражение не входит коэффициент

поверхностного натяжения α, отсюда следует вывод,

что реализуется динамический баланс между вязкими

и электростатическими силами. Качественным отличи-

ем предела Стокса от модели Навье−Стокса является

вырождение доминантной моды неустойчивости. Для

уравнений Навье−Стокса в зависимости инкремента от

волнового числа имеется максимум, приходящийся на

конечное значение волнового числа kd ∝ E4/3, которое
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растет на вершине выступа за счет увеличения локаль-

ного поля E . Для режима Стокса максимум инкремен-

та всегда приходится на k = 0 и соответственно не

сдвигается. Именно по этой причине в рамках модели

Стокса невозможно однозначно определить значение

показателя χ в зависимости λ ∝ τ χ . Для более общей

модели Навье−Стокса однозначно получается χ = 2/3.

Можно заключить, что приближение Стокса не опи-

сывает корректно финальные стадии развития неустой-

чивости ТФ и необходимо использовать полные урав-

нения Навье−Стокса. Только они позволяют адекватно

описать динамику жидкости на стадии формирования

сингулярности, в том числе определить предельный угол

формирующегося конического острия.
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