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Для рентгенооптических схем с зеркалами описываемыми поверхностями второго порядка трассировка

лучей может быть проведена явным образом. Рассмотрена схема Шварцшильда двух типов — схемa с

неконцентрическими сферическими зеркалами и схема, в которой первое зеркало является эллипсоидом

вращения. Полученные точные решения проанализированы с помощью систем символьной алгебры, что

позволило в некоторых случаях вычислить аберрации высоких порядков, например, все аберрации пятого

порядка. Для схемы Шварцшильда со сферическими зеркалами показано, что приближенные решения хорошо

сходятся к точным. Для схемы с одним эллиптическим зеркалом вычислены аберрации третьего порядка и

рассмотрены условия апланатичности.
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Введение

В связи со значительным прогрессом в технологии

нанесения многослойных зеркальных покрытий (см., на-
пример, таблицы с рекордными коэффициентами отра-

жения в [1,2]) оптические схемы с отражающей рент-

геновской оптикой получают все большее распростра-

нение, начиная с рентгеновской микроскопии и лито-

графии и заканчивая рентгеновской астрономией. Оп-

тические схемы рентгеновского диапазона имеют свои

особенности. Даже для рекордных коэффициентов отра-

жения многослойных зеркал в рентгеновском диапазоне

длин волн, таких, как, например, 72% на длине волны

λ = 11.2 nm интенсивность рабочего излучения быстро

(экспоненциально) падает с увеличением количества

зеркал. Таким образом, количество используемых зеркал

жестко ограничено. Еще одной особенностью рентге-

новской оптики является высокий уровень требований

к допустимым отклонениям поверхности зеркала от

заданного профиля вследствие малой рабочей длины

волны, например, по критерию Марешаля меньше, чем

λ/14. Изготовление и метрология зеркал с большими

отклонениями от сферической формы на таком уровне

требует колоссальных затрат и сопряженo с большими

трудностями [3]. Наконец, следует отметить, что мно-

гослойные зеркала для оптики нормального падения не

допускают большого разброса углов падения в силу

необходимости выполнения условия Брэгга-Вульфа.

Таким образом, в отличие от оптических схем для

длин волн вплоть до глубокого ультрафиолета, зеркаль-

ные рентгенооптические схемы в большинстве случаев

имеют относительно простую геометрию. Как пример,

можно привести двухзеркальную шварцшильдовскую

схему, которая в самом простом своем варианте ис-

пользует два сферических зеркала. В такой ситуации с

теоретической точки зрения вполне уместно задаться

вопросом, какие свойства простых зеркальных систем

могут быть описаны явным образом без использова-

ния численного моделирования. Аналитические расче-

ты свойств схемы Шварцшильда были произведены в

работах [4–7] для концентрических и неконцентриче-

ских конфигураций. В этих работах была вычислена

сферическая аберрация третьего и пятого порядков, а

также получены аберрации Зейделя третьего порядка

в апланатических точках. В работе [7] предложено в

качестве критерия использовать наименьший диаметр

пятна рассеяния точки, находящейся на оптической оси.

Целью настоящей работы является выработка систе-

матического подхода к рассмотрению в рамках геомет-

рической оптики простых зеркальных схем, основываю-

щегося на следующих наблюдениях:

• при трассировке луча точка его пересечения с

поверхностью c заданной квадрикой может быть найдена

в явном виде;

• трассировка проводится с помощью рекурсивного

определения отображений, описывающих оптическую

конфигурацию луча от поверхности к поверхности;

• использование компьютерной алгебры позволяет

нам работать с достаточно громоздкими выражениями,

которые мы не смогли бы обработать вручную.

Таким образом, для небольшого количества зеркал —

одного или двух — можно получать явные выражения

для оптической конфигурации лучей, отображаемых от
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плоскости предмета к плоскости изображения. Такого

рода выражения можно далее использовать для оценки

точности численных методов трассировки, рассмотрения

зависимости аберраций Зейделя от параметров оптиче-

ской схемы, предварительной оптимизации оптических

схем и так далее.

В разд. 1 мы дадим подробное описание методики, ис-

пользуемой нами для аналитической трассировки лучей.

В разд. 2 мы рассмотрим хорошо известную двухзер-

кальную схему Шварцшильда со сферическими зерка-

лами, вычислим аберрации высоких порядков, включая

пятый, и рассмотрим вопрос сходимости параксиального

разложения к точному решению. В разд. 3 мы рассмот-

рим схему Шварцшильда, в которой первое зеркало

представляет собой эллипсоид вращения, и попытаемся

оценить, насколько связанное с этим увеличение числа

степеней свободы для задания оптической конфигурации

позволяет улучшить качество оптического отображения.

1. Описание метода аналитической
трассировки

Как известно, задача трассировки лучей через оптиче-

скую систему в рамках геометрической оптики сводится

к последовательному вычислению условия пересечения

лучом оптической поверхности и определению направ-

ления отраженного или преломленного луча. Для удоб-

ства, мы будем рассматривать оптическую конфигура-

цию лучей с использованием гамильтонова формализма

(см. §18 книги [8]). Неявно мы всегда предполагаем, что

коэффициент преломления среды равен единице. Пусть

плоскость предмета параллельна плоскости xy и пере-

секает ось z в точке z Ob j . Предположим, что искомый

луч исходит из точки r
(0) = (x , y, z Ob j), по направлению,

заданному вектором единичной длины (направляющим

вектором) d̂
(0) = (p, q,

√

1− p2 − q2) (в сферических

координатах направление луча также можно записать

как d̂
(0) = (sinα cos β, sinα sin β, cosα)). Заметим, что

конфигурация луча полностью определяется вектором

ω = (x , y, p, q). Сам луч вплоть до точки пересечения

со следующей оптической поверхностью описывается

выражением r
(0) + td̂(0).

При проведении трассировки от оптической поверхно-

сти i к оптической поверхности i + 1 нам необходимо:

а) вычислить точку пересечения r
(i+1) луча r

(i) + td̂(i) со

следующей оптической поверхностью, б) при отражении

луча от зеркала вычислить направление отраженного

луча d̂
(i+1). Допустим, что уравнение оптической по-

верхности задается неявным образом как F(r) = 0, где

r = (x , y, z ). Тогда точка пересечения луча и поверхно-

сти находится с помощью решения t∗ (не обязательно

единственного) уравнения

F(r(i) + t∗d̂(i)) = 0, (1)

как r
(i+1) = r

(i) + t∗d̂(i). Для нахождения направления

отраженного луча с помощью соотношения

d̂
(i+1) = d̂

(i) − 2〈d̂(i), n̂(i+1)〉 n̂(i+1) (2)

нам нужно знать нормальное направление n̂
(i+1) к зер-

калу в точке r
(i+1), которое вычисляется как градиент

функции F(x , y, z ). Отметим, что как направления луча

d̂
(i), так и нормальные направления n̂

(i) являются еди-

ничными векторами.

В некоторых случаях уравнение (1), определяющее

точку пересечения, может быть решено в явном виде.

А именно, явные решения возможны, по крайней мере

теоретически, в случае, если функция F(x , y, z ) является
полиномом не выше четвертой степени. Так как явные

выражения для решений уравнений четвертой степени

чрезвычайно громоздки, мы на данный момент ограничи-

лись рассмотрением следующих поверхностей вращения

вокруг оси z не выше второго порядка:

• сферическая поверхность

F(x , y, z ) = x2 + y2 + z 2 − R2,

• эллипсоид вращения

F(x , y, z ) =
x2

a2
+

y2

a2
+

z 2

b2
− 1,

• двуполостной гиперболоид вращения

F(x , y, z ) =
x2

a2
+

y2

a2
− z 2

b2
+ 1,

• сферический параболоид

F(x , y, z ) =
x2

a2
+

y2

a2
− 2z .

Заметим, что вышеприведенные способы записи оп-

тических поверхностей можно при желании приводить

к более удобному виду при помощи сдвигов системы

координат. Еще одним соображением в пользу ограни-

чения порядка оптической поверхности является сниже-

ние неопределенности, вызваной, в случае поверхности

высокого порядка, необходимостью выбора одного из

нескольких решений уравнения (1).
Обычно трассировка лучей производится от плоскости

предмета к плоскости изображения, которую мы также

предполагаем параллельной плоскости xy и пересека-

ющей ось z в точке z Img . При этом вычисление точек

пересечения с зеркалами и направлений отраженного

луча происходит рекурсивно. Предполагая, что оптиче-

ская поверхность с индексом i последняя, от которой

отражается луч перед тем как пересечь плоскость изоб-

ражения, мы получим следующее выражение для точки

r
(Img), в которой луч пересекает плоскость изображения:

r
(Img) = r

(i) +
z Img − r (i)

z

d̂(i)
z

d̂
(i).
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Здесь, r (i)
z и d̂(i)

z обозначают проекции векторов r
(i)

и d̂
(i) на ось z . Уточним, что направление d̂

(Img) лу-

ча, пересекающего плоскость изображения, совпадает

с направлением d̂
(i) луча, отраженного от последней

оптической поверхности. Так как в плоскости изоб-

ражения оптическая конфигурация луча описывается

координатами точки пересечения луча и плоскости

(X ,Y ), а также проекциями направления луча (P, Q)
на оси x и y , мы получаем описание оптического

отображения �(x , y, p, q) : R4 −→ R
4 как состоящего из

четырех функций X(x , y, p, q), Y (x , y, p, q), P(x , y, p, q),
Q(x , y, p, q). Для осесимметричных систем отображе-

ние �(x , y, p, q) является инвариантным по отношению

к вращениям вокруг оси z . Кроме того, поскольку

рассматриваемая система гамильтонова, имеет место

сохранение фазового объема. Оба этих требования на-

лагают значительные ограничения на возможные опти-

ческие отображения. Отметим, что при расчете лин-

зовых систем все замечания, касающиеся вычисления

точек пересечения трассируемого луча с оптическими

поверхностями при помощи уравнения (1), остаются

в силе, а закон отражения (2) нужно заменить на

закон Снеллиуса. Выражения, полученные для линзовых

систем, при этом выходят более громоздкими в силу

большей алгебраической сложности формулы Снеллиуса

и наличия двух оптических поверхностей в одной линзе.

Несмотря на кажущуюся элементарность вышеопи-

санного подхода, после одного-двух шагов явные вы-

ражения для оптической конфигурации трассируемого

луча становятся настолько громоздкими, что их уже

почти невозможно обрабатывать вручную. Для рабо-

ты с такими выражениями можно использовать систе-

мы компьютерной алгебры, такие как Mathematica [9]
(использованная при подготовке настоящей работы),
Maple, а также недавно разработанный програмный

пакет Symbolica. В следующих разделах мы рассмотрим

несколько примеров такого использования. В заклю-

чительном разделе мы подведем итоги и предложим

обощение использованного в настоящей работе метода

для зеркал общего вида.

2. Схема Шварцшильда со
сферическими зеркалами

Схема Шварцшильда (рис. 1) с двумя сферическими

зеркалами — одна из самых хорошо изученных зеркаль-

ных оптических схем в рентгеновской оптике.

В нашей схеме мы предполагаем, что первое вогнутое

зеркало центрировано у начала координат. Для упро-

щения вычислений мы следуем работе [7] и предпо-

лагаем, что радиус второго выпуклого зеркала равен

единице, в то время как радиус первого вогнутого задан

как свободный параметр R. Поскольку рассматриваемая

схема не обязательно концентрическая, центр второго

зеркала лежит на оси z в точке z = m. Заметим, что

с помощью компьютерной алгебры можно дать явное

выражение для оптического отображения. Ввиду гро-

моздкости, выражения для r
(Img)
x , r

(Img)
y , r

(Img)
z и d̂

(Img)
x ,

d̂
(Img)
y , d̂

(Img)
z были сохранены как текстовые ASCI файлы

формата .m (пакетный файл в Mathematica) размерами

50 и 83KB. На данный момент кажется, что такие явные

выражения можно использовать разве что для проверки

точности вычислений численных моделей оптических

схем. Тем не менее для дизайна оптических схем про-

екционных объективов рентгеновских литографов были

предложены подходы [10,11], в которых схемы со сфери-

ческими зеркалами используются для примерной оценки

пространства оптических и конструктивных параметров.

Выступая в качестве начальных условий для дальнейшей

оптимизации с использованием асферических поправок,

они позволяют определять, в силу малости поправок,

такие параметры, как размеры зеркал и их положения.

Можно надеятся, что использование точных решений

позволит лучше оценивать качество оптического отоб-

ражения для таких начальных конфигураций.

Чтобы получить более детальную информацию, мы

прибегнем к разложению оптического отображения

ω(x , y, p, q) в ряд Тейлора по переменным (x , y, p, q):

�(x , y, p, q)=

∞
∑

nx =0

∞
∑

ny =0

∞
∑

np=0

∞
∑

nq=0

�(nx , ny , np, nq)x
nx yny pnp qnq ,

(4)
где

�(nx , ny , np, nq) =
1

nx !ny !np!nq!

∂nx

∂xnx

∂ny

∂yny

∂np

∂ pnp

∂nq

∂qnq

×�(x , y, p, q)|(x ,y,p,q)=0.

Так как из-за осевой симметрии все члены с четными

степенями равны нулю, мы сначала вычислим члены

первого порядка. При этом положение параксиального

фокуса по z можно найти, приравнивая, например,

производную от X(x , y, p, q) по p к нулю и получая

следующее выражение:

z parax=
2mR+2m2R−4mz Ob j−4m2z Ob j+Rz Ob j+2mRz Ob j

R+2mR−2z Ob j−4mz Ob j +2Rz Ob j
.

(5)

Тогда матрица производных первого порядка в точке

(x , y, p, q) = 0 будет иметь следующий вид









∂x X ∂y X ∂pX ∂qX
∂xY ∂yY ∂pY ∂qY
∂x P ∂y P ∂pP ∂qP
∂x Q ∂y Q ∂pQ ∂qQ









=









1
a

0 0 0

0 1
a

0 0

b 0 a 0

0 b 0 a









+1z









b 0 a 0

0 b 0 a

0 0 0 0

0 0 0 0









, (6)
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Рис. 1. Схема Шварцшильда с двумя сферическими зеркалами. Радиус первого вогнутого зеркала R1 = 137.5mm, радиус

второго выпуклого зеркала R2 = 24mm. Расстояние между центром первого и второго зеркал m = 11.5mm. Плоскость предмета

z Ob j = −37.5mm обозначена голубым цветом, плоскость изображения z Ob j ≈ 211.8077mm — пурпурным.

где коэффициенты a и b заданы как

a =
R + 2mR − 2z Ob j − 4mz Ob j + 2Rz Ob j

R
,

b =
2 + 4m − 2R

R
.

Переменная 1z обозначает расстояние от параксиаль-

ного фокуса до плоскости изображения 1z = z − z parax .

Отметим, что приведенные выше формулы легко по-

лучить с помощью матричной оптики [12], тогда как

для вычисления аберраций более высокого порядка

становится необходимым использование компьютерной

алгебры.

Для схемы Шварцшильда со сферическими зеркалами

вычисление производных с помощью пакета Mathematica

на компьютере c процессором Intel Core i5-1235U и

оперативной памятью 16GB занимает несколько минут,

в то время как для вычисления всех производных пятого

порядка нужно уже несколько часов. По этой причине

мы пока вычислили более высокие производные, вплоть

до одинадцатого порядка, только для сферической абер-

рации и дисторсии, поскольку сложность вычислений

очень быстро растет с увеличением порядка производ-

ных. При этом для отдельных аберраций одинадцатого

порядка вычисление занимает несколько часов.

Так как схема Шварцшильда осесимметрична и инва-

риантна по отношению к отражениям, все допустимые

производные третьего порядка описываются двенадца-

тью вещественными параметрами. Кроме того, отобра-

жение �(x , y, p, q) должно сохранять фазовый объем,

что сокращает количество свободных параметров до

шести. Пять из них определяют компоненты X(x , y, p, q)
и Y (x , y, p, q) и соответствуют аберрациям Зейделя. По-

скольку выражения общего вида для неконцентрической

схемы Шварцшильда оказываются слишком громоздки-

ми, ограничимся тем, что приведем здесь выражения для

сферической аберрации

A = −
(R − 1)z 2

Ob j

R2 f (R, z Ob j)

×
(

R2(z Ob j + 1)2 − R(2 + 3z Ob j)z Ob j + z 2
Ob j

)

,

комы

B =
3(R − 1)z Ob j

R2 f (R, z Ob j)

×
(

R2(z Ob j + 1)2 − R(2 + 3z Ob j)z Ob j + z 2
Ob j

)

,

кривизны поля C

C = − R − 1

R2 f (R, z Ob j)
(R2(1 + 4z Ob j + 2z 2

Ob j)

−2R(2 + 3z Ob j)z Ob j + 2z 2
Ob j),

астигматизма D

D = − R − 1

R2 f (R, z Ob j)

×
(

R2(z Ob j + 1)2 − R(2 + 3z Ob j)z Ob j + z 2
Ob j

)

,

и дисторсии E

E = − R − 1

R2 f (R, z Ob j)

×
(

R(2 + 3z Ob j) − R2(z Ob j + 2) − z Ob j

)

,

в плоскости параксиального фокуса для концентриче-

ской схемы m = 0. В вышеприведенных выражениях

f (R, z Ob j) = (R − 2z Ob j + 2Rz Ob j). Из выражения для

сферической аберрации можно получить хорошо из-

вестные условия для точек апланатичности, которые в

общем случае также оказываются очень громоздкими и

поэтому не приводятся здесь. Заметим, что из вышепри-

веденных соотношений следует, что для концентриче-

ской схемы Шварцшильда в точках апланатичности

z (+)
Ob = − R

R +
√

R − 1
,

z (−)
Ob = − R

R −
√

R − 1
,

одновременно равны нулю сферическая аберрация, кома

и астигматизм, а для кривизны поля и дисторсии мы

получаем выражения

C(+) = − (R − 1)(R +
√

R − 1)

R(R −
√

R − 1)
,
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C(−) = − (R − 1)(R −
√

R − 1)

R(R +
√

R − 1)
,

и

D(+) = − (R − 1)(R +
√

R − 1)2

R2(R −
√

R − 1)
,

D(−) = − (R − 1)(R −
√

R − 1)2

R2(R +
√

R − 1)
.

Для справки мы также приведем выражения для сфери-

ческой аберрации пятого порядка

A(+) =
3(R − 1)3R2

4(R −
√

R − 1)(R +
√

R − 1)5
,

A(−) =
3(R − 1)3R2

4(R −
√

R − 1)5(R +
√

R − 1)
.

Для того, чтобы оценить степень применимости степен-

ных разложений при рассмотрении оптических схем, мы

сравнили численные результаты, полученные с помощью

трассировки, использующей явные выражения для опти-

ческого отображения, с приближенными вычислениями,

включающими в себя аберрации порядка выше третьего.

В свою очередь, результаты трассировки с помощью яв-

ных выражений были проверены с помощью программы

Zemax. На рис. 2 представлены результаты сравнения

проведенного для сферической аберрации и дисторсии.

Из сравнения с точным решением видно, что с

повышением порядка приближения расхождение меж-

ду точным и приближенным решением уменьшается.

Например, для сферической аберрации, представленной

на рис. 2 слева совпадение между точным решением

и приближенным кажется достаточно хорошим вплоть

до апертуры порядка 0.4− 0.5 для пятого и седьмого

порядков. Мы предполагаем, что при систематическом

увеличении порядка приближения будут сходиться к точ-

ному решению, поскольку на рис. 3 видно, что разница

между точным и приближенным решением очевидным

образом уменьшается, по мере того, как порядок при-

ближения увеличивается с третьего по одиннадцатый.

Хотя порядок вычисленных аберраций и слишком мал

для того, чтобы делать выводы о скорости сходимости и

поведении соответствующего степенного ряда Тейлора

(как показывает опыт анализа степенных рядов в ста-

тистической физике, для этого требуется порядка ста

коэффициентов), тем не менее кажется, что, по крайней

мере в изученной нами конфигурации, этот ряд ведет

себя достаточно хорошо.

Подводя итоги рассмотрения схемы Шварцшильда со

сферическими зеркалами, можно сказать, что методы

компьютерной алгебры позволяют провести исчерпыва-

ющий анализ этой схемы благодаря ее простоте. В то

же время пространство возможных параметров слишком

ограничено для осуществления полноценного дизайна.

Фактически неконцентрическая схема со сферическими

зеркалами и фиксированным увеличением допускает

всего один свободный параметр — расстояние между

центрами зеркал. Еще одну степень свободы для дизайна

схемы можно ввести, используя для первого вогнутого

зеркала вместо сферы эллипсоид вращения, что и будет

сделано в разд. 3.

3. Схема Шварцшильда с одним
сферическим зеркалом и одним
зеркалом эллипсоидом вращения

Поскольку трассировка лучей в явном виде возмож-

но также, например для эллипсоидов вращения, мы

рассмотрели двухзеркальную схемы Шварцшильда, в

которой первое вогнутое зеркало является эллипсоидом

вращения с параметрами a и b. Несмотря на казалось

бы небольшое изменение оптической схемы, сложность

задачи (в смысле объема вычислений) вырастает больше

чем на порядок. Так, размер текстовых ASCI файлов с

точными выражениями для r
(Img)
x , r

(Img)
y , r

(Img)
z и d̂

(Img)
x ,

d̂
(Img)
y , d̂

(Img)
z теперь составляет 1091 и 657 KB.

В силу возросшей сложности выражений на данный

момент мы ограничились вычислением величин первого

порядка, таких как параксиальный фокус

z parax =
h(a, b, m, z Ob j)

g(a, b, m, z Ob j)

и матрица первых производных, а также аберраций

третьего порядка, расчет которых занял несколько часов.

Матрица первых производных имеет такой же вид, как в

формуле (6), с той лишь разницей, что коэффицинты a

и b в этот раз заданы как

a =
a2

g(a, b, m, z Ob j)
,

b = 2 +
2b(2m − 2b + 1)

a2
.

В вышеприведенных формулах g(a, b, m, z Ob j) и

h(a, b, m, z Ob j) — многочлены по переменным a , b, m,

z Ob j , определенные как

g(a, b, m, z Ob j) =2b(−1 + 2b − 2m)(b − z Ob j)

+a2(1− 4b + 2m + 2z Ob j),

и

h(a, b, m, z Ob j) =2b(b + 2bm − 2m(1 + m))(b − z Ob j)

+a2(2m2 − 2b(1 + 2m) + z Ob j

+2m(1 + z Ob j)).

Явные выражения для аберраций третьего порядка

настолько громоздки, что мы не сочли возможным

привести их здесь. Тем не менее, результаты вычислений

для схемы Шварцшильда со сферическими зеркалами и
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Рис. 2. Сравнение результатов точной трассировки с приближениями третьего, пятого и седьмого порядка для схемы

Шварцшильда с такими же параметрами как и на рис. 1. Для наглядности координаты нормированы по отношению к радиусу

второго зеркала. Слева представлено сравнение для лучей, исходящих из точки, расположеной на оси z с направлениями лежащими

в плоскости xz , т. е. с начальной конфигурацией (0, 0, p, 0). Справа представлено сравнение для лучей, направленных параллельно

оси z , из точки, лежащей на оси x , т. е. с начальной конфигурацией (x, 0, 0, 0). Для облегчения сравнения из точного решения

вычтена часть, соответствующая линейному увеличению, так, чтобы быда видна только нелинейная дисторсия
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Рис. 3. Численное расхождение между результатами точной трассировки и приближениями, вплоть до третьего, пятого, седьмого,

девятого и одиннадцатого порядков, для схемы Шварцшильда с такими же параметрами, как и на рис. 1. В отличие от рис. 2,

представлена разность точного и приближенного решений. Для наглядности координаты нормированы по отношению к радиусу

второго зеркала. Слева представлены результаты для лучей, исходящих из точки, расположеной на оси z с направлениями,

лежащими в плоскости xz , т. е. с начальной конфигурацией (0, 0, p, 0). Справа представлены результаты для лучей, направленных

параллельно оси z , из точки, лежащей на оси x , т. е. с начальной конфигурацией (x, 0, 0, 0).

схемы с одним эллиптическим зеркалом были сгруппи-

рованы в виде пакета на языке Mathematica и находятся

в открытом доступе на веб сервисе gitflic.

Если рассматривать оптические схемы с фиксирован-

ным увеличением M, дополнительно накладывая условие

апланатичности, то пространство решений будет двух-

мерным, в отличие от схемы Шварцшильда с концен-

трическими сферическими зеркалами. Для примера мы

провели оценку схемы с десятикратным увеличением,

варьируя параметры a и m. При этом m изменялось от

−1 до 1, в то время как параметр a изменялся от R∗ − 1

до R∗ + 1, где

R∗ =
3 + 2M + 3M2 − (M − 1)

√
5 + 6M + 5M2

2(1 + 2M + M2)

— радиус, соответствующий десятикратному увеличе-

нию в концентрической схеме Шварцшильда со сфериче-

скими зеркалами. На рис. 4 показано изменение положе-
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Рис. 4. Зависимость положения предметной плоскости z Ob j и плоскости параксиального фокуса от параметров a и m с соблю-

дением условия апланатичности. Черной точкой обозначена точка апланатичности для концентрической схемы Шварцшильда со

сферическими зеркалами.

ния предметной плоскости и плоскости параксиального

фокуса в зависимости от параметров a и m. Параметр

b при этом вычисляется из условия апланатичности и

фиксированного увеличения.

Для оценки качества оптической схемы мы также вы-

числили соответствующие изменения аберраций третье-

го порядка, представленные на рис. 5. Из рисунка видно,

что точка апланатичности концентрической схемы явля-

ется единственной, в которой исчезают коэффициенты

сразу трех аберраций третьего порядка — сферической

аберрации, комы и астигматизма. Кроме того, видно,

что коэффициенты кривизны поля и дисторсии меняются

разнонаправлено при изменении параметров a и m, так

что не существует очевидной отличной от концентриче-

ской конфигурации, при которой оба этих коэффициента

были бы оптимальны. Таким образом, для дальнейшей

оптимизации схемы Шварцшильда необходимо рассмат-

ривать поверхности более высокого порядка, чем второй.

Выводы

В работе мы показали, что простые оптические схе-

мы, использующие зеркала, описываемые поверхностя-

ми второго порядка, можно детально анализировать,

используя программные пакеты для символьных вы-

числений. Для схемы Шварцшильда со сферическими

зеркалами мы полностью вычислили все аберрации до

пятого порядка включительно и частично — некоторые

аберрации вплоть до одинадцатого порядка. Мы пока-

зали, используя численное моделирование, что прибли-

женные решения хорошо сходятся к точным решениям,

что позволяет надеяться расширить область примене-

ния параксиальных разложений, при условии, что мы

будем в состоянии вычислять более высокие порядки.

Необходимо отметить, что использованный нами подход

может быть также применен для рассмотрения линзовых

оптических схем. При этом, для рассчета хроматиче-

ских аберраций в методологию вычисления аберраций,

основанную на разложениях в ряд Тейлора, должна быть

также включена зависимость от длины волны.

Как известно, концентрическая схема Щварцшильда

допускает для фиксированного увеличения две апла-

натические конфигурации, что резко ограничивает ко-

личество допустимых конфигураций оптических схем.

Число степеней свободы можно увеличить, рассматри-

вая неконцентрические конфигурации и заменяя пер-

вое сферическое зеркало эллипсоидом вращения. Для

таких систем вычислили аберрации третьего порядка

и рассмотрели эффекты вариации расстояния между

центрами зеркал и отклонения формы от сферической.

В данном случае оказалось, что увеличение коли-

чества степеней свободы не дало особых результатов,

поскольку в апланатических точках концентрической

схемы Шварцшильда исчезают также кома и астигма-

тизм. Как известно, на практике для улучшения качества

изображения в схеме Шварцшильда используют асфе-

рические поправки высоких порядков. Поэтому резонно

задаться вопросом, можно ли расширить используемый в

работе подход на случай зеркал порядка, более высокого

чем второй?

Как уже было замечено в разд. 1, трассировку в явном

виде, с теоретической точки зрения, можно провести

только для поверхностей не выше четвертого порядка.

Таким образом, рассмотреный в работе подход не бу-

дет работать в общем случае. Помимо этого, подход,

основанный на возможности использования явных ре-

шений, оказывается в вычислительном смысле весьма

расточительным — ведь при анализе, основанном на

рассмотрении аберраций, пусть и очень высокого поряд-

ка, мы используем лишь малую часть всей имеющейся

у нас информации о решениях, а именно, некоторое

ограниченное количество производных. Тем не менее,

возможен альтернативный подход, который мы здесь

представим только в общих чертах и который будет

детально рассмотрен в последующей публикации. Он ос-
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Рис. 5. Зависимость комы, кривизны поля, астигматизма и дисторсии от параметров a и m с соблюдением условия апланатичности.

Черная точка соответствует точке апланатичности для концентрической схемы Шварцшильда со сферическими зеркалами.

Штриховой линией показаны уровни зануления комы и астигматизма.

новывается на двух наблюдениях: во первых, матричную

оптику, которая описывает эффекты первого порядка,

можно обобщить таким образом, чтобы она включала

в себя аберрации произвольного порядка, во вторых,

для отдельно взятых зеркал аберрации высоких порядков

можно вычислять с помощью вычисления производных

неявных функций.

Следует отметить, что в электронной и ионной оптике

расширения матричного подхода для расчета аберраций

второго порядка предлагались еще в шестидесятых годах

прошлого века (см. работы [13,14]), однако, насколько
мы знаем, этот подход не был обобщен и систематизи-

рован. В обобщении, которое мы разработали, предлага-

ется описывать оптическое отображение от одной плос-

кости к другой с помощью так называемого матричного

представления группы формальных диффеоморфизмов,

в котором композиция отображений представляется с

помощью умножения матриц (для одномерного случая

такое представление было рассмотрено в работе [15]).
Расчет оптических схем в таком случае можно произво-

дить, вычисляя аберрации оптического отображения от

одной плоскости до другой, где плоскости расположены

подходящим образом между зеркалами, и собирая итого-

вое отображение от предметной плоскости к плоскости

изображения как рекурсивно определенную композицию

отображений.

В заключение отметим, что представление оптиче-

ского отображения в виде разложения в ряд типа (4)
может быть также использовано для оценки функции

рассеяния точки с учетом числовой апертуры объектива,

подобно тому, как это было сделано в работе [7], однако
в отличие от этой работы, в нашем случае функция

рассеяния может быть рассчитана также во внеосевом

положении в зависимости от полевой координаты. Этот

аспект в особенности важен в связи с тем, что схемы

типа Шварцшильда имеют ненулевую обскурацию.
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