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Роль поверхностных фононов в формировании спектра поляронных
состояний в квантовых точках
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Построена теория полярона большого радиуса в квантовых точках с учетом различия диэлектрических
свойств материалов точки и окружающей ее матрицы. Показано, что величина поляронного эффекта
существенно зависит от спектра поверхностных оптических фононов. Найден поляронный сдвиг уровней
энергии размерного квантования для электронов и дырок с учетом их взаимодействия как с объемными,
так и с поверхностными фононами. Определены условия, при которых взаимодействие с поверхностными
фононами оказывается преобладающим. Показано, что в соединениях AIIBVI оно может превышать 10 мэВ
и его необходимо учитывать при расчете энергетического спектра. Развит метод приближенного расчета
поляронных состояний. Этот метод позволяет находить величины поляронного эффекта в гетероструктурах
различной конфигурации. Обнаружено хорошее согласие результатов, полученных при помощи приближен-
ного метода и точного расчета влияния поверхностных фононов на поляронные состояния.

PACS: 63.22.+m, 71.38.-k, 71.45.Gm, 73.21.-b

В последние годы электронные свойства квантовых
наноструктур являются предметом активного исследова-
ния. Одним из существенных следствий локализации но-
сителей в наноструктурах является квантование энерге-
тического спектра носителей заряда. Фононные свойства
в системах с пониженной размерностью исследованы
менее детально. В то же время известно, что различие
диэлектрических свойств материалов, на основе которых
эти системы созданы, приводит к модификации спектров
объемных фононов, а также к появлению дополнитель-
ных колебательных возбуждений — поверхностных, или
интерфейсных, фононов. Меняется также и интенсив-
ность электрон-фононного взаимодействия. Это может
приводить к значительным изменениям энергий уровней
размерного квантования носителей заряда. При этом
наибольший интерес представляет взаимодействие заря-
женных частиц с полярными оптическими фононами в
квантовых точках, изготовленных из материалов с высо-
кой степенью ионности. Это связано с тем, что такое вза-
имодействие может быть сильным уже в объемных ма-
териалах [1] и значительно возрастает при уменьшении
эффективной размерности наноструктуры [2]. Поскольку
в квантовой точке состояния носителей локализованы,
взаимодействие с полярными оптическими фононами
(поляронный эффект) проявляется в изменении энерге-
тического положения уровней размерного квантования.
В данной работе выполнено теоретическое исследование
поляронного эффекта в квантовых точках с учетом
влияния как объемных, так и поверхностных фононов.

Рассмотрена система, в которой квантовая точка и
окружающая ее матрица изготовлены из материалов с
различной степенью ионности. При этом важным мо-
ментом оказывается тот факт, что даже в случае полной
локализации заряженной частицы в квантовой точке
величина поляронного эффекта существенно зависит от
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поляризационных свойств окружающей матрицы. Для
исследованного нами случая полной локализации заря-
женной частицы в квантовой точке выполняется условие

R
a0i
� 1, (1)

где R — радиус квантовой точки, a0i — радиус объемно-
го полярона в квантовой точке (i = 1) и в окружающей
матрице (i = 2). Условие (1) означает, что волновые
функции электрона и дырки определяются главным
образом потенциалом квантовой точки. В приближении
потенциальной ямы с бесконечно высоким барьером для
сферической квантовой точки эти волновые функции
известны. Для основного состояния электрона имеем,
согласно [3]:

9(e)
sz

(re) =
2π
R

j 0

(
πr
R

)
|sz〉, (2)

где j l (x) — сферическая функция Бесселя порядка l ,
|sz〉 — спиновая волновая функция. Спектр состояний
свободной дырки с учетом вырождения валентной зоны
можно описывать в модели сферического гамильтониана
Латтинжера [4]. Волновая функция дырки при этом
известна [5]:

9
(h)
Fz

(rh) = 2
∑

l

(−1)l−3/2+Fz RF,l (r )

×
∑
m,µ

(
l 3/2 3/2
m µ −Fz

)
Ylm(ϑ, ϕ)χµ. (3)

Здесь Fz — проекция момента F̂ на ось квантования,
χµ — собственный вектор матрицы Jz, µ — собственное
значение, соответствующее этому вектору (Jzχµ = µχµ),(

l 3/2 3/2
m µ −Fz

)
— 3 j -символ Вигнера, Ylm(ϑ, ϕ) — сферические волно-
вые функции. Основному состоянию дырки соответству-
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ет значение полного момента F̂ = 3/2. Суммирование
в уравнении (3) идет по значениям квантового числа
l = 0, 2 и по значениям m, µ, удовлетворяющим усло-
вию m+ µ = Fz . Радиальные волновые функции имеют
вид [6]

R3/2,0 ≡ R0
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√
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,
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, (4)

где параметр

β = (γ − 2γ1)(γ + 2γ1)

имеет смысл отношения масс легкой и тяжелой дырок,
A(β) — нормировочный коэффициент, равный

A(β) =

{ R∫
0

[
R2

0

(
r
R

)
+ R2

2

(
r
R

)]
r 2dr

}−1/2

, (5)

а безразмерная величина

k =
R
√

2mhEn

~

определяется энергией размерного квантования En и
массой тяжелой дырки mh.

Спектр поверхностных фононов и электрон-фононное
взаимодействие в рассматриваемой нами системе ис-
следовались теоретически с использованием приближе-
ния диэлектрического континуума в работе [7]. Было
показано, что спектр поверхностных фононов можно
определить из решения уравнения

lε1(ωs) + (l + 1) ε2(ωs) = 0, (6)

в котором ε1(ωs) и ε2(ωs) — диэлектрические прони-
цаемости материалов квантовой точки и окружающей
матрицы соответственно, ωs — частота поверхностных
фононов, l — орбитальное квантовое число. В дальней-
шем будут использованы стандартные выражения для
диэлектрических проницаемостей

ε1,2(ω) = ε∞1,2
ω2 − ω2

LO1,2

ω2 − ω2
TO1,2

, (7)

в которых ωLO, ωTO — частоты объемных продольных и
поперечных фононных ветвей. Оператор Гамильтона, со-
ответствующий полю продольных оптических фононов и
включающий в себя вклады как от объемных, так и от

поверхностных фононов, удобно записать в виде

Ĥph =
∑
n,l ,m

~ωLO â+
nlmânlm +

∑
l ,m

~ωs(l) â+
lmâlm, (8)

где â+, â — операторы рождения и уничтожения фо-
нонов соответственно; n, l ,m — стандартные кванто-
вые числа для систем со сферической симметрией.
Частота ωLO определяется только фононным спектром
материала квантовой точки. Частоты поверхностных
фононов ωs(l) соответствуют корням биквадратного
уравнения (6), причем каждому значению l , кроме
l = 0, при заданной дисперсии диэлектрической прони-
цаемости (7) соответствуют 2 частоты. Гамильтониан
электрон-фононного взаимодействия может быть запи-
сан в виде

Ĥe-ph =
∑
n,l ,m

~ωLOαv(n, l)
[
ρb(n, l ,m)â+

nlm + h.c.
]

+
∑
l ,m

~ωs(l)αs(l)
[
ρs(l ,m)â+

nl + h.c.
]
, (9)

где

ρb(n, l ,m) = j l

(
µnl

r
R

)
Ylm(θ, ϕ), (10а)

ρs(l ,m) =
(

r
R

)l

Ylm(θ, ϕ) (10б)

— плотности распределения объемных и поверхност-
ных фононов соответственно; величины µnl являются
нулями сферических функций Бесселя j l (r ) [ j l (µnl) = 0].
Константы электрон-фононного взаимодействия αb(n, l)
и αs(l) в рассматриваемой геометрии определены в
работе [7]. Они имеют вид

αb(n, l) = −
(

4πe2

r 0µ
2
nl j

2
l+1(µnl)

1
εopt

)1/2

, (11)

где εopt — оптическая диэлектрическая проницаемость,
определяемая выражением

1
εopt

=
1
ε∞
− 1
ε0

;

αs(l) = −
(

2πe2

ω2R

)1/2

×
[
ε∞1

ω2
LO1 − ω2

TO1

(ω2 − ω2
TO1)2

l + ε∞2
ω2

LO2 − ω2
TO2

(ω2 − ω2
TO2)2

(l + 1)

]−1/2

.

(12)
Условие (1) позволяет применить для решения зада-
чи адиабатическое приближение. Усредним гамильто-
ниан (9) по волновым функциям электрона (2) или
дырки (3). Подобное усреднение приводит к тому, что
в гамильтониане (9) точные плотности распределения
фононов ρb(n, l ,m) и ρs(l ,m) следует заменить на их
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усредненные плотности ρ̃v и ρ̃s, которые определяются
следующим образом:

ρ̃b =
∫

d3r |9(r)|2 ρv(n, l ,m), (13а)

ρ̃s =
∫

d3r |9(r)|2 ρs(l ,m), (13б)

причем для расчета энергии электронного и дырочного
полярона в качестве 9(r) следует подставлять волновую
функцию электрона (2) или дырки (3) соответственно.
Усредненный гамильтониан

〈Ĥph〉+ 〈Ĥe-ph〉 = Ĥpol

при помощи унитарного преобразования

U =
∑
n,l ,m

(
ρ̃bαb(n, l)ânlm− ρ̃∗bαb(n, l)â+

nlm

)
+
∑
l ,m

(
ρ̃sαs(l)âlm− ρ̃∗s αs(l)â+

lm

)
(14)

приводится к диагональному по фононным операторам
виду:

e−UĤpole
U =

∑
n,l ,m

~ωLOâ+
nlmânlm+

∑
l ,m

~ωs(l)â+
lmâlm + 1Epol,

(15)
где

1Epol = −
∑
n,l ,m

~ωLO|αv(n, l)|2|ρ̃b|2 −
∑
l ,m

~ωs(l)|αs(l)|2|ρ̃s|2

(16)
представляет собой поляронный сдвиг уровней размер-
ного квантования для электрона (дырки) в сферической
квантовой точке. Из формулы (16) следует, что вклады
в энергию полярона от объемных и поверхностных
фононов суммируются. Как будет видно из дальнейшего
рассмотрения, при определенных условиях вклад от
поверхностных фононов может превосходить вклад от
объемных фононов. Полученные формулы позволяют
рассчитать поляронные сдвиги для любого уровня раз-
мерного квантования.

Рассмотрим наиболее простую ситуацию частицы со
сферически симметричной волновой функцией, чему со-
ответствует, например, электрон в основном состоянии.
В этом случае вклад в поляронный сдвиг (16) дают
только фононы, соответствующие значению орбитально-
го квантования числа l = 0. При этом вклад от объемных
фононов, описываемый первой суммой в уравнении (16),
можно привести к виду

1E(e)
v = −e22π2

εopt1R

1∫
0

x2dx|9(x)|2

×
1∫

0

y2dy|9(y)|2
∑

n

j 0(µn0x) j 0(µn0y)
µn0 j 2

1(µn0)
. (17)

Сумма по n здесь соответствует преобразованию Фурье–
Бесселя от некоторой функции. При помощи стандарт-
ной процедуры можно определить эту функцию, которая
оказывается равной:∑

n

j 0(µn0x) j 0(µn0y)
µn0 j 2

1(µn0)
=

1
4xy

(
|x + y| − |x − y| − 2xy

)
.

(18)
Подставляя выражение (18) в формулу (17), окончатель-
но получим вклад от объемных фононов в поляронный
сдвиг в виде

1E(e)
v = − e2

εopt1R

[
1
2
− Si(2π)

2π
+

Si(4π)
4π

]

≈ −0.39
e2

εopt1R
, (19)

где Si(x) — интегральный синус.
Вклад от поверхностных фононов в поляронный сдвиг

при l = 0 содержит только одно слагаемое, которое с
учетом условия нормировки волновой функции электро-
на (2) приводится к виду

1E(e)
s = − e2

2εopt2R
. (20)

При этом полный поляронный сдвиг 1E = 1Ev + 1Es

оказывается равным:

1E(e) = −e2

R

(
0.39
εopt1

+
0.5
εopt2

)
. (21)

Из формулы (21) следует, что для квантовой точки из
полярного материала, находящейся в матрице из непо-
лярного материала (1/εopt2 = 0), получается величина
поляронного сдвига, найденная в работе [8]. Этому слу-
чаю соответствует минимальный поляронный эффект,
что может затруднить его экспериментальное наблюде-
ние. Учет поляризации матрицы приводит к возрастанию
поляронного эффекта. В случае, когда εopt1 = εopt2, мы
имеем наш прежний результат [9], который был получен
с учетом только объемных фононов, характерных для
материала данной конкретной квантовой точки. Следует
отметить, что даже в квантовых точках из неполярного
материала (1/εopt1 = 0) имеется заметный поляронный
сдвиг, обусловленный наличием поверхностных фоно-
нов, создающих поляризацию в окружающей матрице.

Аналогичным образом рассчитывается поляронный
сдвиг для основного состояния дырки. Основное отличие
заключается в том, что волновая функция дырки (3)
представляет собой суперпозицию двух вкладов, кото-
рые соответствуют s- и d-симметрии [6]. При этом
в соответствии с общей формулой для поляронного
сдвига (16) существенным оказывается взаимодействие
с фононами, обладающими угловыми моментами l = 0
и l = 2. Следует отметить, что уравнение (6) для спектра
поверхностных фононов при l = 2 имеет два различных
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решения ω1,2(l). Вклад от взаимодействия дырки с
объемными фононами приводится к следующему виду:

1E(e)
v = − e2

2εopt1R

( 1∫
0

xP(x)dx

[
(1− x)

x∫
0

y2P(y)dy

+ x

1∫
x

y(1− y)P(y)dy

]
+

4
25

1∫
0

x4Q(x)dx

[(
1
x5
− 1

)

×
x∫

0

y4Q(y)dy +

1∫
x

y4

(
1
y5
− 1

)
Q(y)dy

])
, (22)

где P(x) = R2
0(x) + R2

2(x) — сферически симмет-
ричная часть плотности распределения дырки, а
Q(x) = R0(x)R2(x) представляет собой радиальную
часть вклада в дырочную плотность, имеющего d-сим-
метрию. Объемная часть энергии дырочного поляро-
на (22) зависит от параметра β = ml/mh (здесь ml —
масса легкой дырки). Эта зависимость отличается от
результата, полученного нами ранее в работе [9], только
на постоянное слагаемое, обусловленное обращением в
нуль плотности объемных фононов на границе кванто-
вой точки. Такое различие связано с тем, что в рабо-
те [9] не учитывалось квантование объемных фононов,
локализованных внутри квантовой точки.

Вклад поверхностных фононов в поляронный сдвиг
описывается выражением

1E(h)
s = − e2

2εopt2R

− e2

10R

{
1

ω2
1

[
2ε∞1

ω2
LO1−ω

2
TO1

(ω2
1 −ω

2
TO1)2 + 3ε∞2

ω2
LO2−ω

2
TO2

(ω2
1 −ω

2
TO2)2

]

+
1

ω2
2

[
2ε∞1

ω2
LO1−ω

2
TO1

(ω2
2 −ω

2
TO1)2

+ 3ε∞2
ω2

LO2−ω
2
TO2

(ω2
2 −ω

2
TO2)2

]}I 1(β).

(23)
Здесь

I 1(β) =
∣∣∣∣

1∫
0

x4dx Q(x)
∣∣∣∣2.

Первое слагаемое в (23) связано со сферической частью
распределения дырочной плотности P(x) и имеет тот
же смысл, что и аналогичный вклад для электрона
(формула (20)). Второе и третье слагаемые обусловлены
взаимодействием дырки с поверхностными фононами,
соответствующими l = 2. Входящий в выражение (23)
интеграл I 1(β) содержит зависимость от отношения масс
легкой и тяжелой дырок β = ml/mh. Эта зависимость
приведена на рис. 1.

Рис. 1. Зависимость параметра I 1(β), определяющего взаи-
модействие дырки с поверхностными фононами в квантовой
точке, от отношения масс легкой и тяжелой дырок β .

Полученное выше выражение для поляронного сдви-
га (16) становится весьма громоздким при рассмотрении
состояний, описываемых волновой функцией произволь-
ной симметрии, примером чего являются формулы (22)
и (23). Поэтому имеет смысл привести метод получения
приближенных выражений для поляронного сдвига. Этот
метод основан на представлении о фононном потенци-
альном поле в неоднородных системах и представляет
собой обобщение подхода к задаче о поляроне, предло-
женного Пекаром [1].

Для описания поляронных состояний в сферической
квантовой точке запишем уравнение Шредингера с уче-
том фононного поля в следующем виде:{

T̂ + V(r) + eU(r) +
εopt1

8π

∫
r<R

d3r [∇U(r)]2

+
εopt2

8π

∫
r>R

d3r [∇U(r)]2
}
9(r) = E9(r). (24)

Здесь T̂ — оператор кинетической энергии, V(r) —
потенциал квантовой точки, а U(r) — потенциал поля
оптических фононов. В соответствии с параметром (1)
волновая функция нулевого приближения 9(r) получа-
ется из этого уравнения (24) при отсутствии фононного
поля, т. е. при U(r) = 0. Для электрона и дырки эти вол-
новые функции описываются выражениями (2) и (3) со-
ответственно. Усредним гамильтониан из уравнения (24)
по волновой функции нулевого приближения 9(r) и
найдем потенциал фононного поля, соответствующий
максимальному поляронному сдвигу. Получим следую-
щее уравнение:

1U(r) =
4πe
εopt1

|9(r)|2. (25)

В уравнении (25) отсутствует вклад, содержащий оп-
тическую диэлектрическую проницаемость материала

Физика и техника полупроводников, 2007, том 41, вып. 7



848 А.Ю. Маслов, О.В. Прошина, А.Н. Русина

матрицы εopt2, поскольку мы предполагаем, что вся плот-
ность заряда сосредоточена внутри квантовой точки. Тем
не менее зависимость от εopt2 возникнет в результате
учета условий на границе раздела квантовой точки и
окружающей матрицы. Мы считаем, что фононное поле
удовлетворяет стандартным условиям для потенциаль-
ного поля, которые имеют вид

U(R− δ) = U(R + δ), (26а)

εopt1
dU
dr

∣∣∣∣
R−δ

= εopt2
dU
dr

∣∣∣∣
R+δ

, (26б)

где величина δ → 0.
Решения уравнения (25) в области внутри квантовой

точки и вне ее имеют вид соответственно:

U = U0 + Almr lYlm(ϑ, ϕ), r < R, (27а)

U = U0 + Blmr−(l+1)Ylm(ϑ, ϕ), r > R, (27б)

где

U0(r) = − e2

εopt1

∫ |9(r′)|2d3r ′

|r− r′| . (28)

Коэффициенты Alm, Blm определяются граничными усло-
виями (26). Подставляя выражения (27) в (26), получим

Alm =
e2
(
1− εopt2

εopt1

)
lεopt1 + (l + 1)εopt2

(l + 1)
4π

2l + 1
Flm

R2l+1
, (29а)

Blm = Alm R2l+1, (29б)

где

Flm =
∫

d3r |9(r)|2 Y∗lm(ϑ, ϕ)r l . (30)

Полученное нами решение уравнения (25) позволяет
получить поляронный сдвиг в виде

1Epol = − e2

2εopt1

∫ |9(r)|2|9(r′)|2
|r− r′| d3rd3r ′

−
∑
l ,m

e2
(
1− εopt2

εopt1

)
lεopt1 + (l + 1)εopt2

(l + 1)
4π

(2l + 1)
|Flm|2
R2l+1

. (31)

Первое слагаемое в выражении (31) детально исследо-
вано ранее в работе [9]. Оно соответствует поляронному
сдвигу в модельной системе, для которой диэлектри-
ческие характеристики материалов квантовой точки и
матрицы одинаковы (εopt1 = εopt2). Сумма по квантовым
числам l ,m соответствует вкладу в энергию полярона,
обусловленному различием в диэлектрических свой-
ствах материалов квантовой точки и матрицы. Выше
в формулах (16) и (23) было показано, что данный
вклад обусловлен поверхностными оптическими фоно-
нами. В выражение (31) частоты оптических фононов не
входят. Однако, как будет показано далее, в применении
к конкретным волновым функциям, приближенное выра-
жение (31) с хорошей степенью точности аппроксимиру-
ет точное выражение (16). Рассмотрим те же конкретные

Рис. 2. Зависимости величины поляронного сдвига от от-
ношения масс легкой и тяжелой дырок β при изменении
диэлектрических свойств матрицы.

выражения для волновых функций основного состояния
электрона и дырки, которые мы использовали выше. Для
сферически симметричной волновой функции электрона
в выражении (31) остаются только слагаемые с l ,m = 0.
Энергия поляронного сдвига при этом оказывается
равной:

1E(e) = − e2

2R

(
0.78
εopt1

+
1

εopt2

)
, (32)

что в точности совпадает с выражением (21), получен-
ным выше с учетом спектра оптических фононов.

Подставляя в выражение (31) волновую функцию
дырки (3), получаем поляронный сдвиг в виде

1E(h) = − e2

2εopt1R
B(β)− e2

2R

(
1

εopt2
− 1
εopt1

)

− 3e2

5R

1− εopt2

εopt1

2εopt1 + 3εopt2
|F20|2, (33)

график функции B(β) приведен к работе [9]. Учитыая яв-
ный вид выражения для |F20| (формула (30)), получаем

F20 =
2√
5

1∫
0

Q(x) x4dx. (34)

Из сравнения выражений (33) и (23) видно, что первые
2 слагаемых в них абсолютно одинаковые. Последние
слагаемые имеют одинаковые зависимости от отношения
масс легкой и тяжелой дырок, определяемые интегралом
I 1(β). Коэффициенты при этом интеграле в точном
выражении (23) и в приближенном выражении (33), во-
обще говоря, различны, но при реальных соотношениях
диэлектрических свойств квантовой точки и матрицы их
различие численно невелико. Таким образом, можно сде-
лать вывод, что развитый приближенный метод хорошо
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коррелирует с более точным способом расчета полярон-
ных эффектов. Это открывает возможности применения
данного метода при исследовании гетероструктур более
сложной симметрии.

На рис. 2 представлены зависимости от β для величи-
ны поляронного сдвига (33) при нескольких значениях
соотношений εopt1 и εopt2. Из рис. 2 видно, что изменение
диэлектрических свойств матрицы влечет за собой зна-
чительное изменение энергии поляронного сдвига для
дырочных состояний. Вклад в поляронный эффект, свя-
занный с наличием поверхностных оптических фононов,
оказывается достаточно большим и в соединениях AIIBVI

может составлять величину порядка 10 мэВ. Насколько
нам известно, это наиболее сильное проявление влияния
поверхностных фононов на энергетические состояния
носителей в квантовой точке. Поэтому рассмотренные
эффекты необходимо учитывать при описании энерге-
тического спектра и оптических переходов в квантовых
точках, изготовленных из полярных материалов.

Работа поддержана РФФИ (грант № 06-02-16991),
программой президиума РАН „Квантовые нанострук-
туры“, программой поддержки ведущих научных школ
НШ-5730.2006.2.
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Effect of surface phonons on the polaron
states in quantum dots

A.Yu. Maslov, O.V. Proshina, A.N. Rusina
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Russian Academy of Sciences,
194021 St. Petersburg, Russia

Abstract The theory of large radius polaron in quantum dots is
developed. Considering the distinctions of dielectric properties
of the quantum dot and surrounding matrix the electron and
hole polaron states are described. The magnitude of the polaron
effect is demonstrated to have essential dependence of surface
potical phonon spectra. Taking into account the electron and
hole interaction with both bulk and surface phonons the polaron
shift of size quantization levels for electrons and holes is found.
The conditions for prevailing interaction with surface phonons
are determined. In AIIBVI compounds the energy of this
interaction may exceed 10 meV and must be taken into account
for energy spectra calculations. The crude method of polaron
states determinations is devised. As is shown this method can
find applications for different configurations of the heterostructures.
The results are in good agreement for the crude method and for
the precise determination of surface phonons effect of the polaron
states.
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